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Capitulo I

POSTUi:ADOS, REGRAS DE GALCULO, SUB-GRUPOS

1) POSTULADOS 40 con¥unto nfic vazio L ={g,b,c,..
dlz-se um grupo,se-ge verificam os gquatro postula-
. dos &-géguir. 1) De a,b € £ deduz-ge,por um proces-
.. se determinado,um produte a.b = ab=c€ L. "

TIY Existe uma unidade direita, u, tal que - aud =4,
‘qualgusr que seja a ¢ b III) Existe um inverso di-.
reito, « , do cada & € f. Isto significa a «= u.BEs~
 creveremos «= &7, IV) Se 4a,b,c¢ f; vale & relagéo
ab=ac.c’h, ' :

. 2) %%QE%E’M ~0 inverso direito dum elemen-
to é tambdm Inverso_esquerdeo do mesmo elemento. Pa-
ra o yér,designemos com Db um inverso direito.de
&7 de modo que &° b = u. Entfio § &7 p.d' b=
=g¥gu=@a%a=4da’b=u. Assim,como se¢ denéja;é,
simulteneemente, &f a=u, a af= u. A

Ume unidade direita & tambdm unidade esguerda.
Tem-ge,de facto, bbBl.bu=u.bu= ub= bu = b,
A {d1ltima consequéncie qus queremos indicar nég-
~te § & a gue traduz & propriedade associativa:
a,bo = ab.c, 0 quarto postulado dd,pondo b = u,

i

g,depois, & = u, _
| a=48ac.c’, b= c.cTb
paqui se tira

a.bo= {ab _.b?")',‘bc =




- TR T A T

-0 4 pootulf.do réde substltulr se 1ntroduzindo
o prorriednd
= (a.cc'*)b ab.

%Y. 0 COCIENTE D& DOI§ BLESENTOS -Dados a,b€ §,

W
existem elementos ¥,y em L tals que o
xapﬂb; ‘ .ay'=b. ) (;)

De 'f‘aétép:,.tem—Se
= ba-f, R Y . a:'"b.

h,stas soluqﬁes sa.o un:.cas. SG,per ex., xe.—.' x'a =D,
vé—ge que . 4 _ SR

SRR AR T
- xan = x = x'aa = x'.

Conclui-se daqui (téndo em conta que as equagdes
x8 = &, ay= a 8H0 gatisfeitas ponmdo  x = u, y=u)
qus* hé uma 88 unidade direita,s qual & tambédm o uni—-.
ca unidede “esquerdas De futuro representaremos com u. |
es8sa unidade,que  se diz element.o um. do grupo. - !
. Ag equagoes o y= u, xa= u, que 8e ‘resolven _ |
dom 'y = sl e x = o’ mostram que’ "hé um 6 inver—-
'so_direito que ¢ tembdm o Gnisd. inverso . esquerdod.
Com a7 representaremos de futuro 8ese Unico
inverso.

- 4) OUTRA FORIA _DOS POSTULADOS -A solubilidade
de (1),110 grupo ,pode constituir um postulado capaz
de substituir II) e III),se o postulado IV} se subs-
tituir pela proprledade aSSGCI&thEl. Gon51deremos,
na verdads,a equagao ay='o. S5 1 £6r uma golugfo,
vamos ver que ¢ umo unidade dlrelta. Seja - c(j: Por-
hipétese & au=a. Entfio,se x é uma soluglo:de: -
Xa = ¢, tem~se X&G.U - CU = X.8U.F X & = C,00m0 96
deseja. Hm segundo lugsar,consideremos a equa.gﬁo bx=u.

I Al j
¢ assoéiativa,pois -@c.¢ b= (ac,c” Vo= 1

Se deslgnarmos com # uma solugéo, Eate elemen-
to ¢ um inverso direito de b,valendo bﬁ—-u. .

5) SEuI-GRUPOS —-Se num conjunto nfo vazio £
exigste um rroduto associativo. e se as equagbes (1)
a.dmltem,quando muito,uma solucfo no conjunto, este

diz-se um gemi-grupo. N8ste caso,das relaqoes
ax*ax',ya—ya tira~se x=x‘ y=y'.

Um semi-grupo com um nimero flmto ‘de elemen-
tos ¢ um grupo. Se,com efeito, a . £ L é fixo e x
percorre £ , 08 elementos GX- sfo t8des dlstlntos.

0 nlmero de elementos ax & igual mo nUmero
de elementos x,pelo que.a equagio &x= b gseré
gempre solivel. O mesmo se diz da equaclBo ya= b,

87 GRUPOS _FINII10S -No caso dos conjuntos fini<
’c.os,,bodemos enuncTar os postulados como. ségue: I) :

exisde um produto; II) ) produto é associativos;
III) =8 relagles ax = ax', ya = y! arrastem,res-
pectivamente, x = x', y = y"'.

De f‘a.r'to Ul tal con,]unto é um seml-grupo fini-
to.

g 3?} GRUPOS ABELIANOS ~Dlz—-ee a.bella.no ou oomu—
tativo um grupo para 6 qual 6 -&a.b = b.a. N&o se -
distinguem,entso, as multiplicacles- &-direita e &
eaquerda. # cost.ume empregar o sinal + para. fepre-
sentar o produto e designar o Brupo como grupo abe— .
lieno aditive ou mddulo. O elemento - um indica-se

com O (lela zero} e o 1nver'so de & ocom ~g., Eg-
creve-se assiin::

(a _-!.-”'b) +o=a+ (b+ec), &+ 0 = a,
& + (—a.), = a - 8a.= O

B éolugao de a+ x= Db que é x =D + (-9.) es—
creve-—ge. sob a forma X = b- a., de modo que sg tem

.a+(ba)
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ra-qe conhecido. logo qu 88, tenha‘uma tabela na  ._;}

gual se pPossa. encontral o produto de dols quaisquer
dos seus elementos. Ex*' '

b

o Ju & b
v U. u _1_'3- B
:a- a b u
b b u @

A oonstruqao das llnhas horlzontais 2 verticaas da
tabela obedece & regras que traduzem precigamente o -

enunciedo dos quatro postulados. do § 1. Relativemens -
te ao quarto postulado confronte~se com o que suge- .

re o gquadro.

Pode verificar-se que t8das as tabelas possiveis
com grupos eté 5 elementos levam & grupog abell anos,

56 a partir de 8 elementos seé constroem grupos
néo abellanos.

9 ) GRUPC_DE TRANSFORMAQOES —Definamos unmztrmx?

formaqao. Consideremos ag n equaqoes

ST L N . o'

-

que permitem pasgar‘dum sistems de”val&réé ii:iardf

j’ .2,. cesm )’ '(2)

um sistema de valdres Y- (imagem daquele) -Diz-se
que =€ tem uma transformaqﬁo T,;80 & imagem y, 6 bém

-determlnada,e se,inversamente, ex1ste um _ campo’ deter- - -

minado dos ¥; tal que oada eistema de valdres den—j'

- tae varlévels pertencentes 80 campo & sempre ima-

gem gum fnico’elemento do campo corresnondente dos

Ky

0 produte T'T de duas transformaqSes ‘Gomo (2)
dofine-se do-modo & seguir. Por comodidede,utiliza-
remos unme Unicsa letra X,ou ¥; ou z, para signifi-

cayr um sistema.de n gquantidedes. x;, ou y, , ou z;.

Entdo,dado’ x no.seu oampo,a transformaqao T
far-lhe-4& Gorresponder y = T(x), em segulda,a trans
‘fonmaﬂao T dard - oz o= Ti{y) = T (T(+)). Egcrevere-.
mos = T'F(x}) para. deflnlqﬁo do produto das dusas
transformaqoes. # bom frisar que o sfmbolo T'T si-
gnifica que se efectusa primeiramente T,depols T!.So
se utilizasse © simbolo TT! com tal significado

-~ vyiria escrever z = (x)IT'.

Vamnos supdr quo a8 relacdes (2) dfio uma,imagbm
do campo dos xk s0bre si- mesmo,de modo que os yy
sHO0 08 XX num arranjo dlferente 0 mesmo se dizendo
dos 2z ‘definidos por =z T‘(y) :
'~ No tipo das transformagoes (2} entra a trans-
formagfo unidede fou idéntica) y = x.

Regolvendo (2) em qrdem 808 XX,0 que é possivel
por hipotese encantra-se .

X = -gs (Y;,-..,Y )s {1 ="s, 33";.’;')' (5)

A transformaqao (5) dlz—se inversa de (2),quando se
sscreve ,

¥, =% (x,,._a_._-,xn '1_,_ ‘

a fim de (2) e (3) se aplicarem @o mesmo sistemn de
elementosJ Se tivermos em conta as igualdades

{qsm,...,w(y)] x, =%fe, (0,008, (x)]
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e deq1gnarmos com T' & %ransformaoﬁo inversa de T,
No con;lunto da.s possi’vels tra.nsf‘ormar-oes (2)

figuram,assin, s transformagio unidade,o produto de
duas transformagoes ¢ a inversa duma trzmsformaqao.

0 47 postulado da teorisa dos grupos & verifica-

do,po:.s se. S e V foren. outras transform'xqoes,é
TS. s”’V(x) TV(x). L

0 conjunto das transformaqoes (2),sob g reqtrL~
¢8o lmposta de transformar o ' ampo dos xx nésee mes~
mo  campo ,constitui um grupo de transformacoes. Em
pa.r'tloul'lr ficamds sabendo que -as traanorma.qoes g0~

s da proprledade agsoclativa. )

Ima.ginemoq um conjunto de- transf‘ormn.q()'es gosan-
do das duas propriedades seguintes: 12— contém a
transformaguo inversa de cada trensformagfeo que lhe
pertence; 22. contdm o produto de duas das suas trans-
- formagbes; tal conjunto constitul um grupo. ,
. Un.. exemplﬁ ‘importante de grupo . de tra.nsforma—-
¢6es & cdonstituido pelo grupo das substituigdes de

n letras,também deslgndado grupo sImétrice’ G

.10) REGRAS DE CALOULO -Do' produto’ 8, 8, de
dois elementos,passa-se ao produto &, a, &, =

= &, 8,.8, 4 3 elementos; e,dums manelra. geral do
produto de n-1 elementos,pa.ssa-se a0 produto de n
elementos por melo da lgualdade

By ByeesBy T BpeesB 8.

Dados A=d]...a“, B=8,, ye+e8,, (P 3>n+2) &
AB= a, az..'.ap.

-

A potdnéia n’ de ‘& define-se pela lgualdade

. 7
BT B ces G (ecom @ repetido n vezes).
 aen
i vé.llda & relacho 'a.r""a .

Por 1nduqao dcmonstra-se a 1gua1dd.de (a“') =g
A extensfio das regras de céhlculo is notenolas

de exposnte nulo s negativo. faz—se como val ver-se,

. Parsa o expoente zero,pfe—-se & = u; e,pera um
expgente negativo,escreve~se,por definigéo,

a_; .a“ﬁ =~ ’ V"
igualda.de que é vé.lld& para n—l conforr.ze convenqao

anterior.
Sao facilmente demonstraveis ag relacoes

.“_” -t . "n__ - : ..___' —~3
(9' ) ’) a'.a = 8 T (a“) m:'::‘ kN "

usando o- metodo de- induqﬁo.- '
. No caso de g,rupoq adlt.lvoq t.em lugaz' as igual—-
dades IR ;

- a_z_+a2+,....+ 8, = (ag -P""+._.?."*")I“";‘ 8, 3

1a

] o ’ \ = a +n.o+a
A+ B= B deses 8, , com ‘ (P>n+2)
B = a.n+l+---+a ;

na= g +.++4 8 ,0nde & ge repete n vezes;

na+me= (nim)aj. mne=nn a;

0.8 = 0 (o produto do nimero zero por um ele-
mento. do grupo dé. ) elemento nulo do
grupo )’ .



- grupo ¢ ,forma grupo,diz-se que. ¥ & sub-grupo de & .
grub ¥ grupo, EUL-grupo &

contém b g

.o na+ (~n.g) = 05 n.a=n.(-a) = -na;

t

-m.a= -nma;

na+ (-m.a) —"(n—-'m)_a..;_
-m.(-na) =mng. o

11) ORITERIO DE SUB-GRUPO -~Se uma parte, ¥,dum

e . - B tir. e e e . T

, Como- a propriedade associ ativa. é uwna proprieda-
de neceeséria em ¥ ,vé-se que ¥ & sub-grupo guando

.verifica as-condiglest 1¥-~.com ‘& € b, contdém ab;

28%- com @& e b, contém a solugho tniGa.das equa-

¢Ges. ax =.b, ya = b. Estas duds condigdes .sfo,pordm |

superabundantes. Vé-~se -imediataments que basta a ge-

.gulnte: 7 & sub-gruro,se,com -a- e b, contém & so-

lucHio dnica de xa = b. Como essa solucho € ba 7,
podemos dizer aindai 7 é sub-grupogge,coma s b
~! ou (a b V. : - -

Quando ¥ & ums parte de ¢, diz~se sub-grupo
prévrio ou sutédntico. O elemento u constitul,por
81 80,um sub-grupo de ¥ . E o grupo unidsde.

. No caso de grupos finitos,o critdfio de aub-
grupo. pode” enunci ar-ge .assim: % 4 sub-grupo,se,com

b4

‘& _8 b, contém ab. Entfo,com efeito, % & um semi -

grupo Tinito., . o T
" Bto 'sub-grupos do gripo fs.a,:imé,"l;ri‘c:o,"25‘;z tédos og -

grupos ‘simdtricos T, » com. r 2 n. .0 conjunto de td-
.dag as substitulgles pares de g, constitui o grupo
.;altg.r',noj Ul S . - m , T

12) INTERSECGAO DE SUB-GRUPOS -Dado um sub-gru-

por de G TQUE DOGE 68T O PrOLTEO Brupo ,congideremos
- 8lguns dos seus elementos  a,b,c,.s.,om ndmero fini-

to ou infinito. Os referidos elemeritos podem perten
cer ou néo a outros sub-grupos. E nosso-objectivo -
procurar os elementos comuns a tddos os ‘sub-grupos

que contéem os elementos em questfio o verificar que
ceges elementos comund ‘coniatituem um gub-grupo mini-

- WO"J ¢ A intérsdeglo g ‘contém,certamente,t8dos os

R e N

.
- e o ‘-- hedaie o L » . i
e e M el s pom st o b et oo
=T ‘ g
N , . I

' o i g .
elementos da forma & ++s b7 cee g Toie b T .,

. 4 &
.lak = 8a .-

9

--r; -5
. L
. . . . ‘s.l
808 quals correspondem inversogs da forma +-+b°7 «..
T I — , —P ] Y . . » .. -
see@l? Joubd Tiaia !, Bstes elementos sfo constitui- -

dos pelo produto dum nimero finito de fsctores que
sfio poténecias de a,b,0,... . Bles conetituem um
sub-grupo. 9 ,que corntém og-elementos a,b,s,...,
pertencendo - ¢ & todo o sub-grupo gue contenha .
a,b,0;4 00 o Serd,assim, 9 =9 um sub-grupo rinimo; .
STt e s T g ey d.
8 diz-se-grupo gerado pelos elementos a&,b,c,e..
+"13) GRUPOS CICLICOS -~Tomemos & €. ©.-sub-gru-

- 'po’ geradoTpor. &  .z=86 um grupo ciclico. Pode su-

ceder'que: tddas as poténcias de- a sejam distintas
ou que haja algumas lguais. Néste dltimo caso .o g

senter-sg pelas n ' 'potéricias seguintes de  a..

"po cfclico é finito,podendo ‘os sous. elementos repre-

a - "-"'11',, 9_;"-=&,“&2.,- o ¥, G- -:'. L , (4)
. Sejeam p-e-q dols m_'imenogrfi-nteirbsl;‘ta.ii 8 qu
com - p ~g 0. Se. désignarmos com:. ' .0 menor nime-
ro positivo. para o gual &' = u, n- sdtisfaz be
condigSes do.enunciado. Para o Ver,prova-se serem
distintas tGdas as poténciae (4),e mostra~ge que,
quedquer que seja o inteiro 8, exigte semprie. um
inteiro k, satisfazendo a 0<k <n,: para o ‘'qual

P>4 e para os quals &% = &f i Bntéc & a’ =y,

‘0 nimero positivo 1 diz-se ordem dé . Se o

grupo ciclico tem ume infinidede de elementos; a é

‘~de ordem infinita, -

E . ; . <o - ~f
-Tomemos um sub-grupo ‘dum grupo é¢islico: .. *y 8,

— 0. ) gy N - e
9-|C‘,a,!,..o,a_ - U'.,_..,.,&‘,---‘,at“;.,.- .‘Vﬂmos pI‘OVEi.l"

. que 6 tambdm um grupo ¢iclico.. Designemos com’ 87 g

menor potéricia de expoente positivo que figura no
sub-grupd, Serd’ p # 0, de sontrério o sub-grupo se-

i




10

ria o grupc unidads.. S6 - a.d, com - v'>p, & outro
elemento do sub—frupo,pondo v"- po+r,. obm o<r<p,

tem-se ,4”'- (a?Y .a". Se PAEse r # o, & perten-
ceria.ao sub-grupo contra 0 suposto. Pars uma po~
téncia de 8xpoente negativo,a conclusfio § a ‘megma,
gcomo se v8 recorrendo ao inverso, 0 sub-grupo en

. causa 8,assim,gerado por a?.

No caso dos grupos ciclicds :f‘imtos, P 6 um
divisor-da ordem n ‘de a&. - 86 assim ndo fCsgse, n
estaria entre dois multip'Ios consecutivos de P

. (k-—l) p<n<kp. A dlferenqa kp - seria inferior
8 .p, e,dendo: a**? = gtr g "= a*?, o sub-grupo-
conterd a uma- poténcia- inferlor L E Portanto,s po-
téhc:l.a a’, de meneor expoente, ‘dum sub-grupo dum
ETrupo oiolico néo pods .ser de ‘expoente P primo
com -m. B multo simples demonstrar a seguinte pro—
poslqa.o. se e ordem dum elemento & dum grupo &
igual an ,a ordem do elemento a?,em que p & pri-
mo _com n, é também 1gual & n. O facto de ser en-

tdo v grupo geredo. por a? 1déntice ao grupo ofcli-

‘co deado. permlte gnunciar Esth” ‘outro ‘teorema: pondo

a? = b, toda. a.equagao B = af & solfivel em x.
v 14) RELI_AQ OES DE J:.QUIVALENGIA ~Caracterizado.

um f‘on;]un’o'o suponnamos -que” uma~certa propriedade,

& qual’ poe en jogo um par . de elementos a,b, pode

8er ou néo verificada por Esss par Qua.ndo a pro-
pr;Ledade se verifica,escreveremos

8inal —=» satiofaz g a.x1oma.tica.

a —= b, Se o

& —>'a (propriedads reflexa),

ds B e b tira~ge » a (pro
——— prie...
T dade slmétrloa), : .
w-.__.'-__dﬁa"‘—‘*beb——-a-c, tlra.-sea.——n-n
- S (propriedade transitiva),

‘d:.z~ae que define uma. relaqa.o de - squivaTencia. -

‘

~
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: ‘\Ium conjunto .C.  em’ dque: hé uma relag@o (Te .
equlva.lonma. um elemonto a £C e t8dos o8 equl—- .
valenbes,bals como b, se & = b constltuem ume
glagsae do equwalentes, S .LOdO 0 e]emento de C

pertenﬂe gembre 8 bma. ﬂla.sae & qual pode ser“cons—
titulida apenas por ggse elemento. Mas,se varios ele-
mentos 8,04, pertencenm & uma cla.sae esta s 1n<
dependente do eleménto que serve para & deumr.
G, = 0, =««+ '« Duds clasges oU sfio egtranhas,lsto e,
nao tem elemento comum,ou - LEm: um- élemento comur.
ueste Aitimo ¢aso s8o Ldentlo“aSJ‘

‘Uma relacgfo de- equxva.l—enola permlt,e pols,rn\n:

dir tm oonjunto oTh classes de elementos es’eram‘msp
-Inversamente,saja um oon;]unt.o .07 -d0 2% grau O

qual os seus olementos sio r‘onauntos ~ot,o" ,...de
elementos sem elemento GoOmURm;. entio,em. C; deflna—
mos g relacao .6 —=. b congiderando que & -_~a- b, "

a e b pertencem a0 mesmo conjunto C', ey ot etc,
Vé~-ge que 0 31na.l R eaad define em C uma relaan d,e
equivalenc:.a. :

o

G e ¥ ,s8ja 8¢ (5, Em ¢ fica: deilmcla. g r_e;a.-
¢Bo. de equlvmenclm,pondo & -=:h, 88 b€ aj.
conjunto dos elementos . a.""' ohamamos complexo ou
classe sssociada de .. B, Qp-resto,umd - clagse es
querdsa,pars, dlshlngulr duma ola.sse como ¥ a, ‘Q_Uu
s€ dlz-direita. Por-melo &a relégdo de equivaldn-
cia em Gausa,pode- dividir-se um grupo’ em clagges
estranhas de elementoes que sa.o assooladoa dum seu

aub-grupo. Poremos asgims:

15) 'COMPLEXOS- ASSOCIADOS DU'LL SUB—GRUPO -D _..dOS

1 1 43,, “Fa, “gfb,...}.

"Lﬂg’) & "3’,
""" z
Se tivermos enm GOpt.s. a igualdade (a.b) = b a7’ e
o fecto de ser Y7 = 7, vemos ser’ (a‘?) = ¥a 1“.

Conclui~se qQue,a. partir dag r*la.ssesx agquerd s, seobtem
t8das as classes direitas.- Ao nimero; de-classes ”

asscociadas,que pods-ser finito ou infinito,chama-se
indice do sub-grupo.
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- 168) ORBZ: DUM ELEMENTO ~No cagso dum grupo fi-
nito, & AeTOMPQSILE0, oW Classes do § anterior--per-
mite afirmar 0 Sogulnte

TEORENA: «0 nimero de’ elementos dum grupo on
ordem‘ﬁﬁ'ﬁ‘ﬁpojo leldldO pela ordem e nelo 1nd10e
dum sub-grupo. .

Considergmog um- olenente & de ordem’ p,per—

tencente B um grupo de. ordert n. Tem-e o =u, aw—a

= {aF) u. Para qualquer elemento : dq grupo,
vale a igualdade 8" = . I

N

" TEQREMAI~S6 p e a sio d01s numeros primoe~ -
entre 51 € 86 & _e_ b _sio elementos comutivels
ao grupo,de. ordem D _e g, respectivaments,o pro-

duto ab ‘& de ordem -pg. Por hipotese tem—ge a?=u,

= u (ab ¥ = u: Por isso, pq ~pode ser &8 ordem"
de ab. VejamoE aque esga ordem nao pode ser h<nq.
Se fdese a'.b = u; ou a'= b~ -4 pertence-
ria @os dols grupos ciclicos gerados Por @& e b.
A ordem de 4, como divisor comum de p e g, serla
i,e tinha-se 4 ='u, & = u. O nimero h- seris

miltiplo-de p e também‘multlplo de g, pelo menos
igual a pg. . - -

.17) ALGUMAS PROPRIEEADES DOS GRUP@S cchxoos

. Consideremos um grupo’ ciclico de ordem
n = tm emque ¥t e m s@o primos entre sl,e seja k:3
o elemento gerador.. Vamos demonstrar o] i

-TEQREKA: -8 pode representar-se- gempre ,e duma
manelra'ﬁﬁfxa, como produto de doig elementos do
grupo ciclico;de. ordem- %t e nm,respectivamente, Po-
nhamos & =1 , @@ =

B A ordem de 1 & preciga~
minte m, pols que . a'™ =1"='y, nfio podendo ter—-se
7

t aordem de g . Consideremos,entao,os produtas -
8 T’. -com r = 1}2""Jt;

u; ‘com’ m'< m. ‘Andloganiente ‘se demonstra ser

12u-om-8&>@nmr;

13

mero de tm .e tddos diferertes,visto que 8 relagho
g7y =BT, ou - prr =1 "°="d, mostraria ser - a

um elemento dos grupos ciclicos gerados por §° & 1,

e,gortanto,mostrarla ger 4 = u, pglo facto de 8

orden de d ter de dividir t e g. De a "'u reﬂu: .
taria on seguida, r = r?, 8 = g'. -
Conclulmos & exlstonola de dois numeros intel~ -

f"nI-{-f.?._. T
ros r,<t, 5, <m, tais que i1r"= g = a. N8O

podondo o soma wmr +is  ser superior a 2tm, vE-se

gque é ts +1nr = tm+l, ouift "+ n{ir -t} = 1, ¢ gus-
1n51dentalmente 1o HoStrE V_segulnte. dadosg dois
nlimeros primos entre si, t e m, existem numeros in-
toiros s' e r' taig gque- ts'+mr' = 1. .

Pondo B71= a”"—'b, -‘7ﬁt,atﬁ—ch & a= bc.m

‘Ora as ordens. de b-e ¢ sfo respectivamente t e me -

&e,oom efeito,a orden de b,por ex.,pudeése ser
! t ter—se 1a '

tr
o

4t T T N Eaefipy v - ’

o que & aﬁsur@o,pelo facto de & ordem de &  nio

'ser inferior @ tm. V&=se,finalmente,qué nfo podéi.
~diferentes-das an--

-~ . 9’
haver duas poténcias " a? e

" § t
teriores poténciag & -=__@.”Adas ordens t e m,

resbectlvamente tais que e = By racioclnando
do ‘modo segulnte. Se fdsse o a

s p4e m Ak iy £ am
a = a?ya =8 =.a i gt ey, &=y,

ter-so-ia a ' Como & somd - p+q . nio

chiega & sor gtm e mr- +ts = tm+l, temide ser p+q=-

= mr, + ts,. Sendo,por outrd lado, pt = ktm, gm= s,

com ke & inteiros,serd p=km, q = }t,ym(kgp')ﬁ-

= t(s —e), ,portanto, k = 5 - «t;
&« intelro E conclui - se

. . o
‘

€= g, + wm, .com

t
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- . &m _ f.r,-.'&-a:a‘m_ 7y p .
af = a = ﬁ-." -&: E
+ cur: B . .
o =,a‘.‘.= *+ o't . g.e.d.

Dunm -modo gor&l seja H' a Qrdem Gum’ grupo Pl-
clico gqualquer gerado por a. Pondo N.= p‘ ..,p ,

onds D PRI R 880 numeros primos dlferentes,ve-ﬂe
que .& € .0 produto de -8 olementos bem determina-

dos do grupo ciclico,de ordens’ D, ’,.}.,p”

18) APLICAGAC A GRUPOS QUAISQUER ~Num grupo &
é v&lido o sBeguinte

TEORELA:~Um elemento a de orden tm, onde t
e_ =%33=T?1mos entre 61,6 scmpre 0 produto de doie

elementos conutiveis, begc, de ordens t & m, reg-

pectlvamsnte. Consideremos 0 grupo ciclico gerado
por .4, .0g elementos. b e ¢ .do. Y anterior satisfa-

zemn éo enunciedo. Vamos precisar,demonstrando que
dois. elementos, d e f, nas r‘ondlqoes de b e c,sd
id&nticos & estes4 Pondo & = af, a’ = d'F'=7¥ f
vé-se que f’ & uma potenola deJa. No grupo eYeTico
gerado por f , grupo que é dd ordem m, por hipd-
tese,0 elemento s Cujo expoente é. prlmo com m,
gera 0 Mesmo grupo que T. Portanto by é uma potén-
cia de f‘, ou ainda uma poténeia de a. De modo and-
logo se v6 que d ¢ tembdm ume potdnoia de a. As-
gim,a decomnoslgao referida no teorema tem lug&rrw

grupo ciclico gerado por 8 e apenas nésse grupo.
POr 18s0 mesmo a decOmposigfo & unica.

Podemos enunciar a geguinte proposiqﬁo geral:s
TEORENA: -Um elemento - a €@, se f8r de ordem
2 R .
,g «..P% , & gsempre o produto de 8 elementos

comutavels bem determinados do grupo,elementos que

s80 potenclas de & _e sujas ordens sfio,respectiva-
mente, Pﬁ ' .

:'~-"Pg .
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