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PREFACIO

Este livro baseia-se em notas que o autor foi redigindo ao longo dos anos com
vista & sua futura utilizacdo como base para um livro de Andlise Complexa.

Um dos objectivos do livro é o de tentar dar uma fundamentacao sélida
aos métodos e resultados que formam o ntcleo da Andlise Complexa. Nisso se
baseia a opc¢ao do autor por ndo usar figuras e por apresentar demonstragoes
rigorosas de alguns resultados geometricamente intuitivos. Outro objectivo é o
de tratar num tunico livro tépicos importantes e variados que estao geralmente
dispersos na literatura.

Num dominio tdo vasto como a Andlise Complexa, a escolha de assuntos
tem de reflectir as preferéncias pessoais do autor e isso justifica, por exemplo, o
relevo aqui dado ao desenvolvimento assimptético do logaritmo da fungdo gama,
ou o estudo da relagao entre a localizacao dos zeros da funcao zeta de Riemann
e a distribui¢ao dos nimeros primos.

Na opinido do autor, a Andlise Complexa é um assunto fascinante que associa
elegncia de métodos com profundidade de resultados, a um nivel dificil de
igualar noutros ramos da Matemdtica. Se a leitura do livro conseguir transmitir
esta ideia a alguns dos seus leitores, o esforco de o escrever terd valido a pena.

Uma palavra final de agradecimento ao Professor Armando Machado por
toda a atengao que dispensou a este texto e pelas suas valiosas sugestoes que
inclufram indicagoes preciosas no 4mbito da topologia.
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1 - Sucessoes e séries complexas

Dado um nidmero complexo z = a + ib com a e b reais, define-se o seu
conjugado Z por

Z=a—ib.

Da definicdo resulta imediatamente a relagao

ll

=z
e dado w € C temos
z2+w=7zZ4+w e zZw=zZw.

Representando por Re(z) e por Im(z) respectivamente a parte real a e a parte
imagindria b de z = a + 1b, é também

_z+Z
2

O mddulo ou valor absoluto de z define-se por

|z| = Va2 + b?

o que conduz directamente as identidades

24z
24

Re(z) e Im(z) =

2" =22, [zl = 2], |zw] = [2] Jw]

e as desigualdades
[Re(2)| < [2], [Im(2)] <|z[ e |z[ <[Re(z)|+ [Im(z)|.
E ainda vélido o enquadramento expresso pelo teorema seguinte:
Teorema 1.1 - Dados z,w € C tem-se

2] = w] < |z + w| < |z] + |w].

Demonstracao. Usando as propriedades anteriores obtém-se sucessivamente

|z +w|? 4+w)Z+w) = |2* + |w]* + 2w + 7w

= |2l + [wl* + 2Re (2@) < |2* + [w|* + 2 |2w|
2 2 2

2" + [w|” + 22| [w| = (|2] + |w])

o que estabelece a segunda desigualdade do enunciado. Temos entao também

2 = [(z + w) + (-w)| < |z + w[ + |w]



o que completa a demonstragao.
|

Exemplo 1.2 - Dados z,w € C tem-se
|z +w| = [2] + |w]
sse zw =0 ou w/z € RT.

Efectivamente a identidade |z + w| = |z| 4+ |w]| equivale a 20 +Zw = 2 |z]| |w].
Supondo zw # 0 e sendo A = w/z, esta relagdo traduz-se por

X+ A) [2)* =2 |7 |2
o que equivale a Re(\) = |\| e portanto a A € RT.

Uma sucessao (z,) de complexos diz-se convergente com limite z = a + ib
se limRe (z,) = a e limIm (2,) = b. Neste caso, como para as sucessoes reais
escreve-se lim z, = z ou, abreviadamente, 2z, — z.

Se z, — z resulta directamente que Z, — Z e que |z,| — |z|. Dadas duas
sucessoes convergentes de complexos (2,,) e (wy,), as propriedades dos limites de
sucessoes reais conduzem imediatamente as regras de cdlculo

lim (2, + wy) = lim 2, + limwy,,

lim (zpw,) = lim 2, limw,

lim =% = —1.1m g lim wy, # 0.
wy,  limw,

Exemplo 1.3 - Dada uma sucessdo (z,) de complexos tem-se limz, = z
sse lim |z, — z| = 0.

Efectivamente, sendo a,, = Re (2,,), b, =Im (2,,) e z = a+ibcom a,b € R, as
relagoes |a, — a| < |z, — 2| € |b, — b < |z, — 2| mostram que de lim |z, — z| =0
resulta lima,, = a e limb, = b, o que implica lim z, = z. Reciprocamente, da
desigualdade |z, — z| < |a, — a| + |b, — b| resulta que a condigdo limz, = z
exige lim|z, — z| = 0.

O exemplo anterior mostra que a condigao lim z, = z equivale, como nas
sucessoes reais, a que para cada 6 > 0 exista uma ordem k tal que |z, — z| < §
para todo o n > k.

Dada uma sucessao complexa (z,) chamaremos subsucessio de (z,) a toda
a sucessao da forma (z,, ) em que (@,) ¢ uma sucessdo estritamente crescente
de indices. Por inducao deduz-se imediatamente a relacao o, > n para todo o
n, e isto implica lim a,, = +00. Atendendo as defini¢oes e as propriedades das
sucessoes reais, resulta directamente que toda a subsucessao de uma sucessao
complexa convergente também converge e tem o mesmo limite.



Um conjunto £ C C diz-se limitado ou ilimitado consoante o conjunto
{|z| : z € E} for limitado ou nao. Como para as fungdes reais, uma fun¢do com-
plexa diz-se limitada ou ilimitada consoante o seu contradominio for limitado ou
ilimitado. Em particular uma sucessao complexa é limitada sse o conjunto dos
seus termos for limitado. Podemos agora provar o seguinte teorema que amplia
as sucessoes complexas propriedades vilidas para sucessoes reais:

Teorema 1.4 - Toda a sucessao complexa convergente é limitada e toda a
sucessao complexa limitada tem alguma subsucessdo convergente.

Demonstra¢do. Dada uma sucessdo convergente (z,,), as sucessoes Re (z,,) e
Im (z,) s@o ambas limitadas por serem convergentes. Sendo L e M
majorantes respectivamente das sucessoes |[Re (z,,)| e |Im (z,,)| segue-se que L+M
¢ um majorante de |z,| e conclui-se que (z,) ¢ limitada.

Suponha-se agora que (z,) é uma sucessao limitada. Sendo a,, = Re(z,) e
b, = Im(z,), as sucessdes (a,) e (b,) sdo ambas limitadas e por um
resultado conhecido da Anédlise Real sabe-se que ambas tém subsucessdes
convergentes. Seja entdo (a,,, ) uma subsucessao convergente de (a,,) e ponha-se
Up = Qq,, €Up = by, . Sendo agora (U@n) uma subsucessao convergente de (v,,), a
convergéncia de (u,,) implica a convergéncia de (ug, ) e conclui-se que (ug, + ivg, )
é uma subsucessao convergente de (zy).

|

Diz-se que uma sucessdo complexa (z,) tem limite oo se lim |z,| = +0co0. E
entao valido o seguinte resultado:

Teorema 1.5 - Toda a sucessao complexa ilimitada tem alguma subsucessao
com limite oco.

Demonstragdo. Se a sucessdo (z,) € ilimitada, para cada inteiro n > 0 e
para cada indice k existe um indice m > k tal que |z,,| > n. Seja entdo o tal
que |zq,| > 1 e, indutivamente, ay, > ap—_1 tal que |z4, | > n. Como (ay,) ¢ uma
sucessao estritamente crescente de indices e |z,, | — 400, segue-se que (24, ) €
uma subsucessao de (z,) com limite co.

|

Nota 1.6 - Alguns autores definem subsucessao (z,,, ) de (z5,) com a condigao
menos restritiva de a sucessdo («;,) ter limite +o0o. Pode no entanto ver-se que
se (2q, ) € uma subsucessao de (z,) de acordo com esta defini¢ao entdo ela tem
uma subsucessao que verifica a condi¢ao aqui imposta. Efectivamente, tomando
B, = ai e, indutivamente, 3, ,; = min{a, : am > B, } se n > 1, a sucessao
(8,) ¢ uma subsucessio estritamente crescente de (ay,) pelo que (z5,) ¢ uma
subsucessao de (z,, ) no sentido aqui definido.

Sabe-se da Anélise Real que uma sucessao (u,) de nimeros reais converge
sse verificar a chamada condi¢do de Cauchy: para cada § > 0 existe uma ordem



k tal que |um, — u,| < 0 se m,n > k. Este resultado generaliza-se imediatamente
as sucessoes complexas:

Teorema 1.7 (Cauchy-Bolzano) - Uma sucessao complexa (zy,) converge
sse para cada 0 > 0 existir uma ordem k tal que |uy, — uy,| < 0 quando m,n > k.

Demonstragdo. Sendo a,, = Re (z,,) € b, = Im (z,), as desigualdades

|am - an| S |Zm - Zn| ) |bm - bn| S |Zm - Z'n|

|Zm - Zn| S |am - an| + |bm - bn|

mostram que (z,) verifica a condigdo de Cauchy sse o mesmo suceder com as

sucessoes (an) e (by). Como a convergéncia de (z,) equivale a convergéncia de

(an) e (by), 0 enunciado resulta do teorema correspondente para sucessoes reais.
]

Dadas duas sucessbes complexas (z,) e (wy,) suponha-se que existe uma
sucessdo (h,) e uma ordem k tais que

Zn = hpw, se n >k.

Entéo, se limh, = 1 diz-se que (z,) é assimptoticamente igual a (w,) e
escreve-se zp, ~ Wy. Se lim h,, = 0 diz-se que (z,,) é desprezavel relativamente a
(wy) e escreve-se z, = o (wy,). Finalmente, se (h,) for limitada diz-se que (z,)
é dominada por (w,) e escreve-se z, = O (wy,). Destas defini¢ées resulta em
particular que as condigoes

zn=0(1), 2, =0(1) e z, =w, (14 0(1))

traduzem respectivamente que lim z,, = 0, que (z,,) é limitada e que z,, ~ wy,.
O seguinte resultado de Anélise Real serd utilizado posteriormente e define
a chamada constante de Euler

v = 0.5772156649... .
Exemplo 1.8 - Eziste uma constante v € 10, 1[ tal que

Z%zlnn+’y+o(1). (1.1)
k=1

Efectivamente, partindo das desigualdades elementares

e pondo



temos

" 1
un>;1n<1+%) —lnn=In(n+1)—Inn >0,

1 1
il —Up=———In[1+=) <0.
Upy1 — U 1 n( + )

Entdo a sucessdo (u,) converge por ser positiva e decrescente, e sendo
~v = limwu,, obtém-se a identidade (1.1). Considerando finalmente a sucessio
(vp,) definida por v, = u,, — 1/n, temos

1 1
'U',H_l'UnEh’l(lﬁ*E) >0

pelo que (vy,) € estritamente crescente. Para cada n > 1 é entao v, <y < u, e,
em particular, 0 =v; <7y <wuj; = 1.

Como para as séries reais, dada uma sucessao (z,) de nimeros complexos a

série
—+o0
>
n=p

diz-se convergente se for convergente a sucessao das somas parciais (s,,) definidas
por

m
Sm = § Zn S€ M Z p.
n=p

Comegamos por generalizar as séries complexas dois resultados bésicos sobre
séries reais.

Teorema 1.9 - Dada uma sucessio (zy) de ndmeros complexos, se a

n=p
série ZIS; 2n for convergente tem-se lim z, = 0.

—+o0
n=p

séries Z::; Re(z,) e Zz; Im (2,,). Temos entdo lim Re (z,,) = limIm (2,,) = 0,
pelo que lim z,, = 0.
n

Demonstragao. Efectivamente, se > zn, converge também convergem as

Teorema 1.10 - Dada uma sucessao (z,) de nimeros complexos, se a série

+oo P L. +o0
> n=p |2n| for convergente também a série ), " z, converge e tem-se

+oo +oo
D | <Dl
n=p n=p



Demonstragio. Como |Re(z,)| < |zn]| € Im(zy)] < |znl, se :;3,|zn|

convergir também convergem as séries Z::; Re (zp,) € ::; Im (z,), pelo que
—+o0

n—p %n € convergente. Tem-se entao

—+o0 m m

+oo

Zp| = lim zn| < lim |zn| = E |20 -
m—-+00 m—-+00

p p p n=p

n= n= n=

Do mesmo modo que para as séries reais diz-se que uma série complexa
oo 2 .
convergente Z::p zn € absolutamente convergente ou simplesmente convergente

consoante a série Z::; |z | for convergente ou divergente.

Para estudar a natureza de séries que nao sejam absolutamente convergentes
sao uteis as chamadas sucessées de variacao limitada ou sucessoes absolutamente
convergentes que sao as sucessoes (A,,) para as quais a série

+oo
|)\n - >\n+1|
P

n=
é convergente. Como esta condi¢do implica a convergéncia da série

—+o0

Z ()\n - )\n+1)

n=p

vemos que as sucessoes de variagao limitada sao necessariamente convergentes.
A reciproca é no entanto falsa como mostra a sucessao (—1)" /n. Provaremos o
seguinte critério de convergéncia:

Teorema 1.11 (Critério de Dirichlet) - Sejam Z;;O:p Up um Série

complexa e (A,) uma sucessao complexa de variagdo limitada. Se lim A, = 0

e a sucessao das somas parciais da série Zzo:p Uy, for limitada, entdo a série

+o0
Zn:p Anlly, converge.

Demonstragdo. Sendo s, = Zzzp ui se n > p, para cada m > p temos

m m m

m
Z Ay, = >\p5p + Z An (Sn - Sn—l) = Z AnSn — Z AnSn—1
n=p n=p+1 n=p n=p+1

m

m—1
= AnSn — Z An+15n
P

n= n=p
pelo que
m m—1
Z Anlhy, = Z ()\n - >\n+1) Sn + AmSm.- (12)
=p n=p



Nas condic¢oes do enunciado é lim A, s, = 0, e sendo L um majorante da
sucessao (|s,|) temos também

|()\n - )\n—i-l) 5n| S |)\n - )\’IL+1| L

pelo que a série Z::; (An — An+1) Sn € absolutamente convergente. De (1.2)
resulta entao

m —+o0
lim Z Aty = Z (A — Ant1) Sn,
m—0o0
n=p n=p

e conclui-se que a série Y7 Anu, converge.
[

A identidade (1.2) estabelecida na demonstragao anterior ¢ conhecida por
formula da soma por partes.

Coroldrio 1 - Seja (an),,>, uma sucessdo complexa de variagdo limitada e
tal que lima,, = 0. Entdo a série

+o00

D> an?"

n=p
converge quando |z| =1 e z # 1.

Demonstragio. Se |z] =1 e z # 1, para todo o m > p temos efectivamente

2 = =
= z—1 - |z — 1| |z — 1]

pelo que, com z fixo, a sucessao das somas parciais da série Z::) z™ & limitada.
O enunciado resulta agora do critério de Dirichlet.
[

Coroldario 2 - Seja (ay)
lima, = 0. Entdo a série

uma sucessao positiva e decrescente tal que

+oo
E anz"

n=p

nzp

converge quando |z] =1 e z # 1.

Demonstragao. Neste caso tem-se

“+o0 +oo
Z |an - an+1| = Z (an - an—l—l) =ap
n=p n=p

pelo que (a,,) é de variagao limitada e o enunciado resulta do coroldrio anterior.
]



2 - Nogoes topoldgicas em C

Dados a € C e r > 0, o conjunto
{zeC:lz—a| <}

diz-se o circulo aberto de centro a e raio r e representa-se abreviadamente por
B(a,r). Analogamente, o conjunto

{zeC:lz—a| <7}

diz-se o circulo fechado de centro a e raio r e serd representado por B (a,r).
Por extensio usaremos ainda as convengoes B(a,0) = @, B(a,0) = {a} e
B(a,+00) = C. Dado um ponto a € C, qualquer conjunto da forma B(a,r)
com r > 0 diz-se uma vizinhanc¢a de a.

Dados um conjunto £ C C e um ponto a € C, diz-se que a é ponto interior
a F se existir § > 0 tal que B (a,d) C E, e diz-se que a é ponto aderente a E se
B(a,d) N E # & para todo o § > 0. O conjunto dos pontos interiores a E diz-se
o interior de FE e serd representado por E°. O conjunto dos pontos aderentes
a E diz-se o fecho ou a aderéncia de E e representa-se por E. Diz-se que E ¢é
aberto se todos os seus pontos forem interiores, e que é fechado se todos os seus
pontos aderentes pertencerem a E. Diz-se que um conjunto D C F é denso em
Ese ECD.

Das defini¢oes resultam imediatamente as inclusces

E°CECE

e também que de uma inclusdo D C E se deduz D° C E° e D C E. Resulta
ainda que E' ¢é aberto ou fechado consoante se tiver, respectivamente, E° = F
ou F=F.

Exemplo 2.1 - Dados a € C e r € [0,400], 0 conjunto B(a,r) é aberto.

Efectivamente, como @ e C sdo trivialmente conjuntos abertos podemos
supor r € RT. Entao, dado z € B(a,r) e tomando § = r — |z —a| > 0, para
cada w € B(z,0) é lw—a| < lw—2z|+|z—a] < § +|z—a| = r pelo que
w € B(a,r). Isto mostra que B(z,d) C B(a,r) e conclui-se que z ¢é interior a
B(a,r).

Exemplo 2.2 - Dados a € C e r € [0, +00[, o conjunto B (a,r) é fechado.

Efectivamente, dado z € C\ B (a,7) e tomando 6 = |z — a|—7 > 0, para cada
w € B(z,6)é|w—a|>|z—a|—|w—z| >|z—a|] =6 =r pelo que w ¢ B (a,r).
Entdo B(z,8) N B (a,r) = @ pelo que z nio é ponto aderente a B (a, 7).



Exemplo 2.3 - Dado a € R os semiplanos verticais {z:Re(z) >a} e
{z: Re(z) < a} sdo conjuntos abertos e o mesmo sucede com os semiplanos
horizontais {z : Im(z) > a} e {z : Im(z) < a}.

Efectivamente, tomando por exemplo o conjunto F = {z : Re(z) > a} e dado
z € E, sejad =Re(z) —a > 0. Se w € B(z,9) temos

Re(z) —Re(w) =Re(z —w) < |w—2z|<d=Re(z) —a

pelo que Re(w) > a e isto mostra que w € E. Entao B(z,d) C E e conclui-se
que E é aberto.

No teorema seguinte estabelecem-se algumas propriedades bésicas dos
conceitos agora definidos.

Teorema 2.4 - Dado um conjunto EE C C, entdo

1 - Se G for um conjunto aberto e H um conjunto fechado, as inclusdes
G C FE e E C H exigem respectivamente G C E° e ECH.

2-Tem-se C\E°=C\E e C\E=(C\E)°.

8 - E é aberto sse o seu complementar for fechado e é fechado sse o seu
complementar for aberto.

4 - E° é um conjunto aberto e E é um conjunto fechado.

5 - Um ponto a € C é aderente a E sse existir uma sucessao de pontos de
E com limite a.

Demonstra¢do. A proposi¢ao 1 resulta simplesmente de que as inclusoes
G CEeEC H implicam G° C E° e E C H.

Para estabelecer a proposi¢ao 2 notamos que a condicao a € C\ E° equivale a
que B(a, ) ndo esteja contido em F para algum § > 0. Isto por sua vez equivale
a B(a,d)N(C\ E) # @, o que significa que a é aderente a C\ E. Analogamente
a condicdo a € C\ E equivale a existir § > 0 tal que B(a, )N E = @, o que por
sua vez equivale a B(a,d) C C\ E, e isto significa que a ¢é interior a C\ E.

Passando agora a proposicao 3, como a condicado F = FE° equivale a
C\ E =C\ E°, a proposigao anterior mostra que isto equivale a C\ E = C\ E,
o que significa que C\ E é fechado. A segunda parte da proposicao resulta agora
da primeira parte por passagem ao complementar.

Para provar que E° é aberto notamos que dado a € E° existe § > 0 tal que
B(a,d) C E. Daqui resulta (B(a,d))° € E mas como B(a,d) é aberto segue-se
que (B(a,6))° = B(a,d) pelo que B(a,d) C E° e isto mostra que a é ponto
interior a E°. Atendendo & proposicio 3, da relacio C\ E = (C\ F)° deduz-se
agora que o conjunto E é fechado.

Finalmente, se um ponto a é aderente a F, para cada inteiro n > 0 existe
zn € B(a,1/n)N E. Entdo (z,) ¢ uma sucessao de pontos de E e a condigao
|z, — a| < 1/n mostra que lim z,, = a. Reciprocamente, se existir uma sucessao
(zn) de pontos de E com limite a, dado > 0 existe uma ordem n para a qual
2 € B(a,0). E entdo B(a,6) N E # @ e conclui-se que a € E. m




Exemplo 2.5 - Dados ac€ Cer >0, é
B(a,r) zﬁ(a,r) e (F (a,r))o = Bl(a,r).

Efectivamente, como B(a,r) C B (a,) e B (a,r) é fechado, necessariamente
B(a,r) € B(a,r). Por outro lado, dado z tal que |z —a] = r e pondo
z, = a+ (1-1/n)(z — a), obtém-se uma sucessao de pontos de B(a,r) com
limite z. Entdo 2 é aderente a B(a,r) e conclui-se B(a,r) = B (a,r).

De modo andlogo, como B(a,r) C B(a,r) e B(a,r) é aberto, segue-se
que B(a,r) C (B (a,r))o. No entanto, dado z tal que |z —a| = r e pondo
z, = a+ (1+1/n)(z—a), obtém-se uma sucessdo de pontos de C\ B (a,r)
com limite 2, pelo que z é aderente a C\ B(a,r). Entdo z € C\ (B (a,r))o e
conclui-se que z ndo ¢ interior a B (a, 7).

Exemplo 2.6 - Dado a € R os semiplanos verticais {z: Re(z) > a} e
{z : Re(z) < a} sdo conjuntos fechados e o mesmo sucede com os semiplanos
horizontais {z : Im(z) > a} e {z: Im(z) < a}.

Efectivamente cada um destes semiplanos é o complementar de algum dos
semiplanos abertos referidos no exemplo 2.3.

Exemplo 2.7 - Dado E C R, E é fechado relativamente a R sse for fechado
relativamente a C, mas se E é aberto relativamente a R e E # & entdo E ndo
é aberto relativamente a C.

Efectivamente, para cada a € R a condigéo Ja — d,a + [N E # & equivale a
B (a,d) N E # & pelo que a é aderente a F relativamente a R sse for aderente
a E relativamente C. Por outro lado, dado a € E nenhum circulo B(a,d) estd
contido em E e isto mostra que a nao é ponto interior a E relativamente a C.

Exemplo 2.8 - Um conjunto E C R ¢é aberto relativamente a R sse o
conjunto (C\ R)U E for aberto.

Efectivamente E é aberto relativamente a R sse R\ F for fechado relativa-
mente a R e o exemplo anterior mostra que isto equivale a R \ E ser fechado
relativamente a C. De acordo com a proposicao 3 do teorema anterior isto por
sua vez equivale a C\ (R\ F) = (C\ R) U E ser aberto.

Teorema 2.9 - A unido de uma colecgdo de subconjuntos abertos de C é um
congunto aberto e a interseccio de uma colecgio finita de subconjuntos abertos
de C também é um conjunto aberto.

Demonstra¢ao. Dada uma colec¢ao C de subconjuntos abertos de C seja E a
sua unido. Se a € F existe entdo um conjunto G € C tal que a € G, e por G ser
aberto existe d > 0 tal que B(a,d) C G. Como G C E segue-se que B(a,d) C F
e isto mostra que a é ponto interior a G.

Sejam agora (71, ..., G, subconjuntos abertos de C e E a sua intersecgao.
Dado a € FE, como a pertence a cada um dos Gj, existem nimeros positivos
01,...,0p, tais que B (a,dy) C Gy para cada k € {1,...,n}. Sendo

0 =min{dy,...,0n}
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segue-se que B (a,d) estd contido em todos os Gy pelo que B(a,6) C F e
conclui-se que a é ponto interior a F.
|

Corolario 1 - A interseccao de uma colec¢io de subconjuntos fechados de C
é um conjunto fechado e a unidgo de uma colec¢ao finita de subconjuntos fechados
de C também é um conjunto fechado.

Demonstragdo. Resulta directamente do teorema anterior e da proposicao
3 do teorema 2.4 notando que o conjunto complementar de uma intersecgao
é¢ a uniao dos complementares e o conjunto complementar de uma uniao é a
intersecgao dos complementares.

[

Coroldrio 2 - Todo o subconjunto finito de C é fechado.

Demonstrag¢io. Como para cada ponto a € C o conjunto {a} = P(a,O) é
fechado, o enunciado resulta directamente do coroldrio anterior.

[

Exemplo 2.10 - Dados a,b,c,d € R tais que a < b e ¢ < d, o rectingulo
aberto
R={zeC:a<Re(z) <b e c<Im(z) <d}

é um conjunto aberto, o rectangulo fechado
S={2z€C:a<Re(z) <b e c<Im(z) <d}

é um conjunto fechado, R é o interior de S e S é o fecho de R.

Efectivamente o rectdngulo aberto é a intersecgdo de quatro semiplanos
abertos e o rectangulo fechado é a interseccao de quatro semiplanos fechados.
Daqui resultam directamente as inclusoes R C S° e RCS , e verifica-se sem
dificuldade que um ponto de S\ R ¢ aderente a Re a C\ S, pelo que S C R e
S° CR.

Exemplo 2.11 - Dados dois conjuntos A, B C C tem-se
(ANB)’=A°NB° ¢ AUB=AUB.

Efectivamente, das inclusdes ANB C Ae ANB C Bresulta (AN B)° C A°
e (ANB)° C B° pelo que (ANB)° C A°N B°. No entanto A° N B° é um
conjunto aberto contido em AN B pelo que A°NB° C (AN B)°. Analogamente,
das inclusées A C AUB e B C AU B deduzse AUB C AU B e a inclusio
oposta resulta de AU B ser um conjunto fechado que contém A U B.

Dado um conjunto E C C, o conjunto £ \ E° diz-se a fronteira de E e

representa-se por JFE. Da defini¢cdo resulta que F é a unido dos conjuntos
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disjuntos E° e OF, pelo que as condicoes E = E ¢ E = E° equivalem respecti-
vamente a OF C F e a ENJE = @. Temos ainda

OE=EN(C\E°)=EN(C\E)

donde se conclui que JF é um conjunto fechado e também que E e C\ E tém
a mesma fronteira.

Dados a € C e r > 0, representamos por C(a,r) a circunferéncia de centro
a e raio r, ou seja,

Cla,r)={2€C:|z—a|l=71}.

O exemplo 2.5 mostra entdao que é

d(B(a,r)) =0 (E(a,r)) = C(a,r).

Exemplo 2.12 - Tem-se 09 = 0C = @. _
Efectivamente, das defini¢des resulta @° = = @ e C° =C =C.

Diz-se que um ponto a € C é ponto de acumula¢do de um conjunto £ C C
se a for aderente a E \ {a}. Um ponto de E diz-se ponto isolado de E se nao
for ponto de acumulagdo de E. O conjunto dos pontos de acumulacdo de um
conjunto E C C serd aqui representado por E’.

Teorema 2.13 - Dado um conjunto E C C, entao

1-Tem-se E\ECE'CE ¢ E=EUEFE.

2 - Todo o ponto interior a E é ponto de acumulagao de E.

3 - E' é fechado

4 - Um ponto a € E é ponto isolado de E sse existir § > 0 tal que
B(a,8)NE = {a}.

5 - Um ponto a € C é ponto de acumula¢io de E sse para cada § > 0 o
conjunto B(a,d) N E for infinito.

Demonstracio. Se a € E' entdo a € F\ {a} C E pelo que E' C E. Dado
a € E\E, como E = E\ {a} segue-se que a € E\ {a} pelo que a € E'.
E entdo valida a inclusao F \ E C E’' e daqui resulta E C EUE'. Como
EUE C EUE = E conclui-se EU E' = E o que acaba de estabelecer a
primeira proposicao.

Para provar a proposicao 2 notamos que se a € E° existe r > 0 tal que
B(a,r) € E. Entao, dado 6 > 0 e sendo ¢ = min{r,J}, temos que
B(a,e) \ {a} = B(a,d) N (B(a,r)\{a}) € B(a,6) N (E\{a}). Resulta
assim que B (a,d) N (E\ {a}) # @ pelo que a € E'.

Passando agora & proposicdo 3, dados a € E’ e § > 0 seja z € B(a,d) N E'.
Tomando ¢ > 0 tal que B(z,e) C B(a,d) e ¢ < |z—a|, segue-se que
B(z,e) C B(a,0) \ {a}. Como z € E’' também B(z,¢) N E # & pelo que
(B(a,0) \ {a}) N E = B(a,6) N (E\ {a}) # @ e conclui-se que a € E'.
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Quanto & proposicao 4 basta notar que um ponto a € E nao é ponto de
acumulagao de E sse existir § > 0 tal que B(a,d)N(E \ {a}) = &; como a € E,
isto equivale a B(a,d) N E = {a}.

Passando finalmente & proposi¢do 5 e dado a € C, se para cada § > 0 o
conjunto B(a,d) N E for infinito o mesmo sucede com B(a,d) N (E \ {a}) pelo
que a é ponto de acumulacao de E. Suponha-se agora que para algum ¢ > 0 o
conjunto B (a,d) N E é finito. Se Es = B(a,0) N (F \ {a}) # &, tomando entao
e = min{|z —a| : z € Es} segue-se que B(a,e) N (E\ {a}) = @ e isto mostra
que a nao é ponto de acumulagao de E.

[

A proposi¢do 1 do teorema anterior mostra em particular que um subcon-
junto de C é fechado sse contiver o conjunto dos seus pontos de acumulagao.

Um conjunto E C C diz-se discreto se todos os seus pontos forem isolados,
ou seja, se ENE = @.

Teorema 2.14 - Todo o subconjunto discreto de C é numerdvel.

Demonstracio. Como o conjunto Q? dos pares de niimeros racionais é
numerdvel, o mesmo sucede com o conjunto

Q={2€C:Re(z) €Q e Im(z) € Q}.

Dado um conjunto discreto E C C basta entao provar que existe uma
aplicagdo injectiva de E em ). Para cada z € FE existe r(z) > 0 tal que
B (z,r(2))NE ={z}, e como Q ¢é denso em R existem necessariamente pontos
de @Q em B (z,7r(z)/2). Escolhendo agora p(z) € B(z,7(2)/2) N Q, a fungio
p € entdo uma aplicagdo injectiva de E em Q. Efectivamente, dados z,w € F
tais que z # w, as condicoes w ¢ B(z,r(z)) e z ¢ B(w,r(w)) exigem
r(z),r(w) < |w—z| pelo que B(z,r(z)/2) N B(w,r(w)/2) = & e conclui-se
que p(z) # p(w).

|

Em particular, se um conjunto discreto £ C C for infinito existe uma
aplicacao injectiva de ZT sobre E que se diz uma enumeracdo de E.

Teorema 2.15 (Bolzano-Weierstrass) - Todo o subconjunto de C infinito
e limitado tem algum ponto de acumulacao.

Demonstragdo. Seja E C C um conjunto infinito e limitado. Tomando
z1 € FE e, indutivamente, z,+1 € E \ {z1,...,2n}, segue-se que (z,) é uma
sucessao de pontos distintos de E. Como a sucessdo (z,) é limitada ela tem
uma subsucessao (z,,, ) convergente, e sendo a = lim 2z, , para cada § > 0 existe
uma ordem k tal que z,, € B(a,d) se n > k. Dado que todos os z,, sdo
distintos resulta que o conjunto B(a,d) N E & infinito e conclui-se que a e ponto
de acumulacgao de E. m
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Em Anédlise Complexa é conveniente ampliar o conjunto C introduzindo o
ponto no infinito 0o, e obter assim o conjunto

Coo = CU {00}
Pondo |oo| = 400 e definindo as vizinhangas de oo por

B(oo,r) ={2€Cq :|2| >1/r} =Co \ B(0,1/r) se 7 >0,

os conceitos de ponto aderente e de ponto de acumulacao generalizam-se directa-
mente ao ponto oo.

Exemplo 2.16 - Dado um conjunto E C C, oo é ponto aderente a E sse FE
for ilimitado.

Efectivamente co é ponto aderente a F sse para cada r > 0 existir z € E tal
que |z| > 1/r, e isto equivale a E ser ilimitado.

O teorema de Bolzano-Weierstrass pode agora generalizar-se:

Exemplo 2.17 - Todo o subconjunto infinito de C tem algum ponto de
acumulacio em Cy.

Efectivamente, se um conjunto E C C ¢ ilimitado entdo o ponto oo é aderente
a F o que implica que seja ponto de acumulacao de E.
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3 - Continuidade

Os conceitos de limite e continuidade para fungoes de varidvel complexa sao
andlogos aos conceitos correspondentes para fungoes de varidvel real. Comega-
remos por provar um resultado bésico que se traduz pelo seguinte teoremas:

Teorema 3.1 - Dados D CC, EC D, f:D—C,a€ E eceC, sio
equivalentes as duas condi¢des sequintes:

1 - Para cada 6 > 0 existe € > 0 tal que f[B(a,e)NE] C B(c,9).

2 - Para cada sucessio (z,) de pontos de E tal que limz, = a, é
lim f (z,) = c.

Demonstragdo. Supondo que se verifica a condigdo 1, seja (z,,) uma sucesséo
de pontos de F tal que lim 2z, = a. Dado § > 0 existe uma ordem k a partir da
qual z,, € B(a,e)NE. Da condigao 1 resulta entao que f (z,) € B (¢, d) quando
n > k e isto mostra que lim f (z,) = c.

Suponha-se agora que a condigdo 2 se verifica. Se a condi¢do 1 nao fosse
vélida existia & > 0 tal que, para todo o ¢ > 0, f[B(a,e)NE] € B(c,9).
Para cada inteiro n > 1 existia assim um ponto z, € B(a,1/n) N E tal que
|f (zn) —¢| > 6. Entéo f(z,) - ¢ o que contraria a hipétese, pois (z,) é uma
sucessao de pontos de E e a relacdo |z, — a] < 1/n implica lim z,, = a.

]

Se se verificarem as condigoes equivalentes do teorema anterior diz-se que f
tem limite ¢ quando z tende para a por valores em E e escreve-se

lim f(z) =c.
z2€E

No caso particular E = D\ {a} a condigio a € E equivale a a ser ponto de
acumulacao de D e escreveremos entao simplesmente
lim f(z) =c.
z—a
Supondo E = D e a € D, as condigbes do teorema 3.1 impoem que seja
¢ = f(a) pois a segunda condi¢io tem que ser verificada para a sucessio

constante z, = a. Diremos neste caso que a fungdo f é continua no ponto
a e podemos entao enunciar o seguinte resultado:

Coroldrio - Dados D C C, a € D e f: D — C, sdo equivalentes as
condigoes:
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1 - f é continua no ponto a.

2 - Para cada 6 > 0 existe € > 0 tal que f[B(a,e) N D] C B(f(a),?).

3 - Para cada sucessio (z,) de pontos de D tal que limz, = a é
lim f (2,) = f(a).
]

Exemplo 3.2 - Dados D CC,a€ D e f: D— C, se a for ponto isolado
de D entdo f é continua em a.

Efectivamente, neste caso existe € > 0 tal que B (a,e)ND = {a} e a condigao
2 do coroldrio anterior é trivialmente verificada.

Exemplo 3.3 - Dados D CCe f: D — C, seja a€ DND'. Entao f ¢
continua em a sse

lim f(z) = f(a).

z—a
Efectivamente, se f é continua no ponto a a condigdo 3 do coroldrio anterior
implica que a condigao 2 do teorema 3.1 com E = D\ {a} também seja satisfeita.
Reciprocamente, sendo lim,_,, f(z) = f(a), a relagéo

f1B(a,e) D] ={f(a)} U(f [B(a,e) N EJ)

mostra que f verifica a condigao 2 do coroldrio anterior.

Exemplo 3.4 - Sejam D CC,ae€ D° e f: D — C. Se f é continua no
ponto a entdo para cada § > 0 existe € > 0 tal que

B(a,e)CD e f[B(a,e)] C B(f(a),d).

Efectivamente, pela continuidade de f no ponto a existe €1 > 0 tal que
f[B(a,e1)ND] C B(f(a),d), e como a € D° existe também g2 > 0 tal
que B(a,e2) € D. Tomando ¢ = min{e,es} segue-se que B(a,e) C D e

f1B(a,e)] € B(f(a),0).

Nota 3.5 - Alguns autores usam a notagao lim,_,, f(z) = ¢ para abreviar a
relacao
lim f(z) =c

z€eD
e usam a notacao

limy () = ¢

z#a
para representar o limite atrds definido. Os dois conceitos de limite sao equiva-
lentes se a € D\ D mas em pontos do dominio a existéncia deste novo tipo de

limite equivale & continuidade da funcao no ponto.

Com a definigao dada de B(oo, r) para cada r > 0, verifica-se sem dificuldade
que o teorema 3.1 se mantém valido no caso a = oo ou ¢ = co. Em particular
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se D for ilimitado o ponto co é ponto de acumulacao de D e pode definir-se o
limite de f quando z — oo.

Exemplo 3.6 - Sejam D C C ilimitado, ¢ € Co, e f: D — C. Tem-se
entdo lim,_, o f(2) = ¢ sse lim,_,o f(1/2) = c.

Efectivamente, dada uma sucessao complexa (z,,) as condigoes lim z, = co e
lim (1/z,) = 0 sdo equivalentes.

Da condigao 3 do coroldrio anterior e dos resultados ja conhecidos sobre
limites de sucessoes resulta imediatamente que se uma funcao de varidvel
complexa f ¢ continua num dado ponto também Re(f), Im(f), f, e |f| sdo
continuas nesse ponto. Analogamente, se g ¢ continua num ponto ¢ 0 mesmo
sucede com as fungdes f + g, fg e, se g(a) # 0, com f/g. Finalmente, se g for
continua no ponto f(a) também a fungao composta go f é continua no ponto a.

Sejam D C C, f,g: D — C, a € C, um ponto de acumulagao de D, e
suponha-se que existem r > 0 e uma fungao h : B(a,r) N D — C tais que

f(z) =h(2)g(z) se z € B(a,r)ND.

Entao, se lim,_,, h(z) = 1 diz-se que f & assimptoticamente igual a g quando
Z — a e escreve-se

f(2) ~g(2) (z—a).

Se lim,_,, h(z) = 0 diz-se que f é desprezdvel relativamente a g quando z — a

_ f(2) = o(g(z) (z—a).

Se h for limitada nalguma vizinhanca de a diz-se que f é dominada por g quando

Z — a e escreve-se
f(z)=01(g(2)) (2 —a).

Uma funcdo diz-se continua num dado subconjunto do seu dominio se for
continua em todos os pontos desse conjunto, e diz-se continua se for continua
no seu dominio. Em particular as fungoes constantes e a funcao identidade sao
continuas, e daqui resulta a continuidade das funcoes polinomiais e racionais.

Teorema 3.7 - Sejam D,E C C e f: D — C continua. Entdo f~1[E] é
aberto se D e E forem abertos e é fechado se D e E forem fechados.

Demonstragio. Supondo D e E abertos, dado a € f~1[E] existe § > 0
tal que B(f(a),d) C E, e o exemplo 3.4 mostra que existe ¢ > 0 tal que
f[B(a,e)] € B(f(a),8). Entao B(a,e) C f~![E] e conclui-se que a é ponto
interior a f~! [E].

Supondo D e E fechados e dado um ponto a aderente a f~' [E], seja
(2,) uma sucessio de pontos de f~! [E] com limite a. Como D é fechado
segue-se que a € D e a sucessdo dos f(z,) converge para f(a). Entdo, dado
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que E também é fechado e os f (z,,) sdo uma sucessao de pontos de E, necessa-
riamente f(a) € F e conclui-se que a € f~![E].
|

Corolario - Sejam D CC, f: D — R continua e E CR. Se D é aberto
(resp. fechado) e E é aberto (resp. fechado) relativamente a R, entio f~![E]
é aberto (resp. fechado).

Demonstragao. Na primeira hipdtese o exemplo 2.8 mostra que o conjunto
(C\R)UE ¢é aberto, e como f~![E] = f~! [(C \ R) U E] a conclusdo resulta do
teorema anterior. Na segunda hipétese o exemplo 2.7 mostra que E também é
fechado relativamente a C e a conclusao resulta ainda do teorema anterior.

|

Dados a € C e r > 0, o coroldrio anterior conduz a uma nova demonstracao
de que B(a,r) é aberto e B (a,r) é fechado. Efectivamente, considerando a
fungéo f : C — R definida por f(z) = |z — a| aqueles conjuntos séo as imagens
inversas por f respectivamente dos intervalos |—oo,r[ e [0, 7].

Teorema 3.8 - Sejam Ay, Ay C C conjuntos fechados, D = A; U Ay e
f: D — C. Se as restrigoes de f a Ay e a As forem continuas entio f
também é continua.

Demonstra¢ao. Dados ¢ € D e § > 0 suponha-se sem perda de generalidade
que ¢ € Ay. Pela continuidade no ponto ¢ da restricdo de f a A; existe entao
g1 > 0 tal que f[B(c,e1) N A1] C B(f(a),d). Analogamente, se ¢ € As existe
go > 0 tal que f[B(c,e2) N Ag] C B(f(a),d) e, se ¢ ¢ A, como As é fechado
existe g5 > 0 tal que B (¢,e2) N Ay = &. Tomando ¢ = min {e1, &2} segue-se que
em ambos os casos é valida a inclusdo f[B(c,e) N D] C B(f(a),d) e conclui-se
que f & continua no ponto c.

]
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4 - Conjuntos compactos

Um conjunto F C C diz-se compacto se for limitado e fechado.

ompacto.

Exemplo 4.1 - Se um conjunto E C C ¢é limitado entio E éc
C B(0,r). Como

_ Efectivamente, se E for limitado existe r > 0 tal que E
E C B(0,r) resulta que E é compacto.

O teorema seguinte mostra que os conjuntos compactos podem ser caracte-
rizados em termos de sucessoes.

z

Teorema 4.2 - Um conjunto E C C é compacto sse toda a sucessao de
pontos de E tiver uma subsucessdo com limite em FE.

Demonstracao. Se E € compacto qualquer sucessao de pontos de E é limitada
pelo que tem uma subsucessao convergente. Sendo a o seu limite entdo a € E,
e como F é fechado segue-se que a € E.

Reciprocamente, se esta condicao se verifica, dado a € E existe uma sucessao
(zr) de pontos de E com limite a, e como toda a subsucessao de (z,,) ainda tem
limite a segue-se que a € F pelo que E é fechado. Se E nao fosse limitado, para
cada inteiro positivo n existia z, € F tal que |z,| > n, pelo que lim |z, | = +00
e nenhuma subsucessao de (z,,) teria limite em F.

[

O resultado anterior pode generalizar-se a todos os conjuntos fechados na
seguinte forma:

Teorema 4.3 - Um conjunto E C C é fechado sse toda a sucessdo de pontos
de E tiver uma subsucessao com limite em E U {oo}.

Demonstra¢do. Supondo E fechado, dada uma sucessao de pontos de E ela
tem uma subsucessao com limite em F se for limitada, e uma subsucessao com
limite oo se for ilimitada.

Reciprocamente, se E verificar a condi¢do do enunciado, como na demons-
tragao do teorema anterior resulta que todo o ponto a € C que seja aderente a
pertence necessariamente a F.

[

Os dois teoremas seguintes ilustram a importancia do conceito de conjunto
compacto no estudo das fungbes continuas.

Teorema 4.4 - Sejam K C C um conjunto compacto e f : K — C uma
fungao continua. Entio f[K] é compacto.
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Demonstragio. Dada uma sucessao (w,) de pontos de f[K] seja (z,) uma
sucessao de pontos de K tais que f(z,) = w,. Como K é compacto existe
uma subsucessao (z,,) de (z,) que converge para um ponto a € K. Entao
limwy, =lim f (z4,) = f (a) € f[K] pelo que (w,,) tem uma subsucessio com
limite em f[K] e o teorema 4.2 mostra que f [K] ¢é compacto.

|

Coroldrio - Sejam K C C um conjunto compacto néio vazio e f: K — R
uma fung¢do continua. Entdo f tem mdximo e minimo.

Demonstragdo. De acordo com o teorema anterior f transforma K num
subconjunto compacto e ndo vazio de R, e sabe-se da Andlise Real que estes
conjuntos tém elemento méximo e elemento minimo.

|

Dado um conjunto D C C, uma funcao f : D — C diz-se uniformemente
continua se para cada § > 0 existir € > 0 tal que

lf(w)—f(2)]<d se w,zeD e |Jw—z<e.

Teorema 4.5 - Se K C C é um conjunto compacto e f : K — C uma
funcdo continua, entdo f é uniformemente continua.

Demonstra¢do. Se o enunciado fosse falso, para algum 0 > 0 e para cada
inteiro positivo n existiam pontos z,,w, € K tais que |w, —z,| < 1/n e
|f (wp) — f(2n)| > 6. Como K é compacto existe uma subsucessdo (z,, ) de
(zn) que converge para um ponto a € K. Entdo também limw,,K = a, e da
continuidade de f em a resultava lim (f (wq, ) — f (24,)) = f(a) — f(a) =00
que contraria a hipétese de ser |f (wq, ) — f (24, )| = d para todo o n.

]

Teorema 4.6 - Seja (K,,) uma sucessao de subconjuntos de C, compactos
e nao vazios, tal que K41 C K, para cada n. Tem-se entio

ﬂKn;«é@.

n>1

Demonstragio. Seja (z,) uma sucessdo tal que z, € K, para cada n > 1.
Como (z,) ¢ uma sucessao de pontos de K7, existe uma subsucessao (zq,) que
converge para um certo ponto w € K;. Dado um inteiro positivo n, para cada
0 > 0 existe entdo um indice m > n tal que z,,, € B(w,d). Temos assim
B(w,0)NK,,, #@,ecomo a,, >m >n também B (w,d) N K, # @ pelo que
w € K, = K,,. O enunciado resulta agora de que w pertence a interseccio dos
K.

[
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Coroldrio - Seja (K,) uma sucessdo de subconjuntos compactos de C tal
que K1 C K, para cada n. Dado um conjunto aberto G C C tal que

(K. CG

n>1

existe um indice m para o qual K,, C G.

Demonstragio. Pondo X,, = K,N(C\ G) para cada n, os X,, sdo compactos
e verificam a condi¢do X, 41 C X,,. Temos no entanto

NX=|(K.|\G=2

n>1 n>1

e o teorema anterior mostra que existe um indice m para o qual X,, = &, ou
seja, K, CG.
[

Dados um conjunto £ C C e uma colecgao C de subconjuntos de C, diz-se
que C cobre E ou que é uma cobertura de E se todo o ponto de E pertencer a
algum membro de C, ou seja, se

Ecl]c

Teorema 4.7 - Dado um conjunto limitado E C C, para cada r > 0 existe
uma cobertura finita de E formada por circulos de raio v e com centros em
pontos de E.

Demonstracao. Se o enunciado for falso, para um certo r > 0 pode definir-se

uma sucessao (z,) de pontos de E tal que
n
Znt1 € B\ U B (zg,7) .
k=1

Como todos os z, sao distintos o conjunto dos z;, ¢ infinito e limitado pelo que
tem um ponto de acumulagao c. Entdo em B (¢, r/2) existia uma infinidade de
termos da sucessao (z,) o que é absurdo, pois se zx, zm € B(c,7/2) com m > k,
entdo |z, — zx| < r pelo que z,, € B(z,r) e isto contraria a defini¢ao dos z,.

[

Teorema 4.8 (Lema de Heine-Borel) - Se K C C é compacto e C é uma
cobertura de K formada por subconjuntos abertos de C, existe uma subcolec¢ao
finita de C que também cobre K.

Demonstracao. O teorema anterior mostra que para cada inteiro positivo n
existe uma cobertura finita de K formada por conjuntos da forma B (z,1/n)
com z € K. Se o enunciado for falso, para cada n existe um conjunto

1
B,=B (zn, E) com z, € K
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que nao estd contido em qualquer membro de C. Seja entdo (z,,) uma
subsucessao de (z,) que converge para um ponto a € K. Como os membros
de C sdo conjuntos abertos, existem G € C e § > 0 tais que B(a,d) C G.
Tomando m > 2/ tal que |z,,, — a| < /2, para cada z € B, temos assim

1 1) 1 1)
2=l < |2 = za,| +|za, — 0l < —— 43 S — 42 <
Oy 27" m 2

e isto mostra que B, estd contido em G, o que contraria a hipédtese.
|

Dados a € C e E C C define-se distancia d(a, E) entre a e E por
d(a,E) =inf{la —z|: z € E}.
Em particular, usando a convengio usual inf & = 400 resulta d(a, &) = +oo.

Teorema 4.9 - Dado um conjunto naio vazio E C C, a fun¢do definida em
C por z— d(z, E) é continua.

Demonstra¢ao. Dados a, z € C, para cada ponto ¢ € E é
d(z E) <[z = (| <|z—al+]a—(]
pelo que |a — (| > d(z, E) — |z — a| e daqui vem
d(a,E) > d(z, E) — |z —al.

Temos assim
d(z, F) <d(a,E) + |z — a

e mudando a em z resulta
d(2, E) — d(a, E)| < |2 —al

Dada uma sucessao (z,) com limite a é entdo limd (z,, F) = d(a, E) pelo que a
funcao em causa € continua no ponto a.
|

Teorema 4.10 - Se a € C e F C C ¢ fechado e ndo vazio, existe b € F tal
que d(a, F) =|a —b|.

Demonstracao. Atendendo & defini¢do de infimo, para cada inteiro n > 1
existe z, € F tal que

1
d(a, F) <la— z,] <d(a,F)+E.

Como (z,) ¢ uma sucessao limitada, o teorema 4.3 mostra que ela tem uma
subsucessao (z,, ) que converge para um ponto b € F, e daqui resulta

d(a,F) =lim|a — z,, | = |a —b|. |
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Coroldrio 1 - Dados a € C e E C C tem-se d(a, E) = d(a, E).

Demonstragio. Como E C E, tem-se d(a,E) < d(a, E) e basta provar a
desigualdade oposta. Supondo sem perda de generalidade E # &, o teorema
anterior mostra que existe b € F tal que d(a,E) = |a —b|. Tomando uma
sucessao (z,) de pontos de F tal que lim z,, = b, para cada n é d(a, F) < |a — z,|
e daqui resulta d(a, E) < |a — b| = d(a, E).

|

Corolario 2 - Dados a € C ¢ E C C tem-se d(a,E) =0 sse a € E.

Demonstragio. Atendendo ao coroldrio anterior a condicao d(a, E) = 0
equivale a d(a, E) = 0. O teorema 4.10 mostra entao que isto equivale a existir
be E tal que |a—b| =0, peloque a=b € F.

[

Teorema 4.11 - Dados E CC e a € C\ E° tem-se d(a, E) = d(a,0F).

Demonstragio. Como OF C E, tem-se d(a, E) < d(a,0FE) e basta provar
a desigualdade oposta. Supondo sem perda de generalidade F # &, existe
be E tal que d (a,E) =|a—b|. Se a = b entdo a € E logo a € OF e portanto
d(a,0FE) = 0 = d(a,E). Supondo a # b e sendo r = |a—b|, entdo
B(a,7) € C\ E. Como b € B(a,r) = B(a,r) C C\ E necessariamente
be ENC\ E = JE e daqui resulta d(a,0F) < |a — b| = d (a, E).

[

Corolario- Se ECC e OF =@ é entao E =& ou E =C.

Demonstragio. Se E # @ e E # C, tomando z € C\ F temos d(z, F) < 400
pelo que é também d(z, 0F) < +0o0 e isto exige OF # &.
|

Dados dois conjuntos D, E C C define-se a distincia d(D, E) entre D e E
por
d(D,E)=inf{|]z—w|:2z€ Dewe€ E}.

Temos em particular d(D, F) = +oco sse D = @ ou E = @.
Exemplo 4.12 - Dados dois conjuntos D, E C C tem-se
d(D,E) = Zlg{)d(z,E) = ZlIglgd(Z,D).

Efectivamente, da definigdo resulta que para cada z € D éd(D, F) < d(z, E),
pelo que d(D, E) < inf,cp d(z, E). Por outro lado, dado w € E temos

inf d(z, F) < inf |z — w)|
zeD z€D
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pelo que
iggd(z,E) <inf{lz—w|:z€ Dewe E}=d(D,E).
4
E entdo
d(D,E) = Zlglf) d(z, F)
e a segunda identidade resulta agora permutando os conjuntos D e FE.

Teorema 4.13 - Sejam D, E C C tais que d(D, E) > 0. Eziste entdo um
congunto aberto G CC tal que DC G e GNE=a.

Demonstra¢ao. Supondo sem perda de generalidade D # @, seja § > 0 tal
que 0 < d(D, E). Pondo

G={2€C:d(2,D)<d} e F={2z€C:d(z,D)<d}

tem-se D C G C F e FNE = @. Por outro lado, como a fungao z — d(z, D) é
continua o coroldrio do teorema 3.7 mostra que G ¢ aberto e F' ¢ fechado. Entao
G C F pelo que GNE = & e G verifica as condigbes do enunciado.

[

Teorema 4.14 - Sejam K,F C C conjuntos nao vazios tais que K ¢é
compacto e F' é fechado. Ezistem entdo pontos a € K e b € F tais que

d(K,F)=la—1|.
Demonstracao. Atendendo ao exemplo 4.12 temos
d(K,F) = zlél}f{d(Z,F)
e como a funcdo definida em K por z — d(z,F) é continua, o coroldrio do
teorema 4.4 mostra que existe a € K tal que
zlél}f{d(Z,F) =d(a, F).

O enunciado resulta agora do teorema 4.10.
|

Coroldrio 1 - Sejam K, F C C tais que K é compacto e F é fechado. Se
KNF =g tem-se d(K,F) > 0.

Demonstragdo. Supondo que K e F sao nao vazios, pelo teorema anterior
existem a € K e b € F tais que d(K,F) = |a —b| . O enunciado resulta entao
de ser a # b.

|
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Coroldrio 2 - Sejam K, F C C tais que K é compacto e F ¢é fechado. Se
5 NF = @ existe um conjunto aberto e limitado G C C tal que K C G e
GNF=g.

Demonstra¢ao. Atendendo ao coroldrio anterior o teorema 4.13 mostra que
existe um conjunto aberto Gy C C tal que K C Gy e GoNF = @. Como
K é limitado existe r > 0 tal que K C B(0,r) e o enunciado é satisfeito pelo
conjunto G = Go N B(0, 7).

|

Coroldrio 3 - Sejam K, D C C tais que K € compacto, D € aberto e K C D.
Eziste entdao um conjunto aberto e limitado G tal que K C G C G C D.

Demonstracao. Resulta directamente do coroldrio anterior tomando para F
o conjunto C\ D.
[

Coroldrio 4 - Sejam K, F C C tais que K é compacto e F ¢é fechado. Se
KNF = @ existem conjuntos abertos disjuntos G1 e Gy tais que Gy é limitado,
K CGy e FCGs.

Demonstragdo. Resulta directamente do coroldrio 2 tomando G; = G e

G, =C\G.
|
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5 - Conjuntos conexos

Um conjunto E C C diz-se conexo se qualquer aplicagao continua de E em
{0,1} for constante. Diz-se que E & desconezo se ndo for conexo.

De acordo com a definigdo um conjunto E' C C é desconexo sse existir alguma
aplicagdo continua néo constante de F em {0,1}, e isto mostra em particular
que & é conexo.

Da defini¢ao resulta directamente que para cada a € C o conjunto {a} é
conexo. Resulta também que os intervalos de R sao conjuntos conexos. Efecti-
vamente, sendo I um intervalo de R e f: I — {0,1} uma fung¢do continua, se
f nao fosse constante pelo teorema dos valores intermédios existiria ¢ € I tal

que f(c)=1/2 ¢ {0,1}.

Teorema 5.1 - Sejam E C C um conjunto conexo e f: E — C continua.
Entao f[E] também é conezo.

Demonstragdo. Sendo ¢ uma aplicagdo continua de f[E] em {0,1}, po f &
uma aplicagdo continua de F em {0,1}. Entdo ¢ o f é constante e isto exige
que ¢ também seja constante.

|

Dados z,w € C chama-se segmento de extremos z e w ao conjunto
[z,w] ={z4+t(w—2):0<t <1},

Exemplo 5.2 - Dados z,w € C o segmento [z, w] é conexo.
Efectivamente, pondo ¢(t) = z + t(w — z) se t € [0,1], ¢ é uma fungao
continua que transforma o conjunto conexo [0,1] em [z, w].

Exemplo 5.3 - Dados a € C e r > 0, a circunferéncia C(a,r) é um conjunto
conexo.

Efectivamente a funcao ¢ definida em [0, 27| por ¢(t) = a+r (cost + isint)
é continua e transforma o conjunto conexo [0,27] em C(a,r).

Teorema 5.4 - Seja C uma colecgao de subconjuntos conexos de C com
intersec¢do nao vazia. Entdo a unido dos membros de C é um conjunto conexo.

Demonstragio. Sejam E = UC, f : E — {0,1} uma fungdo continua e
a € NC. Dado z € FE seja ainda X um membro de C tal que z € X. Como a
restricdo de f a X é continua e X é conexo, f é constante em X. Temos entao
f(2) = f (a) pelo que f é constante.

[
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_Exemplo 5.5 - C ¢ conexo e para cada a € C e v > 0 os circulos B (a,r)
e B(a,r) sio conexos.
Efectivamente temos

C:U[O,z], B(a,r) = U [a,2] e B(a,r)= U [a, 2]

zeC z€B(a,r) z2€B(a,r)
pelo que basta aplicar o teorema anterior.

Coroldrio 1 - Dada uma sucessao finita {En, ..., E,} de subconjuntos conexos
de C tais que ExNEp1 # @ se 1 <k <n-1, entao E; U...UE, é conexo.

Demonstragdo. Resulta imediatamente do teorema anterior por indugao em
|

Coroldrio 2 - Dado um conjunto E C C seja M um subconjunto conexo
de E. Se para cada z € E\ M ezistir um conjunto conexo C(z) C E tal que
2€C(z) e C(z)NM #+ @, entdo E é conexo.

Demonstracdo. Resulta directamente do teorema anterior notando que se
tem entao
E= U (C(z) UM)

z€E\M

e que para cada z € E'\ M o conjunto C(z) UM ¢é conexo.
|

Exemplo 5.6 - Dados a € C e r1,79 tais que 0 < ry <719, a coroa circular
B (a,r2)\ B (a,ry) é um conjunto conexo.

Efectivamente, sendo r = (r1 +172)/2 e M = C(a,r), para cada ponto
z € B(a,r9) \ B(a,r1) ponha-se

C(z) = at+t—L T <t<rep.
|z —al
Entao, tomando t = |z — a| € |r1, 2] verifica-se que z € C(z). Temos ainda
Cz)NM ={a+r(z—a)/|z—al|}, e como C(z) e M sdo conexos a conclusao
resulta do coroldrio anterior.

Exemplo 5.7 - Dados a € C e r >0, o conjunto C\ B(a,r) é conexo.
Efectivamente C\ B (a,r) é a imagem da coroa circular B(a,1/r) \ {a} pela
fungéo continua definida por z — 1/ (z — a).

Exemplo 5.8 - Sejam E C C um conjunto aberto e conexo, e A C E um
conjunto discreto. Entio E\ A também é conexo.

Efectivamente para cada ponto a € A existe r, > 0 tal que B (a,r,) C E
e B(a,7y) N A = {a}. Como cada conjunto B (a,7,) \ {a} é conexo, dada
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uma fungdo continua f : £\ A — {0,1} ela toma um valor constante k, em
B (a,7q) \ {a}. Pode entéo definir-se um prolongamento continuo f de f a E

pondo f(a) = k, para cada a € A, e como E é conexo conclui-se que f é
constante.

Teorema 5.9 - Seja E C C um conjunto conexo. Entdo todo o conjunto
X tal que E C X C E também é conexo.

Demonstragio. Seja f : X — {0,1} uma funcdo continua. Como F é
conexo existe k € {0,1} tal que f(z) = k para todo o z € E. Dado z € X, como
z € E existe uma sucessio (z,) de pontos de E tal que z, — z, e a continuidade
de f em z exige lim f (2,) = f(2). E entdo f(z) = k e f & constante.

[

Teorema 5.10 - Dado um conjunto E C C, se para cada par de pontos
z,w € E existir um conjunto conexo L C FE tal que z,w € L, entao E é conexo.

Demonstra¢ao. Supondo sem perda de generalidade E # @, tome-se a € E
e para cada z € E seja L(a, z) um conjunto conexo tal que a, z € L(a, z). Temos

entao
E= U L(a, 2)
z€L

e o enunciado resulta do teorema 5.4.
]

Um conjunto E diz-se convero se para cada par de pontos z,w € E o
segmento [z, w] estiver contido em FE. Atendendo ao exemplo 5.2 o teorema
anterior mostra que todo o conjunto convexo é conexo.

Da defini¢ao de conjunto convexo resulta imediatamente que C é convexo e
que a interseccao de uma colecgao de conjuntos convexos é um conjunto convexo.
Em particular, dado E C C, a intersec¢ao dos conjuntos convexos que contém
E diz-se o conjunto convexo gerado por E ou o envdlucro convexo de E.

Exemplo 5.11 - Um circulo em C aberto ou fechado é um conjunto convezo.
Efectivamente, dados a € C e r > 0 consideremos por exemplo o circulo
aberto B(a,r). Se z,w € B(a,r) eu € [z,w] ¢ u=z+t(w—2) com t € [0,1] e
temos
lu—al = |[1-t)z4+tw—al=[(1-t)(z—a)+t(w—a)
< Q1-®z—al+tlw—al<Q-t)r+tr=r

pelo que [z,w] C B (a,r) e B(a,r) é convexo.
Exemplo 5.12 - Um rectingulo em C aberto ou fechado é um conjunto

CONVETO.
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Efectivamente, dados a, b, c,d € R tais que a < b e ¢ < d, consideremos por
exemplo o rectagulo aberto

R={zeC:a<Re(z)<b e c<Im(z) <d}.
Dados z,w € Reu=z+t(w—z) com t € [0,1] temos
Re(u) = (1 —t)Re(z) + tRe(w) e Im(u) = (1 —¢t)Im(z) + tIm(w).
Como &
a=(1—-t)a+ta<(l—t)Re(z)+tRe(w) < (1—-t)b+th=0,

resulta a < Re(u) < b. Analogamente se deduz a relagdo ¢ < Im(u) < d pelo
que u € R e isto mostra que R é convexo.

Exemplo 5.13 - O fecho e o interior de um conjunto convero E C C sdo
conjuntos convexos.

Efectivamente, dados z,w € E existem sucessoes (z,) e (w,) de pontos de
E tais que z, — z e w, — w. Tomando t € [0, 1], como z, + ¢ (w, — 2z,) é uma
sucessdo de pontos de E com limite z + t(w — 2) segue-se que z +t(w — z) € E
e isto mostra que E é convexo.

Analogamente, sejam z,w € E° e considere-se € > 0 tal que B(z,e) C E e
B(w,e) C E. Dado t € [0,1] seja agora u = z + t(w — z) e tome-se v € B(u,¢).
Como |v — u| < € segue-se que os pontos a = z+v—u e b = w+v—u pertencem
ambos a E, e o mesmo sucede entdo com o ponto

a+tb—a)=z4+v—u+tlw—2z) =0
Conclui-se assim que B(u,e) C F pelo que u € E°, e a inclusdo [z,w] C E°

mostra que E° é convexo.

Um conjunto F C C diz-se em estrela relativamente a um ponto a € E se
for valida a incluséo [a,z] C F para cada z € E. Em particular um conjunto
convexo é um conjunto em estrela relativamente a qualquer dos seus pontos.

Exemplo 5.14 - Todo o subconjunto de C em estrela é conezo.
Efectivamente, se E C C é um conjunto em estrela relativamente a a temos

E= U [a, 2]
z€D

e o teorema 5.4 mostra que F é conexo.
Exemplo 5.15 - C\ Ry ¢é um conjunto em estrela relativamente a qualquer
ponto v € RT.

Efectivamente, dado z € C\ Ry, se z € RT o segmento de extremos z e z
estd contido em RT e se z ¢ R ¢ [z, 2] NR = {z} pelo que [z,2] C C\R;.
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Dado F C C, um conjunto nao vazio C' C E diz-se uma componente conexa
de F se for conexo e se para cada conjunto conexo X C FE a condi¢ao C C X
exigir X = C. Assim, as componentes conexas de um conjunto £ C C sdo os
subconjuntos conexos maximais de F.

O teorema seguinte mostra que as componentes conexas de um conjunto
FE C C sao disjuntas e que a sua uniao é F.

Teorema 5.16 - Dado um conjunto E C C, cada ponto de E pertence a
uma e uma s6 componente conexa de E.

Demonstragio. Dado z € E seja C (z) a unido dos subconjuntos conexos de
E que contém o ponto z. Se X C E for um conjunto conexo tal que C (z) C X,
segue-se que z € X e isto exige X C C'(2). Eentdo X = C (z) e como o teorema
5.4 mostra que C (z) é conexo, conclui-se que C (z) é uma componente conexa
de E & qual pertence z. Finalmente, se C' for uma componente conexa de F e
z € C, da definicao de C (z) resulta C' C C'(z) e por C ser uma componente
conexa de E conclui-se C' = C'(z).

|

Corolério - Dado um conjunto ndo vazio E C C, cada subconjunto conexo
de E estd contido nalguma componente conexa de E.

Demonstracdo. Seja X # & um subconjunto conexo de E e tome-se z € X.
Sendo C' a componente conexa de E & qual pertence z, como C'U X é conexo
segue-se que C'U X C C pelo que X C C.

[

Teorema 5.17 - O complementar em C de um conjunto limitado tem uma
e uma s6 componente conexa ilimitada.

Demonstragdo. Sejam E C C um conjunto limitado e D = C\ E. Dador > 0
tal que E C B(0,7), segue-se que C\ B(0,7) € D. Como C\ B(0,) é conexo (cf.
exemplo 5.7) este conjunto estd contido nalguma componente conexa de D que
é necessariamente ilimitada. Além disso as restantes componentes conexas de D
sao disjuntas de C \ B(0,r) pelo que estdo contidas em B(0,r) e sdo limitadas.

[

Teorema 5.18 - Se E C C é um conjunto em estrela as componentes
conezxas de C\ E sdo ilimitadas.

Demonstra¢do. Suponha-se que E é um conjunto em estrela relativamente
aum ponto a € E eseja z € C\ E. Dadow =a+t(z—a) com t > 1, temos
z =a+ (1/t) (w —a) pelo que z € [a,w]. Como a hipétese w € E conduz a
[a,w] C E, segue-se que w ¢ FE e isto mostra que o conjunto

L={a+t(z—a):t>1}
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é disjunto de E. Dado que z € L e que L ¢é conexo por ser a imagem do intervalo
[1, 4+00[ por uma fungéo continua, a componente conexa de C\ E a qual pertence
z contém necessariamente L e é portanto ilimitada.

[

Coroldrio - Se E C C é um conjunto limitado e em estrela, entdo C\ E é
conezxo.

Demonstracao. Resulta imediatamente do teorema anterior atendendo ao
teorema 5.17.
[

Teorema 5.19 - Dado um conjunto E C C, as suas componentes conexas
sao abertas se E for aberto e sio fechadas se E for fechado.

Demonstra¢ao. Supondo sem perda de generalidade F # &, seja C' uma
componente conexa de E. Se E é aberto, dado z € C existe € > 0 tal que
B(z,e) € E. Como z € C N B(z,¢) e os conjuntos C' e B(z,¢&) sdo ambos
conexos, do teorema 5.4 resulta que CUB(z, €) é conexo e isto exige B(z,e) C C.
Entao z é ponto interior a C' pelo que C é aberto.

Supondo agora que E ¢ fechado, como C C E e o teorema 5.9 mostra que C
é conexo, de C' C C deduz-se C = C e conclui-se que C' é fechado.

|

Dois conjuntos A, B C C dizem-se separados se ANB=ANDB=0.

Exemplo 5.20 - Dois subconjuntos de C fechados e disjuntos sao separados.

Efectivamente, sendo A, B C C fechados e disjuntos, temos A=A e B=B
pelo que A e B séo separados.

Exemplo 5.21 - Dois subconjuntos de C abertos e disjuntos sdo separados.

Efectivamente, sejam A, B C C abertos e disjuntos. Entdo cada ponto
z € A & interior a A pelo que z ¢ B e isto implica AN B = @. Analoga-
mente tem-se AN B = @ e conclui-se que A e B sao separados.

O teorema seguinte mostra que a defini¢gao de conjunto conexo pode ser feita,
alternativamente, em termos do conceito de conjuntos separados.

Teorema 5.22 - Um conjunto E C C é desconexo sse for a unido de dois
conjuntos separados nao vazios.

Demonstracdo. Sendo E = AU B com A e B separados e nao vazios, pode
definir-se uma fungéo f : F — {0,1} continua e ndo constante, o que mostra
que E ¢ desconexo. Pondo efectivamente f(z) =0se z€ Ae f(z) =1sez € B,
tome-se ¢ € E e suponha-se por exemplo que ¢ € A. Como ¢ ¢ B, existe entdo
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e > 0 tal que B(c,e) N B = & e f é constante em B (c,r) N E pelo que f &
continua no ponto c.

Reciprocamente, suponha-se que E ¢é desconexo e seja f : E — {0,1} uma
funcao continua nado constante. Fixado ¢ € F sejam

A={z€E:f(z) = f(c)}

e B=X\A# 2. Dado z € B existe uma sucessio (z,) de pontos de B

tal que z, — z, e a continuidade de f em z exige lim f (z,) = f(z). Como

|f (z) — f(c)] = 1 para todo o indice n, é entdo f(z) # f(c) pelo que z ¢ A e

isto mostra que AN B = @. Analogamente se estabelece a relacio ANB = @ e

conclui-se que A e B sdo conjuntos separados e nao vazios, tais que £ = AU B.
]

Corolario 1 - Sejam A e B dois subconjuntos de C ambos fechados ou
ambos abertos, disjuntos e ndo vazios. Entdo AU B é desconezo.

Demonstracao. Atendendo aos exemplos 5.20 e 5.21 os conjuntos A e B sao
separados. O enunciado resulta agora directamente do teorema anterior.
|

Nota 5.23 - O coroldrio anterior permite uma demonstragao alternativa do
coroldrio do Teorema 4.11. Efectivamente, se E C C é tal que OF = & segue-se
que E = E° = F pelo que FE é aberto e também fechado. Como C é conexo e
é a unido dos conjuntos abertos F e C\ E, o coroldrio anterior mostra que se
tem necessariamente ¥ = & ou F = C.

Exemplo 5.24 - Seja E C C um conjunto aberto e nao vazio. Se OF for
um conjunto discreto entao EUOJE = C.

Efectivamente, pondo D = C\ (E U OF) segue-se que D é aberto, DNE = &
e DUE = C\QE. Como C\OF é conexo (cf. exemplo 5.8) e E # &, do corolério
anterior resulta D = @ pelo que EUJFE = C.

Corolario 2 - Sejam D e E dois subconjuntos de C separados. Dado um
congunto conexo C C DUFE entdo C C D ou CCE.

Demonstrag¢io. Temos C = (CND)U(CNE)ecomoCNDeCNE sdo
conjuntos separados o teorema 5.22 mostra que um deles é vazio.
[

Coroldrio 3 - Dado E C C seja C C E um conjunto conexo e nao vazio.
Se C e E\ C forem separados entio C é uma componente conexa de E.

Demonstra¢do. Se D é um conjunto conexo tal que C C D C FE, entao

D CCU(FE\CQ) e o coroldrio anterior mostra que D C C.
|
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Exemplo 5.25 - Dados E C C e a € E, se a for ponto isolado entao {a}
é uma componente conexa de E. Em particular as componentes conexas de Z
sao conjuntos singulares.

Efectivamente, como a ¢ E \ {a} e {a} & fechado segue-se que {a} e E'\ {a}
sao separados.

Corolario 4 - Sejam D, E C C tais que DNE # & e DNOE =@. Se D
for conexo entdo D C F.

Demonstracdo. Como DNIOE = &, entdo D C E° U ((C\E) e o coroldrio 2
exige D C E° CEouD CC\E CC\E. No entanto a condicio D N E # @
exclui a segunda hipétese e conclui-se que D C FE.

[

Exemplo 5.26 (Teorema da passagem das fronteiras) - Sejam
D,ECC. SeDéconexo, DNE# @ e DN(C\E) # g, entdo DNIE # &.

Resulta imediatamente do coroldrio anterior pois neste caso a condigao
D C FE é falsa.

Um conjunto L C C diz-se uma linha poligonal se existir uma sucessao finita
(20, -y 2n) de pontos de C tal que L = [zg,21] U ... U [zp—1, 25, € diz-se entdo
que L liga os pontos zg € zy,.

Teorema 5.27 - Se o conjunto E C C é aberto e conexo, dados dois pontos
a,b € E existe uma linha poligonal contida em E que liga a e b.

Demonstra¢ao. Fixado um ponto ¢ € E seja A o conjunto dos pontos z € F
para os quais existe uma linha poligonal contida em E que liga c e z, e ponha-se
B = X\A. Dado z € E existe r > 0 tal que B(z,r) C F e paracadaw € B(z,7)
tem-se [z,w] = [w, 2] C B(z,r) C E. De z € A deduz-se entdo B(z,r) C A, e
de z € B resulta B(z,r) C B, pelo que A e B sdo ambos abertos. Atendendo
agora a que A e B sdo disjuntos, E é conexo e ¢ € A, do coroldrio 1 do teorema
5.22 deduz-se B = @ o que estabelece o enunciado.

[

Teorema 5.28 - Sejam D e E dois subconjuntos conexos de C. Se D e E
ndo forem separados entdo DU E é conexo.

Demonstragdo. Suponha-se por exemplo D N E # @ e seja X o conjunto
FEU (D ﬁE). Como F C X C E, o teorema 5.9 mostra que X é conexo, e

da defini¢do de X resulta DN X = DNE # @. Atendendo ao teorema 5.4
segue-se que D U X também é conexo, e as inclusces £ C X C DU FE implicam
DUE=DUX.

|
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Coroldrio - Dado um conjunto EE C C, as suas componentes coneras sao
separadas duas a duas.

Demonstra¢do. Sejam A e B componentes conexas de F e suponha-se que
os conjuntos A e B nao sao separados. Entéo o teorema anterior mostra que o
conjunto AU B ¢é conexo, o que exige AUB =Ae AUB = B, ou seja, A = B.
[

Tegrema 5.29 - Dado E C C seja C uma componente conexa de E. Entdo
o0C =CnNOE.

Demonstracao. Vejamos em primeiro lugar que é védlida a inclusao 0C C OF.
Se z € OC e z ¢ OF entdo z € E° e existia 6 > 0 tal que B(z,0) C E. Como
B(z,0)NC # & e B(z,9d) & conexo, entao também C'U B (z,0) era conexo e isto
exigia B (z,8) C C o que contraria a hipétese z € C. Temos assim 9C C CNOE
e a inclusdo oposta resulta de ser C NOFE C C \ E° C C \C° =09C.
]

Teorema 5.30 - Sejam D e E dois subconjuntos separados de C. Existem
entao conjuntos abertos G,H C C tais que DCG, FECH e GNH = 0.

Demonstragdo. Supondo por exemplo D = &, pode tomar-se G = & e
H = C. Se D e E nao sao vazios seja ¢ : C — R a funcao definida por
o(z) =d(z,D) —d(z, FE) e considerem-se os conjuntos

G={2€C:9(2)<0} e H={ze€C:¢(z)>0}.

Entdao GN H = @, e como ¢ é continua o coroldrio do teorema 3.7 mostra
que estes conjuntos sio abertos. Dado z € D & d(z,D) = 0, e como z ¢ E
o coroldrio 2 do teorema 4.10 implica d(z, E) > 0. Daqui resulta a inclusao
D C G e do mesmo modo se verifica que £ C H.

|

Coroldrio 1 - Dado um conjunto desconexo E C C, existem conjuntos
abertos e disjuntos G,H C C tais que ECGUH, ENG# 2 e ENH # &.

Demonstra¢do. Como FE é desconexo o teorema 5.22 mostra que se tem
E =AU B com A e B separados e nao vazios. Atendendo ao teorema anterior
existem agora conjuntos abertos disjuntos G, H C C taisque AC G e BC H.
Entao os conjuntos G e H verificam as condigoes do enunciado pois tem-se
ENG=A#9eENH=B+#g.

[

Coroldrio 2 - Seja (K,,) uma sucessao de subconjuntos de C, compactos e

conezos, tal que K,+1 C K, para cada n. Entdo a intersec¢io dos K, também
é um conjunto conexo.
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Demonstragdo. Se a interseccao dos K, for um conjunto desconexo K, o
coroldrio anterior mostra que existem conjuntos abertos disjuntos G,H C C
taisque K CGUH, KNG # @ e KN H # @. Por outro lado, como G U H
é aberto, do coroldrio do teorema 4.6 resulta que para algum indice n se tem
K, CGUH. Eentio K, NG # & e K, N H # &, pelo que o coroldrio 2 do
teorema 5.22 implica que K, nao seja conexo.

|

O coroldrio seguinte traduz um resultado andlogo ao corolédrio 3 do teorema
4.14 para conjuntos fechados mas ndo necessariamente compactos.

Coroldrio 3 - Sejam E,D C C tais que E ¢ fechado, D é aberto e E C D.
Eziste entdo um conjunto aberto G tal que

ECGCGCD.

Demonstrag¢iao. Como C\ D é fechado e EN (C\ D) = @, segue-se que E e
C\ D sao separados. Pelo teorema anterior existem conjuntos abertos G e H
taisque EC G,C\D C He GNH = @. Temos entdo G C C\ H C D, e como
C\ H é fechado temos também Gcc \ H pelo que GCD.

|

Dado um conjunto aberto F, para cada componente conexa C de E os
conjuntos C' e E'\ C séo separados por serem abertos e disjuntos. Se E néo for
aberto esta condicao é em geral falsa como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 5.31 - Sejam E = {0}U{1l/n:n € Z*} e C a componente conexa
de E a que pertence o ponto 0. Entdo C e E\ C nao sdo separados.

Efectivamente, como para cada m € Z* os conjuntos 4,, = {1/n:1<n <m}
e By, = E\ A,, sdo separados, o corolério 2 do teorema 5.22 mostra que C' C B,.
E entdo C' = {0} e como 0 & aderente a E \ {0} segue-se que C e F'\ C nao sio
separados.

No entanto, se F for fechado é vélida uma propriedade de separagao impor-
tante que iremos estabelecer & custa de dois lemas.

Lema 5.32 - Sejam K C C um conjunto compacto e C C K. Seja ainda F a
colecg@o dos subconjuntos fechados de K que contém C e cujos complementares
em K sao fechados. Dado um conjunto aberto D tal que NF C D, existe entdo
um membro de F contido em D.

Demonstra¢ao. Como os complementares dos membros de F formam uma

cobertura de C\ D e portanto do conjunto compacto K N (C\ D), pelo lema de
Heine-Borel existe uma colecgéo finita {F1, ..., £, } C F tal que

KN(C\D)C(C\F)U..U(C\FE,).
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Pondo F = F; N...N F,, temos entao
FC(C\K)UD

e a inclusdo F C K implica FF C D. Ora F' é um subconjunto fechado de K que
contém C, e como a relagéo

K\F=(K\F)U..U(K\F,)

mostra que K \ F' também é fechado, conclui-se que F € F.
|

Lema 5.33 - Sejam K C C um conjunto compacto e C uma componente
conexa de K. Entdo C é a intersec¢do dos subconjuntos fechados de K que
contém C' e cujos complementares em K também sdo fechados.

Demonstra¢do. Seja F a coleccao dos subconjuntos fechados de K que
contém C' e cujos complementares em K também s@o fechados. Em particular
K € F pelo que F é nao vazia, e pondo £ = NF segue-se que C C F C K.
Como C' é uma componente de K, para estabelecer o teorema basta agora
mostrar que E é conexo pois isso exige £ = C.

Supondo por absurdo que F nao é conexo, pelo coroldrio 1 do teorema 5.30
existem conjuntos abertos disjuntos G e G tais que £ C G1 UGy, ENGy # @
e FENGy # @. Como G1 UGs é aberto o lema anterior mostra que existe ainda
um conjunto Cy € F tal que Cy C G1 U Ga, e da relagdo E C Cy resultam as
inclusoes

CCEC(ConG)U(CoNGa).

Dado que GG e G sao separados o mesmo sucede com Co NG e CoNGo, e
o coroldrio 2 do teorema 5.22 mostra que C estd necessariamente contido num
destes conjuntos. Supondo C' C Cy N Gy temos por outro lado

ConNGy=CyN(G1UG2) NGy = (ConNG1NGy) U (ConGeNGh)
e como G e G sdo separados ¢ Cy N Ga NG = @ pelo que
CoNG1=CoNG1 NGy =CoNGi.
Entao Cy N G, é fechado e como o conjunto
K\ (ConGy) = (K\Co) U(K\Gr)
também ¢é fechado, segue-se que Cy N G; € F. No entanto daqui resulta a

inclusdo E C Cy N G4 o que implica £ N G2 = &, contrariamente & hipdtese.
[

Podemos agora provar o seguinte resultado sobre as componentes conexas
limitadas de conjuntos fechados:
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Teorema 5.34 - Sejam F C C um conjunto fechado e C uma componente
coneza limitada de F. Existe entao wm conjunto compacto K C F, cujo
complementar em F é fechado, e tal que C C K.

Demonstragdo. Seja r > 0 tal que C' C B (0,r) e ponha-se M = B(0,7) N F.
Como C' é uma componente conexa do conjunto compacto M, o lema anterior
mostra que C' é a interseccao da coleccao F dos subconjuntos fechados de M
que contém C' e cujos complementares em M também sdo fechados. Entao,
do lema 5.32 resulta agora que existe um conjunto compacto K € F tal que
K C B(0,r), e o enunciado fica provado se se mostrar que F'\ K ¢ fechado.
Temos efectivamente F\K = (F\ M)U(M \ K) e, dado que M\ B(0,r) C M\ K,
é

FAK = (F\M)U(M\B(0,7) UM\ K) = (F\B(0,r)U(M\K).

Como M \ K ¢ fechado o mesmo sucede entdo com F'\ K.
|

O corolério seguinte amplia a conclusao do lema 5.33 e caracteriza as compo-
nentes conexas limitadas de qualquer conjunto fechado.

Corolirio (Sura-Bura, 1941) - Sejam F C C um conjunto fechado e C

uma componente conexa limitada de F. Entao C é a intersecgio dos subcon-
juntos compactos de F' que contém C' e cujos complementares em F sao fechados.

Demonstra¢ao. Atendendo ao teorema anterior existe um conjunto compacto
K tal que C C K C F e F\ K & fechado. O lema 5.33 mostra entdo que
C ¢ a intersecgdo da coleccio Fx dos conjuntos fechados M C K para os
quais C C M e K \ M é fechado. No entanto, como F\ M = (F\ K) U
(K \ M), segue-se que os complementares em F' dos membros de Fy também sdo
fechados. Sendo F a colecgao dos subconjuntos compactos de F' que contém C'
e cujos complementares em F sdo fechados, da inclusdao Fx C F resulta agora

CgﬂfgﬁfK:o

e conclui-se C' = NF.
]

O teorema 5.34 permite-nos estabelecer um resultado cuja importancia se
revelard posteriormente (cf. demonstragdo do teorema 13.16).

Teorema 5.35 - Dado um conjunto aberto D C C sao equivalentes as
sequintes condigoes:

1-C\ D tem alguma componente conexa limitada.
2 - Existe um conjunto compacto K # & tal que K C C\D e DUK ¢é aberto.

37



Demonstragio. Se C\ D tem alguma componente conexa limitada C, o
teorema anterior mostra que existem um conjunto compacto K e um conjunto
fechado F' tais que C C K, KNF =2eC\D = KUPF. Entdo o conjunto
DUK =C\ F ¢ aberto e a condigao 2 ¢ satisfeita.

Reciprocamente, se esta condigdo for verificada, C\ D é a unido de K e
C\ (DUK) que sdo conjuntos fechados e disjuntos. Dado um ponto a € K
e sendo C' a componente conexa de C\ D a que ele pertence, o coroldrio 2 do
teorema 5.22 mostra entdo que C' C K pelo que C' ¢é limitada.

|

Um conjunto aberto D C C diz-se simplesmente conezo se for conexo e C\ D
nao tiver componentes conexas limitadas.

Exemplo 5.36 - Todo o subconjunto de C aberto e em estrela é simples-
mente conexo.

Efectivamente isto resulta da definicao atendendo ao exemplo 5.14 e ao
teorema 5.18.

O conceito de conjunto simplesmente conexo traduz a ideia intuitiva de

conjunto conexo sem lacunas e esta ideia pode formalizar-se definindo lacuna de
um conjunto aberto D C C como uma componente conexa limitada de C\ D.
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6 - Derivagao

Dados D C Ce f : D — C, diz-se que f é diferencidvel num ponto
ce DN D se existir e for finito o limite

i 1) = 1)

z—c zZ—cC

Neste caso o valor do limite representa-se por f’(c) e diz-se a derivada de f em
c.

Exemplo 6.1 - Dado D C R, uma func¢ao f: D — C é diferencidvel num
ponto ¢ sse as fungoes fi = Re(f) e fo =Im(f) forem ambas diferencidveis em

c e tem-se entao )
f(e) = file) +ifs(c).
Efectivamente temos

fO) = fle) _ 1) = file) | fa(t) = fa(c)

+1

D
r— r— = se t€D\|[c}

pelo que a existéncia de f'(c) equivale a existéncia de ambas as derivadas f1(c)

e fi(c), e 6 entdo f'(c) = fi(c) +ifz(c).

Da definicao resulta imediatamente que se f é uma funcao constante em D
ou a fungao identidade de D, entdao f ¢ diferencidvel em cada ponto ¢ € D’ e
tem-se respectivamente f'(c) =0 ou f'(c) = 1.

Dada uma funcdo f : D — C e sendo E o conjunto dos pontos onde f ¢é
diferencidvel, a funcao definida em F por z — f’(2) chama-se a fun¢do derivada
de f e representa-se por f’. Se as funcoes f e f’ forem ambas diferencidveis em
D diz-se que f & duas vezes diferencidvel em D e a derivada f” de f’ diz-se a
derivada de seqgunda ordem de f. Em geral, para cada inteiro n > 0 define-se
a derivada de ordem n de f através das relacdes de recorréncia f(© = f e
flrtl) = (f(”))l. Se f tiver derivada de ordem n em D diz-se que f é n vezes
diferencidvel em D, e se isto suceder para todo o n diz-se que f é infinitamente
diferencidvel em D.

Teorema 6.2 - Sejam D C C e f: D — C. Se f ¢é diferencidvel num
ponto ¢ existe uma fungdo p: D — C, continua e nula no ponto c, tal que

f(2) =)+ (f'(e) +p(2)) (2 —c) se z€D.

Demonstragao. Sendo p a funcdo definida em D por p(c) =0 e

f(z) = f(e)

zZ—C

plz) = ~ /() se z€ D\{c},
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a identidade do enunciado é vélida. Temos ainda lim,_.. p(z) = 0 = p(c) e isto
mostra que p é continua no ponto c.
|

Coroldrio - Sejam D CC e f: D — C. Se f é diferencidvel num ponto
entdo f é continua nesse ponto.

Demonstragdo. Resulta imediatamente do teorema anterior atendendo &
continuidade de p no ponto c.
[

Dados D C C, f : D — C e um ponto ¢ interior a D, diz-se que f é
holomorfa em c se for diferencidvel nalguma vizinhanca de c. Em particular,
se D for aberto e f for diferencidvel em D, entao f é holomorfa em cada ponto
de D e diz-se que f é uma fung¢io holomorfa.

Das definigbes resulta que uma funcéo constante em C e a fungao identidade
de C sao holomorfas.

Nota 6.3 - A func¢ido definida em C por z +— |z|2 é diferencidvel no ponto
0 mas nao é holomorfa nesse ponto pois nao é diferencidvel em nenhum outro
ponto de C. Também a restri¢do desta fungdo a R é diferencidvel como funcao
de varidvel real mas nao ¢ holomorfa em nenhum ponto pois R néo tem pontos
interiores relativamente a C.

Teorema 6.4 - Sejam D CC, f,g: D — C e a,f € C. Se feg sdio
ambas diferencidveis num ponto c entdo a fungio af+pBg também é diferencidvel
em c e tem-se

(af +Bg) () = af'(c) + By'(c).

Demonstragio. Para cada z € D\ {c} temos

af (2) + B9 () = af(c) = Bglc) _ f(z) = f(o) +69(Z) —g(c)

e o enunciado resulta directamente fazendo z — c.
| |

Coroldrio - Dados um conjunto aberto D C C, duas func¢des holomorfas
f,9: D — C e constantes o, 8 € C, a funcao af + Bg também é holomorfa.

Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior e da definigao de
fungao holomorfa.
[

Teorema 6.5 - Sejam D C C e f,g: D — C. Se f e g sao ambas
diferencidveis num ponto c¢ entdo a funcdo fg também é diferencidvel em c e

tem-se
(f9)' (¢) = f(e)d'(¢) + ['(c)g(c).
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Demonstragao. Para cada ponto z € D \ {c} temos

f(2)g(2) = fle)g(e) _ £(2) 9(z) —gle) | f(z) = f(c)

zZ—cC Z—cC zZ—cC

g9(c).

O enunciado resulta agora fazendo z — ¢ e notando que do coroldrio de
teorema 6.2 se deduz lim,_,. f (2) = f(c).
|

Coroldrio 1 - Dados um conjunto aberto D C C e duas fungoes holomorfas
f,9: D — C, entdo fg também é holomorfa.
[

Coroldrio 2 - Para cada inteiro positivo n a fungdo definida em C por
z — 2™ é holomorfa e tem-se

(z") =nz""! se zeC.
Demonstrac¢ao. Resulta imediatamente do coroldrio anterior por indugao em
|
Em particular, combinando o coroldrio anterior com o coroldrio do
teorema 6.4 e usando indugado, conclui-se que toda a funcao polinomial de

varidvel complexa é holomorfa.

Corolédrio 3 - Sejam D C C, f1,....,fn : D — C fungoes diferencidveis
num ponto ¢ e f = fi...fn. Se f nao se anula em c tem-se
fr(©)
i

o) <
o)~ 2= felo)

Demonstra¢ao. Resulta imediatamente do teorema anterior por indugao em

Dada uma fungao f diferencidvel num ponto ¢ e tal que f(c) # 0, chama-se
derivada logarttmica de f em ¢ ao quociente f'(c)/f(c). O coroldrio anterior
traduz assim que a derivada logaritmica de um produto de fungoes é a soma das
derivadas logaritmicas dos factores.

Teorema 6.6 - Sejam D C C e f: D — C. Se f ¢é diferencidvel num
ponto ¢ e f(c) # 0 entdo a fungao 1/f também é diferencidvel no ponto c e

Yo
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Demonstrag¢io. Como f é continua em ¢ e f(c) # 0, existe r > 0 tal que
f(2) # 0 para cada z € B(c,r) N D. Entao, sendo

E={zeD: f(z)#0}

o dominio de 1/f, segue-se que B(¢,7) N D C E e como ¢ € D’ conclui-se que ¢
é também ponto de acumulagdo de E. O enunciado resulta agora de fazer z — ¢
na identidade

f(z; - (f(c) - (z)lf(c) f (ZZ) :g(d se z€ B\ {c}.

Coroldrio 1 - Para cada inteiro positivo n a funcao definida em C\ {0}
por z+— z~™ é holomorfa e tem-se

(z’”)/ =-—nz"! se z€C\{0}.

Demonstracao. Resulta imediatamente do teorema anterior usando o corolédrio
2 do teorema 6.5.
[

Coroldrio 2 - Sejam D CC e f,g: D — C. Se f e g sao ambas diferen-
cidveis num ponto ¢ e g(c) # 0 entdo a fungdo f/g também é diferencidvel em

c e tem-se ,
(i) (c) = f(e)g(e) = fle)g'(c)
g 9%(c) '
Demonstra¢ao. Resulta directamente do teorema anterior usando o teorema
6.5.
|

Coroldrio 3 - Dados um conjunto aberto D C C e duas fun¢des holomorfas
fig: D — C, se g nao for idénticamente nula a fung¢io f/g é holomorfa.

Demonstra¢do. Como g é continua o teorema 3.7 mostra que o conjunto

{zeD:yg(z) # 0}

é aberto. Entdo o dominio de 1/g é aberto e o enunciado resulta agora do
coroldrio anterior.
|

Em particular toda a funcao racional de varidvel complexa é holomorfa.

Teorema 6.7 - Sejam D,E C C,g: D — Fe f: E — C. Segyg
é diferenciavel num ponto ¢ e f é diferencidvel no ponto g(c) entio fog é
diferencidvel no ponto c e tem-se

(fog) (c) = f'(g(c))g(c).
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Demonstragdo. Aplicando o teorema 6.2 & fungdo f no ponto g(c) temos

fg(2)) = flg(e)) = (f'(g(c) + pg(2))) (9(2) = g(c)) se z €D,

em que p é uma funcdo continua e nula em g(c). O enunciado resulta entdo
fazendo z — ¢ na identidade

fg(2)) — flg(c) _ (f'(g(c)) +p(g (z)))w se z€ D\ {c}

zZ—C zZ—C

e atendendo & continuidade de g em c.
|

Coroldrio - Sejam D, E C C conjuntos abertos, g: D — E e f: E — C.
Se f e g sdao holomorfas o mesmo sucede com a func¢io fog.

Demonstra¢ao. Resulta directamente do teorema anterior e da definigdo de
fungao holomorfa.
[

Seja D C C um conjunto aberto e simétrico relativamente a origem. Uma
funcao f : D — C diz-se par ou impar consoante forem vdlidas as relagoes
f(=2) = f(2) ou f(—2z) = —f(2), para todo 0 z € D. Se uma fungao f for par
ou fmpar diz-se ainda que f tem paridade definida.

Exemplo 6.8 - Sejam D C C um conjunto aberto, simétrico relativamente
a origem, e f: D — C uma func¢ao holomorfa com paridade definida. Entao
a funcgdo f' tem paridade oposta a de f.

Efectivamente do teorema anterior resulta, para todo ¢ € D,

(f(=2))oce = —f'(=0).

Basta agora notar que é (f(—z))._, = f'(c) se f for par e (f(—2))._. = —f"(c)
se f for impar.

Teorema 6.9 - Sejam D C C e f: D — C wuma funcdo injectiva. Se f
¢ diferencidvel num ponto ¢, f'(c) # 0 e f=1 é continua no ponto f(c), entio
=1 ¢ diferencidvel em f(c) e tem-se

Demonstragdo. Dada uma sucessao (z,) de pontos de D\ {c} tal que z,, — ¢,
os pontos f (z,) formam uma sucessao de f[D]\ {f(c)} com limite f(c) e isto
mostra que f(c) é ponto de acumulagao de f[D]. Seja entdo (wy,) uma sucessao de
pontos de f [D]\ {f(c)} com limite f(c). Pondo z, = f~! (w,), da continuidade
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de f=1 em f(c) resulta lim 2, = f~! (f(c)) = ¢, e como f (2,) = w, para cada
n, segue-se que (z,) é uma sucessao de pontos de D \ {c}. Temos assim

T (wa) = () —c 1
ST [ R T En R (R Lk
o que estabelece o enunciado.

Teorema 6.10 - Sejam D C C e f: D — C uma fung¢ao com derivada
identicamente nula. Se D for um intervalo de R ou um conjunto aberto e conexo
entao f é constante.

Demonstragdo. Se D for um intervalo de R o exemplo 6.1 mostra que as
fungoes Re(f) e Im(f) tém ambas derivada identicamente nula. Como isto
exige que estas fungoes sejam constantes segue-se que f também é constante.

Suponha-se agora que D é um conjunto aberto e conexo. Dado um ponto
z € D sejar > 0 tal que B(z,7) C D, e para cada w € B(z,r) considere-se a
funcdo ¢,, : [0,1] — D definida por ¢,,(t) = z+t(w —z). Para todo ot € [0, 1]
é entao

(foew) (8) = (f o0u) (1) ¢l () = (f 0 ,) () (w = 2) = 0

e da parte j& demonstrada do teorema resulta que f o ¢,, é constante em [0, 1].
Temos assim f(w) = f (p,, (1)) = f (¢, (0)) = f(z) pelo que f é constante em
B(z,r). Fixado a € D isto implica que os conjuntos

A={zeD:f(z)=fla)} e B={2€D:f(z)# fla)}

sejam ambos abertos. Entao o conjunto conexo D é a uniao dos conjuntos
abertos e disjuntos A # @ e B, e do coroldrio 1 do teorema 5.22 resulta B = &.
E pois D = A e conclui-se que f é constante.

[

Dados um conjunto D C C e uma funcao f : D — C, chama-se primitiva
de f a qualquer funcdo F' : D — C tal que F'(z) = f(z) para cada z € D.
Uma funcao diz-se primitivdvel se tiver alguma primitiva.

Coroldrio - Sejam D C C, f : D — C uma funcdo primitivivel e
Fy: D — C uma primitiva de f. Se D for um intervalo de R ou um conjunto
aberto e conexo, as primitivas de f sao as fungoes da forma Fy+c com ¢ € C.

Demonstra¢ao. Para cada funcao F': D — C da forma F' = Fjy 4 ¢ temos
F' = Fl = f e F ¢ uma primitiva de f. Reciprocamente, se F' é uma primitiva
de f, para cada z € D temos (F(z) — Fo(2)) = f(2) — f(2) = 0 e o teorema
anterior mostra que F' — Fy é constante. m
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Exemplo 6.11 - Dado um intervalo I C R toda a funcio continua
f: I — C é primitivdvel.

Efectivamente as fungoes Re(f) e Im(f) sdo ambas primitivaveis, e sendo Fy
e F5 duas primitivas respectivas segue-se que Fj + iF5 é uma primitiva de f.

Exemplo 6.12 - Dado a € C, para cada inteiro m # —1 a fun¢ao definida
por (z —a)™ é primitivavel e as suas primitivas sio as fun¢ées da forma

(z —a)mt!

+c¢ com ceC.
m+1

O estudo da primitivagao das fungoes da forma (z —a)~! envolve a nogao de
logaritmo complexo e forma uma parte essencial do niicleo da teoria das fungoes
de varidvel complexa.

Uma fungado de varidvel complexa z pode ser tratada como uma fungao de
duas varidveis reais © = Re(z) e y = Im(z). Com esta interpretagdo, dada uma
fungao de varidvel complexa f vamos ver como se traduz para as fungoes de
duas varidveis reais u = Re(f) e v = Im(f) o facto de f ser diferencidvel num
dado ponto interior ao seu dominio.

Sabe-se da Anilise Real que uma funcao ¢ de duas varidveis reais é diferen-
cidvel num ponto (a,b) interior ao dominio sse existirem as duas derivadas
parciais de ¢ nesse ponto e existir uma fung¢ao r, definida no dominio de ¢,
tal que

P(o.9) = olab) = 52 (@.6) (@ = @) + 3 (@.B) (= ) + r(z)

com
r(z,y)

lim
(z,y)—(a,b) \/(CL’ _ a)2 + (y _ b)2

Podemos agora estabelecer o seguinte resultado:

=0.

Teorema 6.13 (Cauchy-Riemann) - Sejam D CC,ce D°, f : D — C,
a =Re(c), b=1Im(c), u = Re(f) e v =1Im(f). Entdao f é diferencidvel no ponto
¢ sse as fungdes de duas varidveis reais u e v forem diferencidveis em (a,b) e
verificarem as relagdes

ou ov ou ov
% (avb) - a_y (avb) e a_y (avb) - 7% (avb) . (61)
Nestas condigoes tem-se
Ju v
1y - ¢ i
file) = 5 (a,0) +ig—(a,b). (6.2)
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Demonstragao. Se f é diferencidvel no ponto ¢ = a + ib temos

u(z,y) — u(a,b) +i(v(z,y) —v(a,b))

_ gt
(x,y)lin(a,b) xr—a-+ Z(y — b) o f (C)
pelo que _
lim u(x, b) — u(a7 b) +1 (U(CL‘, b) — v(a, b)) — fI(C)
r—a Tr—a
€

lim u(a, y) — u(a7 b) +1 (U(aa y) — v(a, b)) — fI(C)

y—b i(y—0b)
Estas duas condicoes implicam a existéncia das derivadas parciais de v e v no
ponto (a,b) e ainda as relagoes

% (0,8) = Re (//(e)), - (a,0) = T (f'(c)
¢ ov , ou /
o (@) = Re(£(0), 5% (@,0) = ~Im (£'(0).

o que estabelece as identidades do enunciado.
Se f é diferencidvel no ponto ¢ o teorema 6.2 mostra também que existe uma
fungao p: D — C tal que

f(z) = f(e) = f(e)(z = ¢) + p(2) (z = ) (6.3)

elim,_.p(z) = p(0) = 0. Pondo 7, (x,y) = Re(p (2) (2 — ¢)) e tomando a parte
real desta identidade obtém-se agora

ou @

u@,y) —u(a,b) = 7o (a.b) (v —a)+ 5-(a,5) (y = b) + 72 (@,y)

€ Como

lim Tz (2,Y) ~ Re (lim‘ p(2) (z — c)> 0
(x,y)—>(a,b) \/(.’,U _ a)2 + (y _ b)2 z—c |Z - C|

conclui-se que a funcéo u é diferencidvel no ponto (a, ). Analogamente, tomando
a parte imagindria da identidade (6.3) resulta que v também é diferencidvel em
(a,b).

Reciprocamente, suponha-se que as funcoes u e v sao ambas diferencidveis
em (a,b) e que as derivadas parciais respectivas verificam as condigdes (6.1).
Temos entao

ou ou

fz) = flo) = F-(ab)(z—a)+ 3y (a,b) (y — b)

ov @

+i <% (a,b) (x —a) + 9y (a,b) (y — b)) +7(2)
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com
,Y)

. r(z
lim
(,y)—(a,b) \/(x —a)?+ (y—b)?

Usando as condigoes (6.1) a expressao de f(z) — f(¢) pode transformar-se em

=0.

@ ov

1) = £10) = (55 (@.0) + 52 @) (=) +1(2

€ como

tim | 7| Z g
z—c| 2 —¢C
resulta ) - f@) o 5
. z)— f(c u .Ov
l’%? = % (a,b)+z% (a,b)

pelo que f é diferencidvel no ponto c.
]

As identidades (6.1) sdo conhecidas por condi¢des de Cauchy-Riemann.

Coroldrio 1 - Seja D C C um conjunto aberto e conexo. Entdao uma fun¢ao
holomorfa f: D — R é constante.

Demonstrag¢io. Como a fungao v = Im(f) é identicamente nula, as condigbes
(6.1) impdem que o mesmo suceda com as derivadas parciais de u = Re(f).
Entao f’ ¢ identicamente nula em D e o enunciado resulta do teorema 6.10.

]

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo e f: D — C
uma fungdo holomorfa. Se |f| for constante entdo também f é constante.

Demonstragao. Se | f| for identicamente nula 0 mesmo sucede com f. Supondo
|fl =a#0, como f=a?/f é&holomorfa, as fungoes

_f+7e
2

f-F
2i

Re(f) Im(f) =

sa0 ambas holomorfas e o coroldrio anterior mostra que elas sao constantes.
|

47



7 - Convergéncia uniforme

Dados um conjunto D C C e uma sucessao de fungoes f,, : D — C, diz-se
que esta sucessao converge uniformemente para uma funcao f : D — C se
para cada d > 0 existir uma ordem k tal que

sup | fn(2) — f(2)] < ¢ sempre que n > k.
z€D

Diz-se que a sucessdo (f,) € uniformemente convergente num conjunto £ C D
se a restricao a F das funcoes f, for uniformente convergente.

Exemplo 7.1 - Sejam D CC e f, : D — C uma sucessio de fungdes. Se
existir uma colecgdo finita de conjuntos {D1, ..., Dy} tal que D = D1 U...UD,,
e (fn) convergir uniformemente em cada Dj, entdo (fn) também converge
uniformemente em D.

Efectivamente, atendendo & definicao de convergéncia uniforme, para cada
6 > 0 existem ordens ki, ..., kp, tais que sup.cp | fn(2) — f(2)| < & sempre que
n > kj;. Pondo k = max{ki,....,kn} e

o = DX Sup [fn(2) = f(2)],

é entdo i, < 0 para cadan > k. Basta agora notar que se tem | f,(2) — f(2)| < p,,
para todo o z € D, pelo que

sup |fn(2) = f(2)] < by, <6 se m k.
zeD

Exemplo 7.2 - Dado D C C, uma sucessdo de fungées f, : D — C
converge uniformente para a funcao f sse existirem uma ordem p e uma sucessao
(En)ps, em Ry tais que lime,, =0 e

sup | fn(2) = f(2)| S en se n=p.
zeD

2

Efectivamente, se (f,) verifica esta condigdo ¢ imediato que a sucessdo
converge uniformemente para f. Reciprocamente, supondo que (f,) converge
uniformemente para f existe uma ordem p tal que sup,¢p | fn(2) — f(2)| < +o00
para cada n > p. Pondo agora

en = sup | fn(2) — f(2)| se n=p,
z€D

define-se uma sucessao (g,,) em R} nas condigdes exigidas.

nzp
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Exemplo 7.3 - Dado D C C, uma sucessao de funcées f, : D — C
converge uniformente sse as sucessoes Re (fn) e Im (fy,) forem uniformemente
convergentes.

Efectivamente basta antender ao exemplo anterior e as desigualdades

[Re (fr) = Re (f)| < [fu — fl, Mm(fn) —Im (f)] < [fn — f]

[fn = fI < Re(fn) = Re (f)[ + [Tm (fn) — Im ()]

Exemplo 7.4 - Dado D C C sejam frn,gn, : D — C duas sucessoes de
fungoes uniformemente convergentes. Se as respectivas fungoes limite forem
limitadas entdo a sucessio produto (fngn) também é uniformemente conver-
gente.

Sejam efectivamente f = lim f,, g = lim g,,, L um majorante de |f| e M um
majorante de |g|. Atendendo ao exemplo 7.2 existem um ordem p e sucessoes
(en) € (0,) tais que

lime, =1limd, =0, sup |fn(2) — f(2)| < en e sup|gn(z) — g(2)| < I, se n > p.
zeD z€D

Dados z € D e n > p temos entao

|fa(2)gn(2) = f(2)9(2)] < [fa(2)gn(2) — f(2)gn(2)| + | f(2)gn(2) — f(2)g(2)]
< e lgn(2)] + Lo,

Como ¢é também

lgn(2)] < lgn(2) — 9(2)| + lg(2)| < en + M
basta agora aplicar de novo o exemplo 7.2, notando que

lim (&, (€, + M) 4+ Ld,) = 0.

Exemplo 7.5 - Dado D C C seja f, : D — C uma sucessao de funcoes
que converge uniformemente para uma funcdo f. Se as funcdes f, nunca se
anulam e inf,ep |f(2)] > 0, entdo a sucessdo (1/f,) também é uniformemente
convergente.

Efectivamente, sendo A = inf.cp |f(2)| e tomando uma sucesséo (e,) nas
condigoes do exemplo 7.2, temos

1 1

En
ACENICIRENAT]

Como é também |f,,(2)| > |f(2)| = |fn(2) — f(2)| > A — &, se n > p, escolhendo
uma ordem k > p tal que €,, < A\ para cada n > k, resulta

se z€D e n>p.

1 1

fa(z)  f(2)

En

S 30—

se z€D e n>k,
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e basta aplicar de novo o exemplo 7.2.

Teorema 7.6 - Dado D C C, uma sucessdo de fungoes f, : D — C é
uniformemente convergente sse para cada 6 > 0 existir uma ordem k tal que
|fm(2) = fn(2)] < & sempre que m,n >k e z € D.

Demonstragdo. Se a sucessao (fy) convergir uniformemente para f, dado
0 > 0 existe uma ordem k tal que sup,cp |fn(2) — f(2)| < 0/2 para cada n > k.
Dado z € D temos por outro lado

|fm(2) = fu(2) [fm(2) = FR) + [f(2) = fa(2)]

<
< sup | fm(2) = f(2)| + sup | £(2) — fu(2)]
z€D zeD

e resulta
|f7n(z) - fn(z)| < 5/2+5/2 =4

sempre que m,n > k.

Reciprocamente, se a condigao do enunciado se verifica, para cada z € D a
sucessao (fn(z)) é convergente. Pondo f(z) = lim f,(z) existe uma ordem k tal
que |fm(2) — fn(2)| < §/2 sempre que z € D e m,n > k. Fixando n e tomando
o limite quando m — o0 resulta assim | f(z) — fn(2)| < 0/2 se n > k, pelo que

sup | f(2) = fu(2)| £6/2 <6 se n>k,
z€D

e a sucessao (f,,) converge uniformemente para f.
|

O teorema seguinte traduz uma aplicacdo caracteristica do conceito de
convergéncia uniforme.

Teorema 7.7 - Dado D C C seja f, : D — C uma sucessao de funcoes
que converge uniformemente para uma fungdao f. Seja ainda (z,,) uma sucessio
de pontos de D e suponha-se que para cada indice n 0 limy,— o0 fr (2m) existe
e é finito. Entdo, pondo ¢, =1imy,— 1 oo fr (2m), a sucessdo (c,) é convergente
e tem-se lim¢,, = lim,, 4o f (2m), ou seja,

e g Fr () =l R ()

Demonstracdo. Atendendo ao teorema anterior, para cada § > 0 existe uma
ordem k tal que |fp(zm) — fq(zm)| < 6/2 para cada m, sempre que p,q > k.
Fazendo m — +o0 resulta |c, — ¢4| < 6/2 < § sempre que p, g > k e isto mostra
que a sucessao (¢, ) é convergente. Pondo A = lim¢,, para todos os valores de
m e n temos agora

If (i) = Al < S (2m) = fu ()| + [fn (2m) — cn| + |en — Al
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Fixado n tal que |c, — A] < d/3 e
sup [f(2) — fu(2)| < 6/3,
z€D

para cada m € |f (zm) — fn (2m)| < 0/3 € portanto

5 Gon) =N < 32+ U o) — el

Por outro lado, como lim,— 4 oo fr (2m) = ¢, pode escolher-se uma ordem k tal
que | fpn (zm) — ¢n| < 0/3 sempre que m > k. Resulta assim

|f(zm)_)\|<(5 se m>k

pelo que limy,—t oo f (zm) = A.
|

Coroldrio 1 - Dado D C C seja fp, : D — C uma sucessio de fungoes
que converge uniformemente para uma funcdo f. Sejam ainda E C D ea € E,
e suponha-se que para todo o n existe e é finito o lingﬁ fn(z). Entao também

existe e é finito o hmz;}g f(z) e tem-se
z

lim f(2) = lim lim fn(2).
z€E z
Demonstragio. Nas condi¢oes do enunciado, para cada sucessdo (z,,) de

pontos de E com limite a existe e é finito o limite

lm fp (2m) = lim fr(2).
e 5

De acordo com o teorema anterior temos entao

mEI—&r-loo f (Zm) = 7Lll>r—|I-100 77L1—1>I—1i’-loo fn (Zm) )

0 que equivale a

lim () = lim_lim £,(2)
Z€E n—too TR

[
Coroldrio 2 - Dado D C C seja f, : D — C uma sucessao de funcoes
que converge uniformemente para uma funcdo f. Se todas as funcoes f, forem

continuas num ponto, entdo f também é continua nesse ponto.

Demonstragao. Resulta directamente do coroldrio anterior tomando E = D.
[
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Dados um conjunto D C C e uma sucessao (un)n>pde aplicacoes de D em

C, diz-se que a série ZZS; un(2) € uniformemente convergente se a respectiva
sucessao das somas parciais

= Z un(z)

n=p

for uniformemente convergente.
E agora imediato adaptar as séries uniformemente convergentes alguns dos
resultados ja obtidos para sucessoes uniformemente convergentes de fungoes.

Exemplo 7.8 - Dados D C C e uma sucessdo (uy), . de aplicagdes de D

n=p
em C, a série Z::; un(z) é uniformemente convergente sse para cada 6 > 0

existir uma ordem k tal que

N
Z un(2)| <d quando N>m>k e z€D.
n=m-+1

Efectivamente a condigdo anterior equivale a |sy(z) — sm(2)] < 0 sempre
que N>m >ke z€ D. Entao, dados m, n > k e pondo N = max {m,n},
isto traduz que a sucessdo das somas parciais da série verifica a condigdo do
teorema 7.6.

Teorema 7.9 - Sejam D C C, (z,,) uma sucessio de pontos de D e

oo P - . ~
::p un(2) uma série uniformemente convergente de aplicagées de D em C.

Se para cada n > p existir e for finito o limite Ay, = limy,— 100 Up, (2mm), entao
a série YT —p An converge e tem-se

+oo +oo

Z Ap, = lim Z Un (Zm),
m— 00

n=p

n=p

ou seja,

—+o0
lim E Un (2m) = E lim  up (2m)-
m— 00 m— 00

n=p n=p

Demonstra¢do. Pondo

z):Zun(z) se N>p

n=p
temos
N
E An E lim  up(zm) = lm sy (zm).
m—-+oo m—-4o00
n=p n=p
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Aplicando agora o teorema 7.7 & sucessao (sy ) resulta entdo que a série Z;Zj, An
converge e que

Z)\n: lim lim sy (zp)= lim lim sy(z,)= Ilim Zun(zm)

N —+00 m—+00 m—+00 N—+o0 m——+00

Coroldrio 1 - Dado D C C seja Z »Un(2) uma série uniformemente

convergente de aplicagées de D em C. Sejam ainda EC D ea € E, e supo-
nha-se que para todo o n existe e é finito o limite de u,(z) quando z — a por
valores em E. Entao, para a funcao soma da série também existe e € finito esse

limite, e tem-se
+oo +oo
lim 3 () = 3 Jim (2
z€EE n=p n=p 2€E

Demonstra¢do. Pondo

z):Zun(z) se N>p

temos

hm sn(z E hm un (2

ZGE n=p zEE

e como a sucessao (sy) converge uniformemente para a fungdo soma da seérie,
do coroldrio 1 do teorema 7.7 resulta

lim E = lim lim E hm
zZ—a Un(z) N~>+oo z—>a SN u”
zeFE n=p zeFE n=p ZEE

Coroldrio 2 - Dado D C C seja 3,°° »Un(2) uma série uniformemente
convergente de aplicagées de D em C. Se cada fungdo wu, for continua num
ponto entao a soma da série também é continua nesse ponto.

Demonstragdo. Resulta directamente do coroldrio anterior tomando F = D.
|

O teorema seguinte traduz o critério mais comum para a convergéncia
uniforme de séries.

Teorema 7.10 (Critério de Weierstrass) - Sejam D C C e (uy),,,, uma
sucessao de aplicacoes de D em C. Se existirem uma ordem q > p e uma série

convergente I_ Cn, de termos nao negativos, tais que

|un (2)| < ¢, sempre que n > q e z € D,
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entio a série Z::) un(2) é uniformemente convergente.
Demonstracao. Como

—+o0
lim )" ¢, =0,
m——+o0

n=m+1

dado & > 0 existe uma ordem k > ¢ tal que

+oo
Z cp, <6 se m>k.
n=m-+1
Temos entao
N N N +o0
Z un(2)| < Z lun(2)] < Z en < Z cn <0 se N>m>k
n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1

e a convergéncia uniforme da série resulta directamente do exemplo 7.8.
[

Para séries cujo termo geral envolve uma sucessao dupla de complexos podemos
agora estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 7.11 - Dada uma sucessio dupla de complexos (tmy)

m,n>p Supo-
nha-se que existem uma ordem q > p e uma série convergente Zzif] Cn, de

termos nao negativos, tais que
|umn| <c, s¢ m=2p e n=>gq.

Se para cada m > p existir e for finito o limite Ay, = limy,— 400 Umn €ntdo a
L. +oo
série ), An converge e tem-se

+oo +oo
lim Zumn = Z im Uy
m——+00 m—-+00
n=p n=p

Demonstrag¢do. Sendo (Un)n>p a sucessao de fungoes definidas no conjunto
D={keZ:k>p}

POr Uy (M) = Umn, O critério de Weierstrass mostra que a série ZIS; Up(m) é
uniformemente convergente. Pondo agora z,, = m se m > p, a sucessao (z,)
é uma sucessio de pontos de D e tem-se Uy, (2;,) = Umn. O enunciado resulta
entao directamente do teorema 7.9.
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Exemplo 7.12 - Se m € Zte m > 2 tem-se

—+o0

lim =1.
m—+o00 nm
n=1

Efectivamente, para cada inteiro m > 2 é
1 1
— < — se n>1.
n™ — n?

Como a série Z 1/n?converge, aplicando o teorema anterior temos entdo

n=1

lim Z =
m*,+oo n7n m~>+oo nm
O teorema anterior conduz a um resultado sobre a permutagao dos simbolos
de série que é andlogo ao teorema de Fubini para integrais.

Teorema 7.13 - Seja (Umn) uma sucessao dupla de complexos e supo-

m,n>p
nha-se que
+o0o +oo
E E [trmn| < 4o00.
n=pm=p
Entao as séries Z;ff +°° » Umn € oo +°° » Umn 5G40 ambas convergentes
=p n=p
e tem-se
+oco 400 400 +o0
DD tmn =D e
m=pn=p n=p m=p

Demonstragdo. Pondo

E umn

m=p

+oo
Cn = Z |unm| )
m=p

para cada M > p temos

M +o0
|5Mn| < Z |umn| < Z |umn| =Cn
m=p m=p

Como a série Zn ¢, converge, aplicando o teorema anterior a série Zn_ SMn
resulta entao

+oco M +o00 M +oo +oo
lim g E U, = g lim g U :E g U
M*){»OO mn M~>+oo mn mn
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e basta agora notar que

+oco M M 4o +o00 +oo
lim g E Umn = lIm g E T—— g E U -
n=pm=p m=pn=p m=pn=p

Ainda como aplicacdo do teorema 7.11 provaremos um resultado geral sobre
o produto de séries.

Teorema 7.14 (Mertens) - Dadas duas séries complexas convergentes
+o0 +o0 . ~ .
YonsoUn € > 20 Uy, seja (wy) a sucessao definida por

n

Wy, = g UkUp—k Se n > 0.
k=0

Se a série Z:z% u, for absolutamente convergente entdo também Z;Z% Wy,

converge e tem-se
+oo +oo +oo
§ Wy = § Unp § Un

Demonstragao. Pondo V,, = ZZ:O v para cada n > 0, temos

m m n m m—k m
E Wy, = E E UpVp—f = E URUp = E Ug, E Uy = E U Vin—k
n=0 k=0 n=0 k=0

n=0 k=0 k+n<m
e portanto
m +oo
§ Wn = § UkTmk
n=0 k=0
com

Tmk = Vin—k s¢ 0<k<m e 7, =0 se k>m.

Sendo L um majorante da sucessao (|V,|) é entéo
[ukTmi| < L lugl,

e como Y720 L |uy,| converge, do teorema 7.11 resulta

—+o0 —+o0 —+o0 —+o0

E wy, =  lim E UETmk = E up lim 7, = E up lim Vi, _g.
m—-+o0 m—-+o0 m——+o0o

n=0 k=0 k=0 k=0

Temos finalmente

m—Fk +o0
lim V,,_x= lim E ”U.,L:E Vp. N
m—-+o0 m——+oo

n=0 n=0
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Nota 7.15 - No teorema anterior nao se pode dispensar a convergéncia
absoluta de uma das séries Zn —o Un OU Zn o Un- Efectivamente, tomando

—1\)"
un:vn:( ) se n >0,

vn+1

para o termo geral da série produto 3% w,, ¢

Z\/k‘+1\/n—k‘+ zz \/ +1:1

k=0

o que implica a divergéncia desta série.
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8 - Séries de poténcias

Dado um numero complexo a chama-se série de poténcias de z — a a toda a
série da forma
+o00o
Z cn(z—a)"
n=0

em que (¢,) é uma sucessdo de nimeros complexos que se dizem os coeficientes
da série. Pondo
+o00
@)=Y ez —a)"
n=0
define-se uma funcao da varidvel complexa z cujo dominio é o conjunto dos
valores de z para os quais a série converge.

Exemplo 8.1 - Um polindmio em z cujo grau nao excede m é uma série de
poténcias de z que tem nulos todos os coeficientes de ordem superior a m.

Exemplo 8.2 - A série de poténcias Z;Z% z" define a funcao f de dominio
B(0,1) dada por

Efectivamente, se |2| > 1 entdo |z|" - 0 logo 2" - 0 e a série diverge.
Supondo |z| < 1 temos

+oo m 1— Zm—i—l
E 2" = lim Zz" = lim
m—-+o0o m—+oo 1 — 2
n=0 n=0
1 L )
Como [z | = |2 — 0 & limp, 0o 2™+ = 0 e Obtém-se

+oo
1
d o= : (8.1)
oy 1—-=2
Exemplo 8.3 - Dado a € C\ {0} tem-se

+oo
1 (=D n
> - Z qn+1 (z—a)" se |z—a| <|al. (8.2)

n=0
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Efectivamente, tomando z tal que |z — a| < |a|, do exemplo anterior deduz-se

+o00 n —+o0
1 1 1 1 1 z—a (71)n .
;a—i-(z—a)gl—i—%E%( a > :Z an—i—l(zia)'

n=0

Atendendo ao exemplo 8.1 vemos que as funcoes representadas por séries
de poténcias de z constituem uma generalizacao das fungoes polinomiais. O
teorema seguinte d4 informacao sobre o dominio deste tipo de fungoes.

Teorema 8.4 - Dados a € C e uma série de poténcias Z:i% e (z—a)",
seja
1 el
m |Cn|1/’n

0, +00]. (8.3)

~

Entao a série é absolutamente convergente se |z —a| < R e divergente se
|z —al > R.

Demonstragao. Dado z € C tal que |z —a| < R ¢é
m <|cn|1/" 2 — a|> = |z —a|Tm|e, V" < 1
e tomando r que verifique a condigao
lim (|cn|1/n |z — a|) <r<l1

existe uma ordem k tal que

1/n

len| ™z —al <r se n>k.

Temos entao
len (z—a)"| <™ se n>k,

e como a série Y20 7 converge segue-se que Y, 7% ¢, (2 — a)" & absolutamente
convergente.
Se z é tal que |z — a| > R temos

Tm (|cn|1/" |z — a|) >1
e existe uma sucessao da forma
N e L]
cujo limite excede 1. A partir de uma certa ordem ¢é entdo

lca, (2 =)™ = 1

pelo que ¢, (z — a)" ndo tem limite nulo e .7 ¢, (2 — a)" diverge. m
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A relagdo (8.3) é conhecida por formula de Cauchy-Hadamard. O parametro
R diz-se o raio de convergéncia da série de poténcias e o conjunto B(a, R)
diz-se o circulo de convergéncia desta série. No caso particular R = +o00 a série
é absolutamente convergente para todo o z € C e a fungao que ela define tem
dominio C.

O teorema seguinte permite determinar o raio de convergéncia de uma série
de poténcias em muitos casos de interesse prético.

Teorema 8.5 - Dados a € C e uma sucessao (c,,) de complexos nao nulos,
se existir o limite

lim

Cn+1

o raio de convergéncia R da série Z;Z% ey (z—a)" é dado por

Cn

R =lim

(8.4)

Cn+1

Demonstra¢ao. Dado z € C tal que

) c
|z —a| < lim |——
Cn+1
ou é z = a e a série converge, ou entao
n
. c : cn(z—a
1 <lim|——————| =lim n )n+1
cnt1 (2 — a) Cnt1 (2 —a)
pelo que
n+1
. Cp+1 (2 —a
lim M <1

cn (z—a)

e o critério da razio mostra que a série Y% |¢,, (2 — a)"| converge. Por outro
lado, se z verifica a condigao

|z —a| > lim S
Cn+1

existe uma ordem k tal que

Cn

<l|z—al se n>k.

Cn+1

Temos assim

len (2 — a)"] < |eng1 (z—a)" | se n>k
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pelo que a sucessao |c, (z —a)"| é estritamente crescente para n > k. Entao
n P +o0o noq.
cn(z—a)" »0easérie ) "~ c,(2—a)" diverge.
|

Nota 8.6 - O teorema anterior resulta directamente do teorema 8.4 se se
souber que a existéncia de lim |¢,, /¢,41| implica a relagéo

1/n — lim Cn+1

lim | ¢y, |

n

Efectivamente, dado A > lim|c,,41 /¢, | existe uma ordem k tal que

c
Ll o\ se m > k.

Cm

Multiplicando estas desigualdades com k < m < n obtém-se |, /cip| < A" 7F

pelo que
1/n
len| ™ < A lex] !
n Ak )

e fazendo n — +oo resulta Iim |¢,, |'/"

isto exige

< A. Como A > lim |¢p41/¢p] € arbitrario,

m|cn|1/" < lim Cntl

mn

Um raciocinio andlogo tomando A < lim |¢,,41/¢,| conduz a

lim [e,, [V > Tim | 2L

mn

e conclui-se a relagao lim |cn|1/" =lim |¢p41/cnl-

O teorema seguinte descreve o comportamento assimptético da fungao repre-
sentada por uma série de poténcias de z — a nas vizinhangas do ponto a.

Teorema 8.7 - Dado a € C seja f a funcdo definida por uma série de
A - +oo n . A . .- . .
poténcias Y~ cn (2 —a)" com raio de convergéncia positivo. Para cada inteiro
m > 0 tem-se entao

m

f(z) = ch (z—a)"+0O ((zfa)erl) (z—a).
n=0

Demonstra¢ao. Sendo R o raio de convergéncia da série temos

m +oo
f(z) = Z en(z—a)" +(z—a)"t" Z co(z—a)" ™! se z¢€ B(a,R)
n=0 n=m+1
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e escolhendo r tal que 0 < r < R é também

—+o0 —+o0
Z cn(z —a)" M7 < Z len| "™ € RY se z € Bla,r)
n=m+1 n=m-+1

o que estabelece o enunciado.
[

Coroldrio - Dado a € C seja f a fungdo definida por uma série de poténcias
S e, (2 —a)" com raio de convergéncia R > 0. Para cada inteiro m > 0 tal
que Cpy1 # 0 tem-se

m

f@) = enz=a)" ~ e (=)™ (2 =) .

n=0

Demonstracao. Aplicando o teorema anterior com m + 1 no lugar de m,
quando z — a temos

f(z) — Z n(z—a)" = cemy1(z—a)"T 40 <(z - a)m+2>
n=0

O(z—a
e (z—a)™t! (1 + g) ,
Cm+1

e como lim,_,, O(z —a) = 0 é entdo

im (14 25— 1,

z—a Cm+1

Teorema 8.8 - Uma série de poténcias é uniformemente convergente em
todo o conjunto compacto contido no interior do seu circulo de convergéncia.

Demonstracio. Dados a € C e uma série de poténcias Y% ¢, (2 — a)" com
raio de convergéncia R > 0, seja K C B(a, R) um conjunto compacto. Pondo

r=max{|z—a|:z€ K}
é r < R pelo que a série Z:i% |en| r*converge. Atendendo a relagao
len (2 —a)"| <|en|r™ se 2z € K,

o enunciado resulta agora directamente do critério de Weierstrass.
|

O teorema anterior associado ao coroldrio 2 do teorema 7.9 mostra que as
fungdes definidas por séries de poténcias sdo continuas no interior do respectivo
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circulo de convergéncia. Estas fungoes apresentam no entanto propriedades de
regularidade muito mais fortes que iremos agora estabelecer.

Dada uma série de poténcias Z;Z% ¢n (z —a)", derivando o seu termo geral
obtém-se a série

+o0 too
nen (z—a)" "t = Z(n +1)cny1 (2 —a)”
n=1 n=0

que se chama a série das derivadas da série inicial. E vélido o seguinte resultado:

Teorema 8.9 - Uma série de poténcias e a respectiva série das derivadas
tém o mesmo raio de convergéncia.

Demonstracio. Dados a € C e uma série de poténcias 320 ¢, (z — a)", a
respectiva série das derivadas tem a mesma natureza da série

+oo
Z ne, (z —a)" .
n=0

Como é

Tim |nen V™ = lim n/™Tim |e,| /™ = Tim |en |/

o enunciado resulta agora da relacgao (8.3).
|

s_» ;o A - o0 n
Corolério - Dados a € C e uma série de poténcias Y., 2% cq (2 — a)" com
raio de convergéncia R, para cada inteiro m > 1 a série

+oo

Z nn—1)..n—m+1ec, (z—a)""™

n=m
tem também raio de convergéncia R.
Demonstra¢do. O enunciado é imediato por indu¢do em m, notando que a
série das derivadas da série de poténcias

—+o0

Z nn—1)..n—m+1)c,(z—a)"™™

n=m

é a série
—+o0
Z n(n—1)...(n —m)e, (z—a)" """,
n=m-+1
| ]

O teorema seguinte traduz que a derivada de uma série de poténcias é
representada pela respectiva série das derivadas como se de uma soma finita se
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tratasse. De um modo geral, quando uma série de fungoes tem esta propriedade
diz-se que a sua derivada se pode calcular por derivacdo termo a termo.

Teorema 8.10 - Dado a € C seja f a fungdo definida por uma série de

poténcias 1% ¢, (2 —a)" com raio de convergéncia R > 0. Entdo f ¢é diferen-
cidvel em todo o ponto interior ao seu circulo de convergéncia e tem-se

'"(2) = chn (z—a)""" se |z—a| <R

Demonstragio. Dado zg € C tal que |29 — a| < R, o teorema anterior mostra

que a série
+o00
n—1
E neg, (20 — a)
n=1

é convergente. Tomando r > 0 que verifique a condigdo r < R — |z9 — a|, para
cada h € Ctal que 0 < |h| < r ¢

|20 +h—al<|z0—a|+7r <R

e f estd definida no ponto zy + h. Sendo

@(ZO,h):f(ZOJrh chn (20 —a)"™ !

temos entao

+oo n n
¢ (20, h) ch<(zo “h)h (0 — a) n(zoa)”l) se 0 < |h| <7,

n=1

e pondo wy = zg — a deduz-se

= (wo +h)" —wh 1
o oo I < 3 el [L0E RV 208 i) g < <
n=1
(8.5)
Temos por outro lado

(U}() + h‘)n — w()L _ n—1
h

n

n _ _

(k’)hk 1w3 k —nwj~ 1
k=1

Z )|h|k 1 |’IL k
k=2

h n
< (g 1)

N
=
(]

N
> 3
N———
=3
ES
5

g

S
3
£
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Como |wg| + r < R, a série Z:z cpw™converge absolutamente quando
w = |woy| + r. De (8.5) resulta entéo

h | ISR
f(z0+h) chn zo—a ! S_QZ |cn] |w0|+7“)

se 0 < |h| < r, e tomando o limite quando h — 0 obtém-se o enunciado.
]

Corolario 1 - Dados a € C e uma série de poténcias Y15 ¢, (2 —a)" com
raio de convergéncia R > 0, seja f a func¢do que ela define no interior do seu
circulo de convergéncia. FEntdo f é primitivdvel e as primitivas de f sdo as
funcoes F da forma

(o]
Z):CJrz:nC_tl(Z—a)"Jrl se |z—a| <R,
n=0

em que c € C.

Demonstra¢do. Como a série inicial é a série das derivadas da série que
define F', segue-se que esta tultima série tem também raio de convergéncia R.
Atendendo ao teorema anterior temos entdo F'(z) = f(z) para cada z tal que
|z —a| < R e basta agora aplicar o coroldrio do teorema 6.10, notando que o
interior do circulo de convergéncia da série é um conjunto aberto e conexo.

[

Coroldrio 2 - Dado a € C seja f a fungdo definida por uma série de
poténcias Y% ¢, (z—a)" com raio de convergéncia R > 0. Entio f é
infinitamente diferencidvel no interior do circulo de convergéncia da série, e
para cada inteiro m > 0 tem-se

+o00o
f(’”)(z) = Z n(n—1)..(n—m+1)c, (z—a)""™ se [z—a| <R.

n=m

Demonstracdo. O enunciado resulta imediatamente por inducdo em m
usando o teorema anterior e o coroldrio do teorema 8.9.
]

Coroléario 3 - Dado a € C seja f a funcdo definida por uma série de
poténcias ZISE) en (2 — a)” com raio de convergéncia positivo. Para cada n > 0
tem-se entao necessariamente

Cp =

f(a)

n!
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Demonstracao. Atendendo ao coroldrio anterior, para cada inteiro m > 0 a
expressio de f(™) conduz directamente a

£ (@) = mley,.
|

Dados a € C e uma fungao complexa f infinitamente diferencidvel em a, a
série de poténcias
—+o0
f(a) n
> (z—a)
n!
n=0
diz-se a série de Taylor de f relativa ao ponto a, ou em torno do ponto a. No
caso particular a = 0 esta série diz-se a série de Maclaurin de f.
O coroldrio anterior mostra assim que a unica série de poténcias de z —a que
pode representar uma fung¢ao nalguma vizinhanga de a é a sua série de Taylor
relativa a esse ponto.

Exemplo 8.11 - Dado um polinémio complexo P cujo grau nao excede m,
para cada a € C tem-se

P(z) = i %)'(a) (z—a)" se zeC. (8.6)
n=0 ’

Efectivamente, partindo de uma expressao de P(z) na forma

e fazendo a mudanga de varidvel w = z — a, verifica-se que existem constantes

Cp, ..., Cyy, tais que
m m
P(z) = Z cpw™ = Z en(z —a)™.

n=0 n=0

Como esta ultima soma é uma série de poténcias de z — a com todos os
coeficientes nulos a partir da ordem m + 1, o coroldrio 3 do teorema anterior
mostra que se tem necessariamente

P™(a)

Cp = |
uz

para cada n € {0,...,m}. Este resultado é conhecido por férmula de Taylor para
polindomios.

Dadas duas séries de poténcias de z — a que tomem os mesmos valores

numa certa vizinhancga de a, o coroldrio 3 do teorema 8.10 mostra que elas sao
necessariamente idénticas pois coincidem ambas com a série de Taylor relativa
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ao ponto a da fungdo que elas representam nessa vizinhanga. Este resultado
pode ainda ser substancialmente generalizado.

+oo

Teorema 8.12 (Principio das identidades) - Sejam Y% a, (z —a)" e

S by, (2 — a)" duas séries de poténcias. Se a igualdade

+oo +oo
Zan (z—a)" = an (z—a)"
n=0 n=0

for wvdlida em todos os pontos de um conjunto que temha a por ponto de
acumulagado, as sucessoes (ay) € (by) sdo idénticas.

e an (z—a)"
e Y% b, (2 —a)" tém o mesmo valor. Como a & ponto de acumulagio de E
existe uma sucessio (z,,) de pontos de E \ {a} tal que lim z,,, = a. Suponha-se
agora que para algum n > 0 se tem a,, # b, e seja k 0 menor inteiro nestas
condigoes. Temos entao

Demonstragao. Seja E o conjunto dos pontos onde as séries >

400 —+o0
0="> (an—bn)(zm—a)" = (an—bn) (zmn — )"
n=0 n=k
pelo que
400
Z (an - bn) (Zm - a)nik‘ = 07
n=k
ou seja,
+oo
> (tnsk = bogi) (2m — )" = 0.
n=0

Sendo f a funcao definida pela série

+oo

Z (a"IH—k‘ - bn—i—k) (Z — a)"

n=0

é assim f (z,,) = 0 para todo o m > 0 donde vem, atendendo & continuidade de
fem a,

f(a) =lim f (z,) =0.

No entanto, da definigdo de f resulta f(a) = ar — by e isto exige ar = by,
contrariamente a hipdtese.
[

Coroldrio - Seja f a funcao definida por uma série de poténcias Z;Z% Cn2"
com raio de convergéncia R > 0. Para cada indice m > 0 tem-se entdo
Com+1 = 0 se f for uma funcdo par e conm =0 se f for uma fungdo impar.
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Demonstra¢ao. Como é

+oo
f(=2)= ch(fl)”z” se z € B(0,R),

n=0

supondo f par temos entao

—+o0 —+o0
E cpz" = E en(=1)"2"
n=0 n=0

para todo o z € B(0,R) e do teorema anterior deduz-se ¢, = (—1)"¢c,, 0 que
implica ¢, = 0 se o indice n for impar.

Analogamente, se f for impar deduz-se —¢,, = (—1)"¢, e portanto ¢, = 0
para cada indice n par.

|

Dada uma funcgao f definida por uma série de poténcias de z — a com raio
de convergéncia positivo, para cada ponto w interior ao circulo de convergéncia
pode formar-se a correspondente série de Taylor

R (O]

w

> e,
n=0 !

e pbe-se o problema de saber se f ainda é representada por esta série nalguma

vizinhancga de w. O teorema seguinte mostra que esta questao tem uma resposta

afirmativa.

Teorema 8.13 - Dado a € C seja f a fungdo definida por uma série de
poténcias 320 ¢, (2 —a)" com raio de convergéncia R > 0. Para cada ponto
w interior ao circulo de convergéncia da série tem-se

X0 (w)

fe)=> =

k=0

(z—w)* se |z—w|+|w—al <R

Demonstragio. Dado um ponto w € C tal que |w — a| < R e atendendo ao
coroldrio 2 do teorema 8.10, para cada inteiro k > 0 temos

+oo

FO @) = nln—1).(n—k+1)e, (w—a)" ™.

n==k

Tomando z tal que |z — w| + |w —a| < R e pondo h = z — w & entdo

+oo
f(k]l'(’w) Bk — Z e, (Z) hk(w _ a)n—k', (8.7)

n==k
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ou seja,
—+o0
k Z
= Cn€kn
n=0

comeg, =0se0<n<ke

Ekn = (Z) RE(w —a)"™* se n > k.

Temos agora

+o0 400 too
S fencinl = Z|cn| Z( )i o=l = 3 el ]+ o = )"
n=0

n=0 k=0
e como |h| 4+ |w —a| < R, a série

+oo

> leal (1] +w —a])"

n=0

converge. O teorema 7.13 permite entao escrever

“+o00 +o0o “+o00 +oo
§ § Cn€kn = § § Cn€kn
k=0n=0 n=0 k=0

e de (8.7) resulta

+Zoof( ) (w
k=0

f%é( ) —a)" ",

n=0 k

ou seja,

ch (h+w—a)" chzfa = f(z).

n=0

Coroldrio - Dado a € C seja f a func¢do definida por uma série de poténcias
Z:i% cn (2 —a)" com raio de convergéncia R > 0. Para cada w € C tal que
|lw —a| < R seja ainda p(w) o raio de convergéncia da série de Taylor de f em
torno de w. Temos entio p(w) = +00 se R=+o0 e

—|w—a|l <p(w) <R+ |w—al se R<+o0.

Demonstra¢do. Se R = +00 o teorema anterior mostra que a série de Taylor
de f relativa a w converge para todo o z € C, pelo que p(w) = 4+00. Supondo

69



R < 400 0 teorema anterior mostra ainda que se tem p(w) > R—|w — a|. Além
disso, ou é p(w) < |w—a|] < R+ |w — al, ou o ponto a pertence ao circulo de
convergéncia da série de Taylor de f relativa a w. Neste dltimo caso, aplicando
de novo o teorema anterior com w no lugar de a deduz-se R > p(w) — |w —al e
a desigualdade p(w) < R+ |w — a| permanece viélida.

]

O teorema seguinte mostra como produto de duas séries de poténcias d&
origem a uma nova série de poténcias.

Teorema 8.14 - Dado a € C sejam Y, %5 a, (2 —a)" e 3,25 b, (2 — a)”
duas séries de poténcias com raios de convergéncia positivos Ry e Ry. Sendo
(cn) a sucessdo definida por

n
Cp = E arbn_ se n >0,
k=0

tem-se entao

+o0 400 +oo
Zan(zfa)”an (z—a)" = ch (z—a)" se |z—al <min{R;,Ra}.
n=0

n=0 n=0

Demonstracdo. Como ambas as séries 3.7 a,, (z —a)" e 3.7 b, (2 — a)"
sdo absolutamente convergentes quando |z —a] < min{R;, R}, o enunciado
resulta directamente do teorema 7.14.

[

Coroldrio 1 - Dado a € C seja Y.,%5 ¢, (2 — a)" wma série de poténcias
com rato de convergéncia R > 0. Para cada inteiro m > 1 temos entdo

+oo
Z cn(z—a)"
n=0

m

—+o0
:men(z—a)" se |z—a| <R,

n=0

Pmn = E Cky++-Chk,p -

k4 +hm=n

com

Demonstracao. Resulta do teorema anterior por indugao em m, notando que

se tem
n

Pm+1,n = § PmkCn—k = § PmkCj.

k=0 k+j=n
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Coroldrio 2 - Seja Z:i% anz™ uma série de poténcias com raio de
convergéncia R > 1. Pondo A, = ZZL:O an para cada m > 0, temos

1 +oo +oo
T2 Zanz” = ZAnz" se |z| < 1.
—F n=0 n=0

Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior usando o resultado
do exemplo 8.2.
|

O corolério anterior pode ser usado na demonstracao de um resultado central
da teoria das séries de poténcias, conhecido por teorema de Abel.

Teorema 8.15 (Abel) - Seja Z::(’) anz™ uma série de poténcias com raio

de convergéncia R = 1 e suponha-se que a série Z;Z% an converge. Se t € 10,1]
tem-se entao
+oo +oo
Z an, = lim Z ant™.
t—1
n=0 n=0

Demonstracdo. Para cada m > 0 ponha-se

+oo
Tm = E Qnp,

n=m-+1

eseja a = Y a,. Temos entdo a — 1, = S, an e do coroldrio anterior
resulta

1 —+o0 —+o0 1 —+o0
13 Zant” = Z(a—rn)t" =T~ Zrnt” se t€]0,1].
n=0 n=0 n=0

Obtém-se assim

+o0 +oo
Zant" —a=—(1-1) Zrnt"
n=0

n=0

e portanto

—+o0
E ant” — o
n=0

Por outro lado, como limr, = 0, para cada § > 0 existe uma ordem p tal
que |r,| < /2 se n > p. Temos entdo

+oo
S@=t)) ralt™. (8.8)
n=0

+oo 5 +oo 5 400 5
E o< Z § o< = E A —
Il = 5 <3 2(1—¢)
n=p+1 n=p+1 n=0
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e resulta

+o00o p 5 p 6
(1*t);|rn|t < (17t)7;)|rn|t +§ < (17t)7;)|rn|+§.

Pondo ,
A= Z |7"n| )
n=0

de (8.8) deduz-se agora

—+o0

Zant" -«

n=0

<(1—t)>\+g

pelo que

1
0 1—-—=<t<1
<6 se oy <t<1

+o0
E apt” — a
n=0

o que estabelece o resultado pretendido.
[

Coroldrio - Sejam D CC, f: D — C e a € D, e suponha-se que existe
uma série Y, 2% ¢, (2 —a)" com raio de convergéncia R € RT tal que

+oo
flz)= ch (z—a)" se |z—a|] <R.

n=0

Se f for continua num ponto z € Cla,R) N D e St ¢, (20 —a)" for
convergente, tem-se entao também

+oo
[ (z0) = ch (20 —a)".

n=0
Demonstragio. Pondo wg = 29 — a € |wg| = R pelo que a série

+oo

S (eawf) 2"

n=0

tem raio de convergéncia 1. Atendendo & continuidade f no ponto zy e ao
teorema anterior é entao

400 400 400
f(z0) = lim_f(a+wot) = lim > cawpt" = %cnw(f =Y culzo—a)"

n=0 n=0
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Dados a € C e uma fungao f definida por uma série de poténcias de z — a,
o0 teorema seguinte mostra como a fungdo 1/f se pode desenvolver numa série
de poténcias do mesmo tipo.

Teorema 8.16 - Dado a € C seja Z;Z% an (z —a)" uma série de poténcias
com raio de convergéncia R > 0 e tal que a9 # 0. Sendo (b,) a sucessio
definida por

1 1 <
bop=— e bn:——Zakbn r se n>1,
ao ao
k=1
e
1/n
A=sup | |— < 400
n>1 ao
tem-se
Jiob (z—a)" L se |z—a|<i
n=0 ! :j) an (Z - a)n 2\

Demonstragao. Dado r € |0, R[, como a série

converge, a partir de uma certa ordem m é

% T'n S 1
ap
pelo que
1/n
n 1
— <—-—sen>m
ap r

. ~ 1 T
e isto mostra que a sucessdo |a,/ag) /™ & limitada. Sendo A o supremo do
conjunto dos termos desta sucessao temos assim

n
bal <>
k=1

e por indugao resulta imediatamente

n
|bn—k| < Z)\k |bn—k| se n>1
k=1

ag
ao

bu

< (2\)" se n>0.
bo

E entdo
by (2 = a)"| < [bol (2X |z — a])"

73



e dado que a série
—+o0

S Ibol 2]z — a])”

n=0

converge se 2\ |z — a| < 1, conclui-se que a série

+o00o
Z by (z —a)"
n=0

¢ absolutamente convergente se |z —a| < 1/2A\.
Como da defini¢ao dos b, resulta

n
agbp =1 e Zakbn_k. =0 se n>1,
k=0

o teorema 8.14 mostra que

+oo “+o0
Zan(z—a)”an (z—a)" =1 se |z—a| <min{R,1/2\}.
n=0 n=0

Temos no entanto R > 1/2\ pois da desigualdade

1/n

|an|1/n < |ao| Ase n>1

resulta o
lim |an|1/n <A

e do teorema 8.4 conclui-se R > 1/\.
|

O resultado seguinte é uma consequéncia directa deste teorema:

Coroldrio - Dado a € C seja f a fungdo definida por uma série de poténcias
de z — a com raio de convergéncia positivo. Supondo f(a) # 0, existem R >0
e uma série de poténcias Z;Z% cn (2 —a)" tais que

1 —+Zooc (z—a)" se |z—a| <R
= » .
7G) 2

O teorema seguinte mostra como se pode fazer a composicao de fungoes
definidas por séries de poténcias.

Teorema 8.17 - Dados a,b € C sejam f e ¢ as fungdes definidas
respectivamente por duas séries de poténcias da forma

+oo too
Z Qnp (Z - a)n e Z b’n (Z - b)n )
n=0 n=0
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com raios de convergéncia positivos Ry e Ro. Supondo f(a) = b, para cada
ponto z € C que verifique as condi¢oes

“+o0
|z—al <Ry e Z|an||z—a|n < Ry
n=1
tem-se
+oo n
¥ (f(z)) = bo + Z (Z bmpmn) (Z - a)n 5
n=1 \m=1
em que
Pmn = Z Gy -0k, se 1 <m<n.
ki+-Fkpm=n
k1,-~~,km21

Demonstra¢ao. Tomando z € C tal que

+oo
|Z_ a| <R e Z |a'n| |Z_ a|’n < Ry

n=1

temos

+oo
f(z)=b ZZan(z—a)"

donde se deduz .

F(2) bl < 3 Janl 2 — af" < Ro.

n=1

Como ¢é também
+oo
pw) =bo+ Y b (w—b)" se |w—b <Ry
m=1
resulta entao N
P(f(2) =bo+ Y bm (f(2) =b)" .
m=1

Atendendo ao coroldrio 1 do teorema 8.14, para cada inteiro m > 1 temos
ainda

+oo
(f(z)=b)" = men (z—a)"

n=0
com
Pmn = Z apy -0k, S 1<m<n
kit +km=n
Kt K >1

(0]



€ Pmn = 0 se 0 < n < m. Substituindo na expressao de ¢(f(z)) obtém-se assim

+oo +oo

@(f(z)) =bo+ Z bm men (Z - a)n . (89)
m=1 n=0

Seja agora u = a + |z — a| e ponha-se

+oo +oo
r= Z lan| (u—a)" = Z lan| |z — al™ < Ro.
n=1 n=1

Para cada inteiro m > 1 temos, como anteriormente,

+oo
n
"= E dmn (u - a)
n=0
em que
Gmn = § |ak1---akm| > |p'nm| se 1<m<n

k14 tkm=n
ki, km2>1

€ Gmn =0=Dmnse0<n<m. E entdo
+o0 too
Z |p'nm| |Z - a|n = Z |pmn| (U - a)n <rm
n=0 n=0

e como a relagdo r < Ry implica a convergéncia da série Z:rnozol [br | 7™, Segue-se
que

+00 +00 e
SN bl pmnl 12 = al™ <D b ™ < 4o
m=1n=0 m=1

Aplicando agora o teorema 7.13, de (8.9) deduz-se finalmente

+oo +oo +oo n
@(f(z)) =by + Z Z bmp'nm (Z - a)n = by + Z (Z bmp,,m> (Z — a)" .
n=0m=1 n=1 \m=1

Corolario - Dados a,b € C sejam f e ¢ as fungoes definidas respectiva-
mente por duas séries de poténcias da forma

+o0 +o0
Z an(z—a)" e Z by (2 —0)",
n=0 n=0

com raios de convergéncia positivos. Supondo f(a) = b existem R > 0 e uma
série de poténcias Z;Z% cn (2 —a)" tais que

+o0
P(f(2) =D ca(z—a)" se |z—a| <R
n=0
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Demonstracao. Atendendo ao teorema anterior, e sendo Ry e Ry os raios de
convergéncia respectivamente das séries

+00 too
Z Qp (Z - a)n € Z b’n (Z - b)n ’
n=0 n=0

basta mostrar que existe R > 0 para o qual

+oo
> lanllz—al" < Ry se |z—a| <R

n=1
Seja entdao h a fungao definida por
“+o00
h(z) = Z lan| (z —a)" se |z—a| < Ry.
n=1

Como h é continua e h(a) = 0, existe R > 0 tal que |h(z)| < Rz sempre que
|z — a| < R. Em particular, dado r € [0, R[ e pondo z = a + r, temos

+oo
h(2)] = lan| 1" < Ry

n=1
pelo que
+o0o
Z|an||z—a|" <Ry se |z—a|l=7<R.
n=1
[
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9 - Funcgoes analiticas

Dados um conjunto D C C e um ponto a interior a D diz-se que uma fungao
f: D — C é analitica em a se f for representada por uma série de poténcias
de z — a nalguma vizinhanga de a. Diz-se que f é uma fun¢do analitica se D
for um conjunto aberto e f for analitica em todos os pontos de D. Diz-se ainda
que f é analitica num conjunto E C C se existir um conjunto aberto D tal que
E C D e f for analitica em todos os pontos de D.

Os resultados ja obtidos sobre séries de poténcias conduzem imediatamente
a diversas propriedades das funcoes analiticas. Assim, do coroldrio 2 do teorema
8.10 resulta:

Exemplo 9.1 - Toda a fungio analitica num ponto é infinitamente diferen-
cidvel nalguma vizinhanga desse ponto.

Em particular uma fungdo analitica num ponto é holomorfa nesse ponto.
Um resultado fundamental e caracteristico da Anadlise Complexa é o de que,
reciprocamente, toda a fungao holomorfa num ponto é analitica nesse ponto.
Este é um teorema profundo que estabeleceremos posteriormente usando métodos
baseados em integracao no plano complexo.

Exemplo 9.2 - Toda a fung¢do polinomial de varidvel complexa é analitica
em C.
Efectivamente basta atender ao exemplo 8.11 e & definigao de funcao analitica.

Exemplo 9.3 - A funcao definida por uma série de poténcias com raio de
convergéncia positivo é analitica em todos os pontos interiores ao respectivo
circulo de convergéncia.

Efectivamente basta aplicar o teorema 8.13 e a definicao de funcao analitica.

Notando que a soma de duas séries de poténcias de z — a é uma série de
poténcias do mesmo tipo e aplicando ainda os teoremas 8.14 e o coroldrio do

teorema 8.16 resulta:

Exemplo 9.4 - Dado a € C sejam f e g duas fungoes analiticas em a.
Entao f+ g e fg sao analiticas em a, e o mesmo sucede com f/g se g(a) # 0.

Como uma fungao racional é o quociente de duas fungoes polinomiais e o
seu dominio é o conjunto dos pontos de C onde o denominador nao se anula, do

exemplo 9.2 conclui-se agora:

Exemplo 9.5 - Toda a fun¢do racional é analitica no seu dominio.
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O resultado seguinte é consequéncia directa do corolédrio do teorema 8.17.

Exemplo 9.6 - Dado a € C sejam f uma fungdo analitica em a e ¢ uma
fun¢ao analitica no ponto f(a). Entdo po f é analitica no ponto a.

Do teorema 8.10 deduz-se:

Exemplo 9.7 - A derivada de uma fun¢do analitica num ponto é também
analitica nesse ponto.

Dado um conjunto D C C sejam f : D — C e a um ponto interior a D. Se
existirem 7 > 0 e uma funcdo F' : B(a,r) — C tal que F'(z) = f(z) para cada
z € B(a,r), diz-se que F' & uma primitiva local de f em a e que f é localmente
primitivdvel neste ponto. Do coroldrio 1 do teorema 8.10 resulta entao:

Exemplo 9.8 - Sejam a € C e f uma fung¢do analitica em a. FEntdo f
é localmente primitivavel em a e as primitivas locais de f em a também sao
analiticas em a.

Exemplo 9.9 - Sejam D C C um conjunto aberto e f : D — C uma fungdo
analitica. Se f é primitivdavel entdo as primitivas de f também sdo analiticas
em D.

Efectivamente, se F' for uma primitiva de f entao F' também é uma primitiva
local de f em cada ponto de D, pelo que o enunciado resulta do exemplo anterior.

O teorema seguinte traduz uma propriedade fundamental das fungoes
analiticas que resulta do principio das identidades para séries de poténcias.

Teorema 9.10 (Principio do prolongamento analitico) - Sejam D C C
um conjunto aberto e conexo, e f,g: D — C duas fung¢des analiticas. Se f e
g coincidirem nos pontos de um conjunto que tenha algum ponto de acumulacdo
em D é entio f=g.

Demonstra¢ao. Seja E o conjunto dos pontos onde f e g coincidem e tome-se
a € E'ND. Aplicando o teorema 8.12 verifica-se que as séries de Taylor de f e g
relativas ao ponto a sdo idénticas, pelo que f e g coincidem nalguma vizinhanca
de a. Isto mostra que £’ N D C E e também que a ¢ ponto interior a E' N D.
Entdao E' N D é aberto e como E’ é fechado segue-se que o conjunto D \ E’
também é aberto. Atendendo agora a que D é conexo, o coroldrio 1 do teorema
5.22 exige E'ND =D, e como E'ND C E C D conclui-se £ = D.

[

Coroldrio - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo e f: D — C uma

funcdo analitica. Se o conjunto dos zeros de f tiver algum ponto de acumulagio
em D entao f é identicamente nula.
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Demonstracao. Basta aplicar o teorema anterior, tomando para g a fungao
identicamente nula.
|

O coroldrio anterior mostra que cada zero de uma funcao analitica e nao
identicamente nula nalguma componente conexa do seu dominio, é ponto isolado
do conjunto dos zeros da funcdo. Para estudar a natureza dos zeros destas
fungoes vamos comegar pelo caso particular das fungoes polinomiais.

Exemplo 9.11 - Dados um polindmio P de grau m > 0 e um ponto a € C
onde P se anula, existem um inteiro positivo p e um polindmio Q tais que

P(z) = (2 = a)’Q(z) e Q(a) #0.

Efectivamente, partindo do desenvolvimento de P(z) em poténcias de z — a
na forma

P(z) = Z cn(z—a)"
n=0

temos ¢g = P(a) = 0. Sendo ¢, o primeiro dos ¢, que nao se anula é entdo
P(z) = (z — a)?Q(z) com

Q) = ealz—a)

pelo que Q(a) = ¢, # 0.

O teorema seguinte mostra agora que os zeros das fungoes analiticas tém
propriedades semelhantes as dos zeros dos polinémios.

Teorema 9.12 - Sejam D C C, a um ponto interior a D, f: D — C uma
fungao analitica em a tal que f(a) =0, e suponha-se que f nao é identicamente
nula nalguma vizinhanca de a. FExistem entdo um inteiro positivo p e uma
fungdo g : D — C analitica em a, tais que g(a) #0 e

f(z)=(2—a)g(z) se z€ D.

Além disso, p é a ordem do primeiro termo nao nulo do desenvolvimento de f
em série de poténcias de z — a e tem-se

_ f(p) (a)
=

g(a)

Demonstra¢do. Por hipétese existem r > 0 e uma série de poténcias

+0 o (2 —a)" tais que

+oo
f(z):ch(zfa)" se |z—al <.

n=0
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Temos entdo ¢y = f(a) = 0 mas como f nédo é identicamente nula em B(a,r)
os coeficientes ¢, nao sao todos nulos. Representando por ¢, o primeiro dos ¢,
que nao se anula, resulta assim

+00 too
f(z)chn(z—a)”:(z—a)chn(z—a)nfp se |z—a|l<r.

n=p

Pondo agora g(z) = f(2)/(z —a)? se z € D\ B(a,r) e

—+o0 —+o0
00 =Y a0 =Y ez —a)" se |z—al <7,
n=0

n=p
define-se uma funcao g : D — C que é analitica no ponto a. Como se tem

ainda 0w
[P (a
g(a) = ¢p = o 70
e f(z) = (2 — a)’ g(2) paracada z € D, conclui-se que g verifica as condigoes do
enunciado. Finalmente, supondo que para todo o z € D é vélida uma relagao da
forma f(2) = (z —a)™ h(z) com m inteiro, h analftica em a e h(a) # 0, tem-se
b (o aymer — 9@
lim (2 — o) = £ 2
0 que exige m = p.
]

O inteiro p que figura no enunciado anterior diz-se a ordem ou o grau de
multiplicidade do zero a de f. Em particular, no caso p = 1 diz-se que a é um
zero simples de f.

Coroldrio 1 - Sejam D C C, a um ponto interior a D, f: D — C uma
funcdo analitica em a, e p um inteiro positivo. Entao o ponto a é um zero de
ordem p de f sse f®)(a) #0 e f®)(a) =0 para 0 < k < p.

Demonstragdo. Resulta directamente do teorema anterior notando que as
condicoes fP)(a) # 0e f*)(a) = 0 para 0 < k < p traduzem que p é o primeiro
termo nao nulo do desenvolvimento de f em série de poténcias de z — a.

[

Coroldrio 2 - Sejam D C C, a um ponto interior a D, f: D — C uma
fungdo analitica em a, e p um inteiro positivo. Entdo o ponto a é um zero de
ordem p de f sse

im ) e\ o

z—a (z — a)iU
Demonstragdo. Se a é zero de ordem p de f o teorema anterior mostra
que lim, ,, f(2)(z — a)™? = g(a) # 0. Reciprocamente, se a condi¢do se
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verifica a funcao f nao pode ser identicamente nula numa vizinhanca de a e de

p > 0 resulta f(a) = 0. Sendo entdo m a ordem de a como zero de f, tem-se

lim, ., f(2) (z —a)”™ # 0 pelo que lim,_, (z —a)™ " # 0 e isto exige m = p.
[

Exemplo 9.13 - Sejam D C C um conjunto aberto e simétrico em relagdo
a origem, e f : D — C uma funcao analitica com paridade definida. Se f
tiver um zero de ordem p no ponto 0 entdao p é par ou impar consoante f for
uma fung¢do par ou fmpar.

Efectivamente o corolario do teorema 8.12 mostra que a ordem p do primeiro
termo nao nulo do desenvolvimento de f em série de poténcias de z é par ou
fmpar consoante f for uma funcéo par ou uma funcao impar. Como f(¥) (0)#£0
e fF) (0) =0se 0 <k < p, do coroldrio 1 do teorema anterior conclui-se que 0
é um zero de ordem p de f.

Exemplo 9.14 - Sejam D C C um conjunto aberto e simétrico em relagdo
a origem, e f : D — C uma fung¢do analitica com paridade definida. Se f
tiver um zero de ordem p mum ponto a entdo f também tem um zero de ordem
p em —a.

Efectivamente, fazendo w = —z e aplicando o corolario 2 do teorema anterior
temos
- f(z) : f(=w) - fw)
lim ——— = lim ————— =+ lim ———— € C\ {0}.
z~1>r£1a (z + a)p wligz (—1)1’ ('w — a)p w1£>na (U} — a)p € \ { }

Muitas das funcoes analiticas mais comuns tomam valores reais sobre a recta
real. O teorema seguinte traduz uma propriedade caracteristica destas fungoes.

Teorema 9.15 - Seja D C C um conjunto aberto, conero e simétrico
em relagdo a recta real. Dada uma fungio analitica f : D — C sao entdo
equivalentes as condigoes:

1-f(z)eR se ze DNR.
2- f(z)=f(z) para cada z € D.
Demonstrac¢io. Se D # & os conjuntos
{zeD: Im(z) >0} e {zeD: Im(z) <0}

sao ambos abertos e nao vazios pelo que a sua uniao nao é conexa e isto mostra
que DNR # 2.

Suponha-se agora que f verifica a condigao 1 e seja a € DNR. Existe entao
h > 0 tal que

+o00o
fz)= ch (z—a)" se |z—a|]<h

n=0
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o que implica
+oo
flz) = ch (r—a)" se x€la—h,a+h[,
n=0

e 08 ¢, sao reais por serem os coeficientes da série de Taylor de uma fungao real.
Seja agora g a fun¢do definida em D por

9(2) = f(3).

Dado a € D, comoa € D e f é analitica em @, existe r > 0 tal que

+00
f(2) :ch (z—a)" se |z—a|<r
n=0

e é entao
+oo
F@=) a(Z-a)" se [z—al<r.
n=0
Notando que |Z — @] = |z — a| temos assim

+o0 +o00
g(2) :ch(Efﬁ)" :Za(zfa)" se |z—al<r
n=0 n=0

e isto mostra que g ¢é analitica em D. Sea € R é ¢, = ¢, e @ = a pelo que
estas relagbes mostram ainda que f e g coincidem em B(a,r). Do principio do
prolongamento analitico resulta agora que as duas fungoes coincidem em D, e
como

fZ) =97 =f()
conclui-se que f verifica a segunda condigdo do enunciado.
Finalmente, a condigao 2 implica

f(z)=f(z) se ze DNR,

pelo que a condigao 1 é verificada.
|

O principio do prolongamento analitico 9.10 permite tirar algumas con-
clusoes basicas sobre a representagao de uma funcgao analitica em termos da
sua série de Taylor relativa a um dado ponto.

Teorema 9.16 - Sejam D C C um conjunto aberto e f : D — C uma
fungao analitica. Dado a € D sejam R o raio de convergéncia da série de
Taylor de f relativa ao ponto a e g a fungao definida por esta série. Entio f e
g coincidem na componente conexa de D N B(a, R) a que pertence o ponto a.
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Demonstragio. Seja C a componente conexa de DN B(a, R) a que pertence o
ponto a. Como f e g sao fungoes analiticas que coincidem numa certa vizinhancga
B(a,r) de a e B(a,r) C C, o principio do prolongamento analitico 9.10 mostra
entdo que f e g coincidem em C.

[

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto, f : D — C uma fung¢do
analitica e R o raio de convergéncia da série de Taylor de f relativa a um ponto
a € D. FEntao, dado r € 10, R] tal que B(a,r) C D, esta série representa f em
B(a,r).

Demonstragio. Nas condi¢oes do enunciado é D N B(a,r) = B(a,r) e a
conclusao resulta directamente do teorema anterior.
| ]

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e f: D — C uma func¢do
analitica. Se a série de Taylor de f relativa a um ponto a € D tiver raio de

convergéncia R e se DN B(a, R) for conexo, existe um prolongamento analitico
de f a DUB(a,R).

Demonstra¢ao. Sendo g a fungao definida por

+oo
f"(a)
g(z) = ZOT (z—a)" se z€ B(a,R),
o teorema anteljor mostra que g coincide com i em D N B(a,R). Entéo, o
prolongamento f de f a DUB(a, R) definido por f (z) = g(z) se z € B(a, R)\ D
¢ uma fungdo analitica pois coincide com a fungao analitica g em B(a, R).

[

Se D for um conjunto aberto e convexo, todo o conjunto da forma DNB(a, R)
é convexo e vale a conclusao do coroldrio anterior. Neste caso pode no entanto
estabelecer-se um resultado muito mais preciso e para o obter comecaremos por
provar o seguinte lema:

Lema 9.17 - Sejam D C C um conjunto aberto e convexo e f: D — C
uma funcao analitica. Sejam ainda f1 e fo as funcoes definidas pelas séries de
Taylor de f respectivamente em torno de dois pontos a1, az € D, e D1, Dy 0s
interiores dos dominios correspondentes. Entdo fi e fo coincidem em DN Ds.

Demonstrag¢io. Sejam D1 = B (a1,71) € Do = B(aa,r2). Se Dy N Dy # &
vamos comegar por verificar que é também D N D1 N Dy # @ e podemos para
isso supdr r1, 72 € RT. Dado z € B(a1,r1) N B(az,r2) temos

lar —az| < a1 — 2|+ |z —az| <ri+7r
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pelo que, pondo
_ riaz +raa;

r1+ 1o

resulta |w — a1| = r1 a1 — az| / (11 +7r2) < r1 e também |w — as| < re. Como
w pertence ao segmento [ay, as] C D segue-se que w € D N Dy N Dy e conclui-se
que DN DyNDy # 2.

Atendendo agora a que D N D; é conexo, o teorema 9.16 mostra que f;
coincide com f em D N D; e, analogamente, fo coincide com f em D N Ds.
Entao fi1 e fa coincidem no conjunto aberto DN D; N Dy # @ e do principio do
prolongamento analitico 9.10 resulta que f; e f2 coincidem também no conjunto
aberto e conexo D1 N Dy.

[

Teorema 9.18 - Dado um conjunto aberto e convexo D C C, seja
f:D—C

uma fungao analitica. Para cada w € D seja ainda p(w) o raio de convergéncia
da série de Taylor de f em torno de w. FExiste entao wm prolongamento analitico
de f ao conjunto

E= U Bw,pw)).
weD

Demonstra¢ao. Para cada ponto w € D seja f,, a fungao definida em
B (w, p(w)) pela série de Taylor de f em torno de w, e ponha-se

P= U {(z fu(2) : 2 € B(w, p(w))} .

weD

Dados (z,u) € P e (z,v) € P existem pontos wi, wy € D tais que

z € B(wy, p(w1)) N B(wa, p(w2)), u= fu,(2) € v= fu,(2).

Do lema anterior resulta entdo u = v e isto mostra que para cada z € E existe
um e um s6 ponto u € C tal que (z,u) € P. Pode portanto definir-se uma
funcao ¢ : B — C pondo ¢(z) = u se (z,u) € P. Para cada w € D esta fungio
coincide com f,, em B (w, p(w)) e tem-se p(w) = fu,(w) = f(w), pelo que ¢ é
um prolongamento analitico de f.

[

Os resultados sobre fungbes analiticas que obtivemos até agora sao
consequéncia directa das propriedades das séries de poténcias anteriormente
estabelecidas. Estas fungoes tém no entanto outras propriedades mais profundas
cujo estudo exige uma abordagem diferente, e das quais destacamos desde j4 as
seguintes:
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1-Sejam D C C um conjunto aberto, f : D — Cea € D. Se f é holomorfa
em a também é analitica em a.

2 - Sejam D C C um conjunto aberto, a € D e f: D — C. Se f é analitica
em D\ {a} e continua em a entdo f também ¢é analitica em a.

3 - Sejam D C C um conjunto aberto, f : D — C uma fungao analitica e
a € D. Entéo a série de Taylor de f relativa ao ponto a tem raio de convergéncia
R > d(a,C\ D).

4 - Sejam D C C um conjunto aberto e (f,) uma sucessdao de fungodes
analiticas f,, : D — C que converge para uma funcao f, uniformemente
em cada subconjunto compacto de D. Entao f também é analitica e tem-se
lim f™ = f0" para cada inteiro m > 1, sendo a convergéncia de < ,(f”)>

uniforme em cada subconjunto compacto de D.

O método mais directo para estabelecer estes resultados usa técnicas de
integracao no plano complexo que serao desenvolvidas a partir da secgao 11.

86



10 - As fungoes exponencial e logaritmo no plano complexo

O conhecido desenvolvimento em série de poténcias da funcdo exponencial
real sugere que se procure ampliar esta fun¢do ao campo complexo através da

defini¢ao
oo _p

e” =exp(z) = Z % se z€C. (10.1)
n=0
Usando o teorema 8.5 verifica-se que esta série tem efectivamente raio de
convergéncia R = 400 e o exemplo 9.3 mostra que a funcao assim definida é
analitica em C. Pode ainda ver-se que esta é a unica fungao analitica em C
que prolonga a exponencial real. Efectivamente, como C é conexo e R’ = R, do
principio do prolongamento analitico 9.10 resulta que duas fungéo analiticas em
C que coincidam em R s&o necessariamente idénticas.
O teorema seguinte traduz algumas propriedades desta funcao que resultam
directamente de (10.1).

Teorema 10.1 - Tem-se

ef—1~z se z—0. (10.2)

(e*) =e* se z€eC. (10.3)

et =e%e” se  z,weC. (10.4)

e =cosf +isinf se OeR. (10.5)
e*=¢e* se zeC. (10.6)

le*| = eRe®) £0 se zeC. (10.7)
=1 sse z=2kmi com ke€Z. (10.8)

Demonstragdo. De (10.1) e do coroldrio do teorema 8.7 resulta imediata-
mente a relagdo assimptética (10.2). Dado z € C e aplicando o teorema 8.10
temos

I DL SRR o
- 1 — 1) (.
n=1 n n=1 (71 1) n=0 n



o que estabelece (10.3). A relagdo (10.4) pode obter-se usando o teorema 8.14
para multiplicar os desenvolvimentos de e* e e*. Alternativamente, fixando
w € C e considerando a fungao f definida em C por f(z) = e ?¢*t¥, para cada
z € C temos

fl(z) =e et — e #e*t =
e o teorema 6.10 mostra que f é constante. Deduz-se assim
e Fe* T = £(0) = ev (10.9)

e fazendo w = 0 resulta e “¢* = ¢ = 1. A identidade (10.4) obtém-se agora
multiplicando ambos os membros de (10.9) por e®.
Dado 6 € R, de (10.1) resulta

2m+1 ., on m .9k 2k M 2k+1pn2k+1
¢ =  lim A Y " i L
m—+00 n! Mmoo £ (2k)!  m—too = (2k+ 1)!

n=0 =0

+oo (_1)k92k .+OO (_1)k92k+1

= 2 [P SR

k=0

=cosf +isinf

e a relagdo (10.5) é valida. Como a funcdo exponencial é real em R a relagao
(10.6) resulta directamente do teorema 9.15. Sendo z = a + b com a,b € R
temos ainda

le*| = |e?] |e“’} = ea\/m — ¢ = ¢Re(2) £0

o que estabelece (10.7).

Finalmente, dado z € C tal que e* = 1, & |e*| = 1 e o resultado anterior
mostra que Re(z) = 0. Pondo § = Im(z) temos entdo 1 = ¢ = cos@ +isin6 o
que equivale a § = 2kw com k € Z.

]

Mudando 6 em —6 em (10.5) resulta e~ = cos — isinf e obtém-se as
identidades de Euler
_ 0i0 _ o—i0 it 4 o—ib
sinf = ————— e cos = —— se HeR
21 2
Estas relagoes sugerem que se ampliem as fungoes semo e cosemo ao campo
complexo sob a forma de fungbes analiticas em C, através das definigoes
_ e—iz eiz + e—iz
sing=————— e coszg=—"7-—. 10.10
2i 2 ( )
De (10.1) resultam entdo os desenvolvimentos em série de poténcias de z

+ n + n
sinz = f izzwrl e cosz = f (=1) 22" se z€C (10.11)
N 2n+1)! N (2n)! ’ ’

n=0 n=0
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andlogos aos que jd eram validos no campo real.
Como no campo real as restantes fungoes circulares definem-se agora por

sin z CoS 2
tanz = ——, cotz=——, secz = e cscz=—,
CcoS z sin z CcoS z sin z

e todas elas sdo fungbes analiticas nos respectivos dominios.
O teorema seguinte generaliza ao campo complexo algumas relagoes bésicas
que envolvem as fungdes seno e coseno.

Teorema 10.2 - Dados z,w € C tem-se
52
sinz~z e cosz—lw—? se z—0. (10.12)
e = cosz +isinz.
sin? z 4 cos? z = 1.

sin(—z) = —sinz e cos(—z) = cos z.

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw.
cos(z + w) = cos z cosw — sin z sin w.

sinz=0 sse z=km com kecZ.

(10.13)
(10.14)
(10.15)
(sinz) =cosz e (cosz) = —sinz. (10.16)
(10.17)
(10.18)
(10.19)
(10.20)

cosz =10 sse z:g+k‘7r com k € Z.

Demonstragio. As relagoes assimptéticas (10.12) resultam de aplicar o
coroldrio do teorema 8.7 aos desenvolvimentos (10.11), e as identidades (10.13)
a (10.16) deduzem-se directamente de (10.10).

As relagdes (10.17) e (10.18) podem obter-se usando ainda (10.10) para
desenvolver os segundos membros respectivos. Alternativamente, fixando w € C
e considerando as fungoes f, g : C — C definidas por

f(z) = —sinzcos(z + w) 4 cos zsin(z + w)

g(z) = cos zcos(z + w) + sin zsin(z + w),

verifica-se que as suas derivadas sao idénticamente nulas em C. Resulta assim
f(z) = f(0) = sinw e g(z) = ¢g(0) = cosw donde se obtém as identidades
(10.17) e (10.18).

Finalmente, as relagoes (10.19) e (10.20) podem deduzir-se a partir de (10.8)
notando que as condigoes sinz = 0 e cosz = 0 equivalem, respectivamente, a
eZzi —1lea eZzz' =_1= eiﬂ'_

[
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As fungdes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico generalizam-se também ao
campo complexo através das relagoes

sinhz = % e coshz= %. (10.21)

Teorema 10.3 - Dados z,w € C tem-se

siniz =isinhz e cosiz = coshz, (10.22)
cosh? z —sinh? z = 1, (10.23)
sin (z 4 tw) = sin z cosh w + i cos z sinh w, (10.24)

e
cos (z 4 tw) = cos z cosh w — i sin z sinh w. (10.25)

Dados a,b € R é também

|sin (@ 4 ib)| = V/sin® a + sinh? b, (10.26)

e

|cos (a 4 ib)| = V/cos? a + sinh? b (10.27)

Demonstracdo. Estas identidades resultam directamente das defini¢oes
usando as propriedades jé estabelecidas para as fungoes seno e coseno.
|

Para generalizar o conceito de logaritmo ao campo complexo é necessédrio
estudar a possibilidade de inverter uma relacao do tipo z = €* em que z e w sao
complexos arbitrarios. Comegaremos por estabelecer um resultado que conduz
a definicao de argumento de um nimero complexo.

Teorema 10.4 - Para cada z € C\ {0} existe um e um sé nimero real
0(z) € |—m, 7] tal que
¢f(z) = =
||

e a fungao 0 : C\ {0} — |—m, ] assim definida é continua em C\ Ry .

Demonstragio. Para cada z € C\ {0} tal que Im (2) > 0 seja

0(2) — arccos (er(f)> .

E entdo 0 < 0(z) < 7 e cos0(z) = Re(z)/ |2/, donde se deduz

sin6(z) = /1 — cos20(z) = [m ()] _ Im (2)

|| 2|
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e obtém-se

e?®) = cosf(z) +isinf(z) = W = |—§| se Im(z) > 0.

Supondo agora que z € C\ {0} e Im (z) < 0, temos Im (—z) > 0 pelo que
0(—z) € ]0,7][. Pondo neste caso 0(z) = 0(—z) — w segue-se que 0 (z) € |-, 0]

e obtém-se ainda

i0(2) i0(—z)—im _ *

e .
2]

=e
Por outro lado, dados z € C\ {0} e a € |-, 7] tais que '® = z/ |z|, temos
e'@=0(2)) =1 com |a — 0(z)| < 27, e (10.8) mostra que isto exige a = 6(z).
Quanto a continuidade, da definicao de 6 resulta directamente que esta
fungéo é continua em todo o z € C tal que Im(z) # 0. Supondo agora Re(z) > 0,
é cosf(z) > 0 pelo que |0(2)| < 7/2 e portanto

0() = arcsin (Im(z)> .

|2

Entao 6 é continua em todo o z tal que Re(z) > 0 e em particular conclui-se
que 6 também é continua em cada ponto z € RT.
]

Dado z € C\ {0} chama-se argumento de z a todo o nimero real « tal que

Em particular o nimero 6(z) definido no teorema anterior diz-se o
argumento principal de z e serd aqui representado por argz. De acordo com
(10.8) resulta entdao que os argumentos de z sdo os nimeros da forma arg z+ 2k
com k € Z.

Por analogia com o caso real, dado z € C\ {0} chama-se logaritmo de z a
todo o nimero w € C tal que e = z. Como esta condi¢ao equivale a

ilm(z) _ i

N

vemos que w é um logaritmo de z sse w = In|z| 4 i em que « é um argumento
de z. Em particular, escolhendo para « o argumento principal de z, o logaritmo
assim obtido diz-se o logaritmo principal de z e serd aqui representado por In z.
Temos entao

efe) — |z e e

Inz=1Inl|z|+iargz se z€ C\{0}. (10.28)
Exemplo 10.5 - Dado z € C\ {0} tem-se

In(—z)=Inz+inm se argz<0 e In(—2)=Inz—in se argz > 0.

Efectivamente, sendo 6 = arg z segue-se que 6 + iw é um argumento de —z.
Atendendo a definicdo de argumento principal temos entéo arg(—z) = 6 + im se
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0 <0earg(—z) =0—imse>0. As identidades anteriores resultam agora da
defini¢ao (10.28).

Exemplo 10.6 - Tem-se
InZ=1Inz se z€C\Ry. (10.29)
Efectivamente, dado z € C\RRj e sendo 6 = arg z, de (10.6) resulta que —6 é
um argumento de z. Como |argZ| < 7 e |—0| < 7, é entdo argZ = —0 = —argz

pelo que InZzZ = In|z| + iargZ = In |2| — i arg z como se pretende.

Exemplo 10.7 - Dados z,w € C\ {0} tem-se

Inzw=Inz+hw se —nw<argz+argw <, (10.30)
1n5:1nz—1nw se —mw<argz—argw < T (10.31)

e em particular
Inrz=Inr+1Inz sereRT, (10.32)
lngzlnr—lnz se T€ERT e 2 C\Ry. (10.33)

Efectivamente, sendo a = arg z e f = arg w segue-se que a + 3 e o — 3 sao
argumentos respectivamente de zw e de z/w. As identidades anteriores resultam
entdo directamente da definigdo (10.28).

Teorema 10.8 - A fungdo logaritmo principal é uma aplicagio injectiva de
C\ {0} sobre a faiza horizontal D. = {z € C: —1 < Im(z) < 7}, é analitica em
C\ Ry e tem-se

1 _
(1nz)’:; se z€ C\Ry.

Demonstragdo. Da definigdo (10.28) resulta directamente que o dominio de
In & C\ {0}. Dado z € C\ {0} e sendo w = Inz, da definigdo resulta também
que w € D, e z = exp (w) pelo que In é uma aplicagdo injectiva de C \ {0} em
D,. Reciprocamente, dado w € D, e sendo z = exp (w), tem-se In z = w pois
as condicoes

eRe(w) 7 Im(w)

g :
=1z| e e =—
2|

implicam Re(w) = In |z| e Im(w) = arg z, o que equivale a w = In z.

Como o teorema 10.4 mostra que a fungdo arg é continua em C\ Ry, o
mesmo sucede com o logaritmo principal. Seja agora f a func¢ao definida em D,
por f(w) = e*. Dado z € C\ R; e sendo z = f (w), pelo teorema 6.9 temos
entao

(n2) = (f) ()=~ == =
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Vemos assim que o logaritmo principal ¢ uma primitiva de 1/z em C\ R, e
como esta fungao é analitica em C\ Ry, do exemplo 9.9 resulta que o mesmo
sucede com a fungao In.

[

Coroldrio - A fung¢do logaritmo principal é a tnica func¢do analitica em
C\ Ry que prolonga a fungio real In definida em R*.

Demonstragio. O conjunto C\ Ry é aberto, e é conexo por ser um conjunto
em estrela relativamente ao ponto 1 (cf. exemplo 5.15). Como todo o ponto
de RT & ponto de acumulacdo deste conjunto, o principio do prolongamento
analitico 9.10 mostra que duas fungao analiticas em C\ R que coincidam em
R* sdo necessariamente idénticas.

|

O teorema seguinte amplia ao campo complexo um desenvolvimento vélido
em Anélise Real.
Teorema 10.9 - Tem-se

+oo n—1
-1
In(l1+2z) = E %z” se |z2|<1 e z#—1. (10.34)

n=1

Demonstrag¢io. Mudando z em —z no desenvolvimento (8.1) resulta

+oo
1 n on
1+Z:Z(—1) 2" se |zl <1

n=0

e por primitivagao obtém-se uma relagao do tipo
“+o0 (71),”‘71
F(z) = — 2" se |z| <1,
@=L g

em que F' ¢ uma primitiva de 1/ (1 + z) em B(0,1). Como In (1 + z) é também
uma primitiva de 1/ (1 4 z) em B(0, 1), segue-se que existe uma constante ¢ tal
que F(z) = In(1 + z) 4 ¢ para todo o z € B(0,1). Tomando z = 0 conclui-se
que ¢ = 0, e o desenvolvimento do enunciado ¢ vélido quando |z| < 1.

Dado z # —1 tal que |z| =1, como 1+ z € C\ Ry, o coroldrio do teorema
8.15 mostra que o desenvolvimento se mantém vélido neste caso desde que a série

correspondente seja convergente. Pondo w = —z # 1 a série dada transforma-se
em
+oo
1
> ()
n=1 n

e aplicando o corolédrio 2 do teorema 1.11 com a, = 1/n concluimos que ela é
efectivamente convergente. m
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Coroldario 1 - Tem-se

In(l4+2)~z (2—0). (10.35)

Demonstragao. Resulta directamente do teorema anterior usando o corolario
do teorema 8.7.
[

Coroldrio 2 - Dado a € C\ {0} tal que Re(a) > 0 tem-se

too n—1
-1
lnz=1na+g %(z—a)" se |z—a|l<|a] e z#0.
n=1

Demonstrag¢ido. Mudando z em (z — a) /a no teorema anterior obtém-se

z (—1)" 1 n
In= = A/ — — < 0
n nE 1 —~ (z a) se |z a| |a| e z#£0,

e o enunciado fica provado se for vilida a igualdade
Inz=1InZ + Ina.
a

Como 5 5
1—Re(—)§‘1——‘§1
a a

e z/a # 0, € Re(z/a) > 0 o que implica |arg(z/a)| < w/2. Temos ainda
larga| < 7/2 pelo que —7 < arga + arg(z/a) < =, e a igualdade pretendida
resulta agora de (10.30).

|

Em Andlise Complexa sdo importantes outras generalizagoes do conceito de
logaritmo. Assim, dado um conjunto E C C\ {0} chama-se ramo do logaritmo
em FE a toda a fungao continua A\ : £ — C tal que

M) =2 se z€ E.

Da definigao resulta que a fungao logaritmo principal é um ramo do logaritmo
em C\R;. Resulta também que existe um ramo do logaritmo em E sse existir
uma fungdo continua 6 : E — R tal que (z) ¢ um argumento de z para cada
z € F. FEfectivamente, dadas duas fungées A : E — C e 0 : E — R tais que
Az) = In|z| + i0 (2), a continuidade de A equivale & continuidade de 6 e séo
equivalentes as condigoes
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A parte imagindria de um ramo do logaritmo em E diz-se um ramo do argumento
em E.
O resultado seguinte implica a inexisténcia de ramos do logaritmo em C\{0}.

Teorema 10.10 - Nao existern ramos do logaritmo na circunferéncia C(0, 1).

Demonstrag¢io. Supondo que A é um ramo do logaritmo em C (0,1) e
considerando a fungao f definida por

A (ew) + >\ (e_w)

211

f0) =

se 0<6<2m,

temos . i0 —i0
e271'1f(0) — e)\(el )e)\(e ‘ ) =1.

Existe entdao k € Z tal que 2wif(0) = 2kmi e daqui resulta f(0) € Z para
todo 0 6 € [0,2xr]. Como f é uma fungdo continua, ela transforma [0, 27]
num subconjunto conexo de Z, e atendendo ao exemplo 5.25 deduz-se que f é
constante. Em particular tem-se f(0) = f(7) donde vem A(1) = A(—1) o que é
absurdo, pois e*) =1 ¢ M1 = —1.

|

Dados um conjunto D C C e uma fungdo continua f : D — C\ {0},
chama-se ramo do logaritmo de f a toda a fungao continua A\ : D — C tal que

) = f(2) se zeD.

Se A é¢ um ramo do logaritmo de f entdo a fungdo 6§ = Im(A) é continua e
verifica a condi¢ao
e = S
£ (2)]
Por este motivo diz-se que uma fungao 6 : D — R é um ramo do argumento
de f se for a parte imagindria de um ramo do logaritmo de f.

De acordo com as defini¢des, dado um conjunto D C C\ {0}, um ramo do
logaritmo em D é um ramo do logaritmo da funcao identidade de D. Mais
geralmente, dados D C C e um fungdo continua f: D — C\ {0}, se A for um
ramo do logaritmo no conjunto f[D] entdo Ao f é um ramo do logaritmo de f.

E importante contudo notar que pode existir um ramo do logaritmo de f
sem que exista um ramo do logaritmo no contradominio de f. Assim, pondo
f(0) = €' para 6 € [0,27], a fungao A definida em [0, 27] por A(¢) = if é um
ramo do logaritmo de f mas o teorema anterior mostra que nao existem ramos
do logaritmo em C' (0, 1) que é o contradominio de f.

Teorema 10.11 - Sejam D C C um congunto conexo e f: D — C\ {0}

uma fun¢do continua. Entdo dois ramos do logaritmo de f diferem por uma
constante da forma 2kmwi com k € Z.
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Demonstra¢ao. Sendo A e p dois ramos do logaritmo de f temos efectiva-
mente eM)~#(*) =1 se t € D. Pondo entdo

go(t):w se teD

segue-se que ¢ é uma aplicagao continua do conjunto conexo D em Z e do
exemplo 5.25 resulta que ¢ é constante.
[

Exemplo 10.12 - Sejam D C C um conjunto conexo e f: D — C\ {0}
uma fungdo continua. Suponha-se ainda que D NRT é um intervalo ndo vazio
e que

f [D N R*] CRT.

Entdo, se existir algum ramo do logaritmo de f existe um e um sé ramo do
logaritmo de f que coincide com a fungdo real In f em D NRT.

Demonstragdo. Sendo A um ramo do logaritmo de f, a restricao de A ao
intervalo I = D NRT ¢ um ramo do logaritmo de f|I. Como a fungao real In f
também é um ramo do logaritmo de f|I e I é conexo, de acordo com o teorema
anterior existe k € Z tal que A(x) — In f(x) = 2kni para todo o = € I. Pondo
Ao = A — 2kmi obtém-se entdo um ramo do logaritmo de f que coincide com a
fungao real In f em I, e como D é conexo o teorema anterior mostra que A\g é a
Unica fungao nestas condigoes.

Teorema 10.13 - Sejam D C C, f: D — C\ {0} uma fungdo continua e
A um ramo do logaritmo de f. Se f é diferencidvel num ponto ¢ € D o mesmo
sucede com A\ e tem-se
(@

fle)

Demonstragio. Pondo a = A (¢) e atendendo a diferenciabilidade da fungéo
exponencial em a, o teorema 6.2 mostra que existe uma fungdo p : D — C,
continua e nula no ponto a, tal que

X ()

eV —e'=(w—a)e*+p(w)) se weC.
Tomando w = A(z) e pondo ¢ = po A, para cada z € D temos entéo
f(2) = () = (A(2) = A(e) (f () + #(2)) -

Como f (c) # 0 e ¢ é continua e nula no ponto ¢, existe ainda r > 0 tal que
f(e)+p(z) #0se z € B(c,r) N D. Resulta assim

M)A FE@ -1 e Bler
z—c  z—c f(c)+p(2) ® 2&Benn(DA i)

e fazendo z — c¢ obtém-se o resultado pretendido. m
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Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto, f : D — C\ {0} uma
funcdo analitica e X um ramo do logaritmo de f. Entdo a fun¢do \ também é
analttica.

Demonstragao. Nas condicoes do enunciado o teorema anterior mostra que
A é uma primitiva de f7f. Basta agora aplicar o exemplo 9.9 notando que f7f
também ¢é analitica em D.

[

Coroldrio 2 - Sejam D C C\ {0} um conjunto aberto e A : D — C um
ramo do logaritmo em D. Entao \ é analitica e tem-se

1
)\'(z):; se z€D.

Demonstra¢ao. Resulta directamente do corolédrio anterior tomando para f
a fungao identidade de D.
[

Teorema 10.14 - Sejam D C C um intervalo de R ou um conjunto aberto
e conexo. Dada uma funcao diferencidvel f: D — C\ {0} existe um ramo do
logaritmo de f sse f'/f for primitivdvel.

Demonstra¢do. Se A € um ramo do logaritmo de f o teorema anterior mostra
que A é uma primitiva de f’/f. Reciprocamente, supondo que F' é uma primitiva
de f'/f, para todo o z € D temos

(eF@ > _JRF(2)e"® - f(2)e"®)
f@) - £2(2)

e o teorema 6.10 mostra que ef’/f & constante. Existe entdo ¢ € C\ {0} tal que

=0

e =¢f(2) se ze D

e a funcdo definida em D por F(z) — Inc¢ é um ramo do logaritmo de f.
]

Provaremos agora um resultado que serd posteriormente utilizado no estudo
da integragao de fungbes de varidvel complexa.

Teorema 10.15 - Dados a,b € R tais que a < b, seja f : [a,b] — C\ {0}
uma fungdo continua e suponha-se que existe uma decomposicao {to,...,t,} de
[a,b] tal que a restricdo de f a cada intervalo [ti—1,t;] tem derivada continua.
Existe entdao um ramo do logaritmo de f.

Demonstragdo. No cason = 1 a fungdo f’/f é continua e o teorema anterior
associado ao exemplo 6.11 mostra que existe um ramo do logaritmo de f.
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Indutivamente admita-se agora que o enunciado é vélido para um certo
inteiro n > 1 e suponha-se que existe uma decomposicao {tg,...,tn+1} de [a,d]
tal que a restricio de f a cada intervalo [tx_1,%)] tem derivada continua. Por
hipétese de indugao existe um ramo A, do logaritmo da restrigdo de f a [to, ty)
e o teorema anterior mostra que existe também um ramo \,41do logaritmo da
restrigdo de f a [tn,tnt1]. Pondo A(t) = A\, (t) se t € [to,tn] €

A) = An41(B) + A (Bn) — Ang1(tn) se t € Jtn, tnt1],
a fungdo A é continua e da relacao

eAn(tn) — f (tn) — e)\n+1(tn)

resulta que A é um logaritmo de f.
]

Dados z € C\ {0} e w € C define-se o valor principal da poténcia de base z

e expoente w por
2 = ewinz, (10.36)

Da definicao resultam directamente as relacoes

242" = 2"t se 2€C\{0} e u,veC, (10.37)
w1
Y= e 2€C\{0} e weC (10.38)
e
(r) =r"" se recRY, a€R e weC. (10.39)

De (10.32) e (10.33) resultam ainda, respectivamente,

(rz)” =7"z" se r€RT, 2€C\ {0} e weC (10.40)
e

(r wopW n _

;) =w %€ reR7, zeC\R; e weC. (10.41)

Nota 10.16 - Outras regras de cédlculo com poténcias reais deixam de ser
véalidas neste contexto, como sucede com as relagoes

(") =2" e (z2u)" = 2"u".
Temos por exemplo

(ezm‘)i —1i=1 e )i — 27
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e também

Da definicao resulta ainda que as funcgoes w — 2% e z — 2z sdo analiticas

respectivamente em C e em C \ Ry, com derivadas
oz w oz

=2"Inz e — =wz

Ow 0z

Atendendo a que os coeficientes binomiais

w
n
com w € C sao dados por
<w):1 e (w):w(w—l)---(w—n—i—l) se ne€Z",

0 n n!

w—1

derivando sucessivamente no ponto z = 0 a funcao f definida por

f(z)=(0+2)" se zeC\{-1}, (10.42)
obtém-se )
/ n!(o) - (:) se n>0. (10.43)

Se w for um inteiro nao negativo m, é f(") (0) = 0 quando n > m e a férmula
de Taylor para polinémios (8.6) traduz-se pela identidade binomial ou férmula
do binomio

" /m
(1+z)mz< )z" se 2€C eméeZg, (10.44)
n
n=0
algumas vezes designada impropriamente como "binémio de Newton".

Provaremos agora um desenvolvimento que foi obtido por Newton no caso
de z e w serem reais, e que representa uma generalizacao substancial da férmula
do bindémio.

Teorema 10.17 (Teorema binomial) - Dados z,w € C tem-se

(1+42)" = io (“’) 2 ose |2 < 1. (10.45)

n
n=0

Demonstragio. A relagao (10.43) mostra que a série do enunciado é a série de
Maclaurin da fungéo f definida por (10.42). Supondo sem perda de generalidade
w € C\ Z7, os coeficientes

w
(-)
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nunca se anulam. Aplicando entéo o teorema 8.5 vemos que o raio de convergéncia
desta série é

)

(n1)

e como a fungdo f é analitica em B(0,1) o enunciado resulta do Corolério 1 do
teorema 9.16.
]

. n+1 . n+1 1
= lim = lim =1,
n—too |w—mn| notoo n }1 — %}

R = Ilim

n—-+o00

Corolario - Dado w € C tem-se
(1+2)"=14wz+0 (%) (2—0). (10.46)

Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior usando o teorema
8.7.
[

Para estudar a validade do desenvolvimento (10.45) quando |z| = 1 vamos
comegar por analisar o comportamento da funcao definida por z — 2% quando
z— 0.

Exemplo 10.18 - Dado w € C\ {0}, para a fungdo definida por z — z* o
limite no ponto z =0 existe e é finito sse Re(w) > 0 e tem-se entdo

lim z* = 0.
z—0

Sejam efectivamente a = Re(w) e b = Im(w). Supondo a > 0 temos
|Zw| — |Z|a e—bargz < |Z|ae7r\b|

pelo que lim,_,g z% = 0, e daqui resulta

lim z¥ = lim — = o0 se Re(w) < 0.
z—0 z—0 z~W

Supondo agora a = 0, se lim,_,o 2*® existisse com b # 0, existia também o limite

lim (e_r)ib = lim (cosrb—isinrb)
r—~+00 T—~+00

o que é falso.

Com base no resultado anterior define-se
0¥ =0 se Re(w)>0

0 que torna continua no ponto z = 0 a fungdo z — 2z%.
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Usaremos ainda o resultado seguinte que traduz uma propriedade geral das
sucessoes complexas:

Teorema 10.19 (Weierstrass) - Seja (uy,)
termos nao nulos tal que

n>p UMma sucessao compleza de

Up+1

a
=1l-—=+c,
Un n

comaecCe Z;Zj, len] < +00. Tem-se entdo

Un:n—a

em que (\,) é uma sucessio de variagdo limitada com limite ndo nulo.
Demonstragao. Pondo

Ap =upn® se n>p

temos \ e
n-+1 — (1_g+cn) <1+_>
An n n
ou seja,
An 1
1 _ <1—g+cn> <1+g+0<_2)>
An n n n
a? 1
1F+O<ﬁ> + O (cn)
e portanto
A =
;:1 =1+4+¢, com nz:; len] < 4o0. (10.47)

Como ¢é também

= [ (L +en)[ ~ len]

)\n+1
1
"

verifica-se que a série

+oo
Zln)\;\—zl

n=p

é absolutamente convergente, e das relagoes

PN = Akl A\ n711 Akt1
T e (S0
k=p k k=p k
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resulta

+oo
A
lim A,, = Ay exp Zln% # 0.
k
k=p

Sendo A o limite de A,, da relagdo (10.47) deduz-se entao
An = Ansa| ~ [Alfen]

e conclui-se que Z::; [An — Ani1| converge.
m

Podemos agora completar o enunciado do teorema binomial.
Teorema 10.20 - Dado z € C tal que |z| =1 tem-se

(1+2)" = io (:)z"

n=0
sse w =0, ou Re(w) >0, ou —1 < Re(w) <0 com z # —1.
Demonstragdo. Se w for um inteiro nao negativo a identidade (10.44) mostra

que o desenvolvimento do enunciado é vélido para todo o z € C . Suponha-se
entdo w € C\ ZS e para cada n > 0 seja

Up = (—1)" (:) £0.

Como L+ L+
Unyl NRZW _ 4 v Yoosen>1,
Up n+1 n n(n+1)
o teorema anterior mostra que u, se pode representar na forma
)\’IL
Up = nltw’ (1048)

em que (\,) converge para um limite nado nulo A\. Temos ent&o

w\ , A n
(n) ~ e (77)

()

Vemos assim que a série em estudo é absolutamente convergente se Re(w) > 0
e diverge quando Re(w) < —1, pois neste caso o seu termo geral ndo tem
limite nulo. Como a funcdo de z definida por (1+ 2)“ & contfnua em C(0,1)

e portanto

A

N TRe(w) S° |z] = 1.
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quando Re(w) > 0, o coroldrio do teorema 8.15 mostra que a identidade do
enunciado é valida neste caso.

Supondo finalmente —1 < Re(w) < 0, como (1+2)" é continua em
C(0,1) \ {—1} e nao estd definida para z = —1, o enunciado fica estabelecido se
se provar que a série dada converge quando z # —1. Temos agora

1 Ynt1

14w |1+ w|
_‘N|)\|

= |ty I 2T Re(w)

|un - un+1| = |un|

pelo que

+oo
Z |un — Unp+1

n=1

converge. Como

e (10.48) mostra que limu,, = 0, do coroldrio 1 do teorema 1.11 resulta que a
série dada também converge quando z # —1.
|

Nota 10.21 - O desenvolvimento (10.45) mostra que a série
+00
> (1) v
n=0
diverge também quando —1 < Re (w) < 0 e w # 0. Efectivamente, como
(1-2)" = io (“’) (—D)" 2" se |2| <1,
n=o \""
se aquela série fosse convergente o teorema de Abel 8.15 implicava
i -0 = 3 () oy
im (1-— = -H".
t—1- = \n

No entanto este limite é co se Re(w) < 0 e, como no exemplo 10.18, verifica-se
que ele nao existe se Re(w) =0 e w # 0.

Vamos agora estudar a inversao da fungao seno no campo complexo e comega-
remos por estabelecer um resultado auxiliar.

Lema 10.22 - Sendo Dg o conjunto definido por

{w € C: [Re(w)| < g} U {w € C: [Re(w)| = g e Re(w) Im(w) < o}
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e dado w € C tal que |Re(w)| < 7, tem-se
cosw = (1 — sin? w)1/2
sse w € Dy.

Demonstragio. Atendendo a (10.36) vemos que se tem cosw = <0082 w) Y
sse cosw = 0 ou arg (0052 w) = 2arg (cosw). Como esta ultima condigdo equi-
vale a —7/2 < arg(cosw) < /2, da identidade (10.14) resulta que a relaco

cosw = (1 — sin® w)1/2
¢ valida sse Re (cosw) > 0 ou

Re(cosw) =0 e Im(cosw) >0

Seja agora w = a + ib com a,b € R e |a|] < w. Atendendo a (10.25) e
notando que coshb > 0, a condigdo Re (cosw) > 0 equivale a cosa > 0 e
portanto a |a| < w/2. Por outro lado, atendendo de novo a (10.25), a condi¢ao
Re(cosw) = 0 e Im (cosw) > 0 equivale a |a| = 7/2 e sinasinhb < 0. Como
sina tem o sinal de a e sinhb o sinal de b, esta ltima condicao traduz-se por
ab < 0 o que acaba de estabelecer o enunciado.

[

Podemos agora provar o seguinte resultado:

Teorema 10.23 - Seja D, o conjunto definido no lema anterior. Entao,
dado z € C existe um e um sé w € Dy tal que sinw = z, e tem-se

w = %ln ((1 —22)1/2 +z'z).

Demonstra¢ao. Dado z € C a relagao
sinw = z

equivale a
X — 2jze™ —1 =0

e é verificada se
et = (1- 22)1/2 +iz.

/2 . . D
Notando que (1 — 22) / —+iz nunca se anula conclui-se que a condic¢ao sinw = z
é satisfeita por

w = %ln ((1 —22)1/2 +z'z).
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Para vermos que w € D, comegamos por notar que a relagao
iw = In ((1 — 22)1/2 + iz)
exige |Im(iw)| < 7, ou seja, |[Re(w)| < w. Temos ainda
e —iz=(1- 22)1/2

e como é também
e —iz=¢e" —isinw = cosw,

resulta

cosw = (1— 22)1/2 =(1 —sinw)l/z.

Do lema anterior conclui-se agora que w € Dj.

Quanto & unicidade, se sinw; = sinws com w1, ws € Dy, atendendo ao lema
anterior ¢ também cos w; = cos ws pelo que et = 2. E entdo ei(w1—w2) = 1
0 que exige w; —wy = 2km com k € Z, e como |Re (wy) — Re (ws)| < 7 conclui-se
w1 = WwWa.

[

Definindo a funcao arcoseno por
1
arcsinz = = 1In ((1 — 22)1/2 + zz) se z€C, (10.49)
i
o teorema anterior mostra que se tem

w=arcsinz sse sinw =2z e we& Dy,

pelo que esta fungao é uma aplicacao injectiva de C sobre D;.

Teorema 10.24 - A fungdo arcoseno é analitica em C\(]—oo, —1] U [1, +0o0[),
continua nos pontos +1, e tem-se

1

oy > e G Iz tulhred).

(arcsin z)’ =

Demonstragio. Seja D = C\ (]—oo, —1] U [1,+0o0[) e considere-se a fungao
o definida em D por
o(z) = (1- 22)1/2 +iz.
Como a condigao 1 — 2% € Ry equivale a 2z € |—o00, —1] U [1, +00[, segue-se
que ¢ é analitica em D. Dado z € D seja agora w = arcsinz = a + b com

a,b € R. Temos entdo |a| < /2, sinw = z e cosw = (1 — Z2)1/27 donde se
deduz ‘
¢(2) = cosw +isinw = e™ = e ’(cosa + isina),
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o que implica Re(¢(z)) > 0 e ¢ (2) # 0. Entdo ¢(z) ¢ Ry, pelo que Ing
é analitica no ponto z e o mesmo sucede com a funcao arcoseno. Como ¢
é continua nos pontos 1 e a fungdo In é continua nos pontos ¢ (£1) = =+i,
segue-se que arcsin é também continua nestes pontos.

A expressao da derivada de arcsin pode obter-se derivando o segundo mem-
bro de (10.49) mas é mais directo invocar o teorema 6.9. Sejam D o conjunto
definido no lema 10.22 e f : Dy — C tal que f(w) = sinw. Dado z € D &
entdo z = f(w) com w € D; e pelo teorema 6.9 tem-se

: 1 1 1 1
(2) =

flw) —cosw (1 _gin2e)? (1227

(arcsin z)’ = (f )
|

Como C\ (]—oo, —1] U [1,+0c0[) € conexo (é um conjunto em estrela relati-
vamente & origem), o teorema anterior e o principio do prolongamento analitico
9.10 mostram que a fungao arcoseno assim definida é a tnica funcao analitica
neste conjunto que prolonga a fungéo real arcsin de dominio ]—1, 1].

Para exprimir o desenvolvimento da funcao arcoseno em série de poténcias
de z ¢é conveniente usar o simbolo n!! que se define para cada inteiro n > —1 por

=[] (n—2k)

0<2k<n

com a convencio habitual de o produto vazio ser 1. E entdo vilido o seguinte
resultado:

Teorema 10.25 - Tem-se

=Xo@n-D
arcsinz = Z m:&' n+ se |Z| S 1.

n=0

Demonstracao. Como

1 _
(arcsin z)’ = 7 = (1-2%) 2 e |z| <1,

(1-2)

o teorema 10.17 mostra que

n

(arcsin 2)/ = f(—m <_1/2>22” se |2 < 1.

n=0
O termo geral desta série pode ainda transformar-se notando que

1y (-1/2) _ 1:[ (-)(-1/2-k) _ 1:[ 2k+1_ (2n—1)l

n Pt k iy 2k (2n)!!
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O desenvolvimento toma assim a forma

+oo
2n — 1N
(arcsin z)’ = Z %22" se n>1

n=0

e como arcsin 0 = 0, por primitivagao obtém-se

X e, .
arcsin z = nzzomz se |z| <1

Seja agora z € C tal que |z| = 1 e tome-se z € |0,1[. Para cada inteiro
m > 0 é entao

m —+o0
(2n — 1N ont1 (2n — 1N ont1
I ey A S ety Cwer L

@n+1)2n) Gnt Dot T Menr<g

n=0 n=0

e fazendo x — 1 obtém-se a majoracao

i @n-1! _ = om0
2n+1)(2n)I! — 2 -

n=0

Isto mostra que a série
*Z“’ (2n — 1)!
o (2n+1) (2n)!

converge, e conclui-se que a série

+oo
(2n — )N "
Z (2n+1) (277,)!!22 "

n=0

é absolutamente convergente para todo o z tal que |z| = 1. Como a fungio
arcsin é continua em C(0,1), o coroldrio do teorema 8.15 permite concluir que
o desenvolvimento também é valido quando |z| = 1.

|

Dado z € C consideremos agora o problema de achar w € C tal que
tanw = z.

Se z = +i esta relagdo equivale a
eiw _ efiw

ei'w + e—iw ==+l

e portanto a A
e:I:'Lw -0
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que é uma condigao impossivel. Se z # +i é vdlido o seguinte resultado:

Teorema 10.26 - Seja

Dt:{wGC:7g<Re(w)§gew7ég}.

Entao, dado z € C\ {—i,i} existe um e um s6 w € D, tal que tanw = z, e

tem-se

! 1
w=—In )
21—z
Demonstragio. Dado z € C\ {—i,i} a relagdo tanw = z equivale a
14z
1 —iz

eZiw

Como a expressao
141z

11—z
estd definida e ndo se anula desde que z # +i, vemos que a relagdo tanw = z é
efectivamente verificada por
1 | 141z
21—z
Além disso, como da defini¢ao de logaritmo principal resulta

7r<Im<1n1+Z_z> <7
1—1z

w

e é necessariamente w # 7/2, segue-se que w € D;. Quanto & unicidade, se

tanw; = tanwsy com wy, we € Dy temos

sinwy coswe — cosws sinwse  sin (wy — wa)

0 =tanw; — tanwsy = =
COS W1 COS W COS W1 COS Wo

o que exige sin (w13 —ws2) = 0. Como |Re (w1 —ws)| < =, de (10.19) resulta

w1 = WwWa.
|

Definindo a fungao arcotangente por

1. 141z
——1 i 10.
arctan z 5y Iy e z€C\{—i,i}, (10.50)

do teorema anterior resulta que se tem
w=arctanz sse z=tanw e w € Dy,

pelo que esta fungdo é uma aplicacao injectiva de C\ {—1,4} sobre D;.
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Teorema 10.27 - A funcdo arcotangente é analitica no conjunto
C\{z:Re(z) =0 e |Im(z)| > 1},
e em cada ponto deste conjunto tem-se

In(14iz)—1In(1l —iz)

arctan z = 5 (10.51)
)
‘ 1
(arctan z)’ = T2 (10.52)
Demonstra¢ao. Como a condi¢ao
141z
eRy
1—dz °

exige Re(z) = 0 e |Im(z)| > 1, da relagdo (10.50) resulta que a fungao arctan é
analitica no conjunto

D=C\{z:Re(z) =0 e |[Im(z)| > 1}
e 0 mesmo argumento mostra que as fungoes definidas por

1412z
n
1—1iz

1

In(14iz) —In(1 —iz)

sdo ambas ramos do logaritmo de (1+4z) /(1 —iz) em D. Dado que estas
fungdes coincidem no ponto z = 0 e que o conjunto D é conexo, do teorema 10.11
resulta que elas sdo idénticas. Entdo (10.51) deduz-se de (10.50) e derivando o
segundo membro de (10.51) obtém-se (10.52).

]

O teorema anterior mostra em particular que a funcao arcotangente ¢ unica
fungao analitica que prolonga ao conjunto C\ {z: Re(z) =0 e |Im(z)| > 1} a

fungao real arctan de dominio R.

Teorema 10.28 - Tem-se

oo 22n+1
t = 1) — <1 +i.
arctan z ngo( ) 1 2| <1 e z#£+i

Demonstrag¢do. Primitivando o desenvolvimento

+oo
1 n _om
1+22:E (—=1)" 2% se |z] <1
n=0
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e notando que arctan(0 = 0, obtém-se o desenvolvimento pretendido quando
|z] < 1. Temos agora

+o00o o2n41 +oo (_ 2)n
;(_1) o+ 1 _;22n+1

e o corolério 2 do teorema 1.11 mostra que esta série converge quando }722} =1
e —z? # 1, o que equivale a |z| = 1 e z # 4i. Como a funcio arctan é continua
em C'(0,1)\{—1,+i}, do corolario do teorema 8.15 resulta que o desenvolvimento
também é vilido nesses pontos.

]
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11 - Integragao no plano complexo

Dados a,b € R tais que a < b, seja f : [a,b] — C uma fungéo tal que Re (f)
e Im (f) sdo ambas integraveis no sentido de Riemann (integrdveis-R) em [a, b].
Define-se entdo o integral de f em [a,b] por

/abf:/abRe<f)+z'/abIm<f>-

As propriedades dos integrais das fungoes reais que nao envolvam ordenacao
conservam-se validas neste contexto e resultam directamente da definicao.

Exemplo 11.1 - Dados a,b € R tais que a < b, seja f, : [a,b] — C
uma sucessao de fungoes que converge uniformemente para uma fungio f. Se
as fungoes f, forem integrdveis-R entdo o mesmo sucede com f e tem-se

1im/abfn/abf.

Efectivamente o exemplo 7.3 mostra que a convergéncia das sucessoes Re (fy,)
e Im (f,,), respectivamente para Re(f) e Im (f), também é uniforme. Entéo estas
fungdes sao integraveis-R em [a, b] e tem-se

lim/abfnlim/abRe(fn)Jrz'lim/abIm(fn)/abRe(f)+i/abIm(f)/abf.

Exemplo 11.2 - Dados a,b € R tais que a < b e uma fungio f : [a,b] — C
integravel-R, entdo |f| também é integrdvel-R.
Efectivamente a integrabilidade-R das fungoes Re (f) e Im (f) garante a

integrabilidade R de (Re? (f) + Im? (£))"/>.

A desigualdade dos médulos para integrais mantém-se valida mas a demons-
tragao é menos directa:

Teorema 11.3 - Dados a,b € R tais que a < b e uma fungéio f : [a,b] — C

integravel-R, tem-se
b b
[ 1= [1n.
a a

111



Demonstragdo. Supondo sem perda de generalidade que o integral nao é

nulo, seja
b
I /]
—

Jof
Temos entao

/abf‘Re</abeRe<A/abf>/abRe(Af)g/abM,

e a desigualdade pretendida resulta agora de ser |A| = 1.
]

)\:

Os conceitos de integral de Riemann impréprio e de convergéncia simples
e absoluta dos integrais deste tipo de generalizam-se directamente as fungdes
complexas de varidvel real. O resultado do exemplo 11.1 generaliza-se a integrais
de Riemann impréprios na seguinte forma:

Teorema 11.4 - Sejam I C R um intervalo de extremos a e b com
—00 < a < b < 4oo, (fn) wma sucessao de fungoes fn, : I — C localmente
integraveis, e suponha-se que (f,) converge para uma fungdo f, uniformemente
em cada intervalo compacto de I. Se existir uma fungao g : I — RS‘ tal

b . ) T b b .
que [, g converge e |fn| < g para cada n, entio os integrais [, fn e [ f sdio
absolutamente convergentes e tem-se

1im/abfn /abf.

Demonstragio. As relagoes |f,| < g mostram que os integrais f; fn sao
absolutamente convergentes. Por outro lado, de 11.1 resulta que a fungao
limite f é localmente integrdvel, e como |f| = lim|f,| < g conclui-se ainda a

convergéncia absoluta de f: f . Dado § > 0 sejam agora «, € R tais que

a<a<f<be
b Ié] 5
/GQ—/(XQ<§.

/jf+/;f </:|f|+/:|f|
[ flo= o= [ o=3

e analogamente, para cada indice n,

/abfn/jfn
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Como a sucessdo (f,) converge uniformemente em [a, (], do exemplo 11.1

resulta
B B
1im/ In= / f
[e% [e%
e existe uma ordem k tal que
B B
/ fn - / f

Para cada n > k temos assim
/abf/abfn /abf/jf /jf/jfn

e isto mostra que
b b
i [ 4= [
a a

Nota 11.5 - No quadro do integral de Lebesgue a convergéncia uniforme
de (f) nos intervalos compactos de I pode ser substituida pela convergéncia
pontual em I sem que a conclusao do teorema seja alterada. Efectivamente, da
condigao |f,| < g resulta |[Re (fn)| < g e |[Im(f,)| < g, pelo que o teorema da

<g se n>k.

< + + <

/jfn/abfn

. . . . . b . ~
convergéncia dominada conduz directamente a convergéncia de fa | f| e arelagao
. b b
lim [ fn =[] f.

Dados a,b € R tais que a < b, uma fungdo continua v : [a,b] — C diz-se
um caminho em C e o dominio de v diz-se o intervalo de parametriza¢do desse
caminho. Os pontos y(a) e y(b) dizem-se respectivamente os pontos inicial e
final do caminho v e diz-se ainda que 7 liga y(a) a v(b) ou que é um caminho
de v(a) para y(b). Um caminho diz-se fechado se os seus pontos inicial e final
coincidirem.

O contradominio de um caminho 7 é uma curva que se representa por [v].
Diz-se entéo que [y] é a imagem de v ou a curva descrita por v, e que 7 é uma
parametrizacao da curva [y]. Se y for um caminho constante diz-se também que
v é um caminho pontual. Dados um conjunto D C C e um caminho v, diz-se
que v é um caminho em D se [y] C D.

Exemplo 11.6 - Se v é um caminho em C entdo a curva [y] é um conjunto
compacto e conexo.

Efectivamente [7] é a imagem de um conjunto compacto e conexo pela fungéo
continua -.

Exemplo 11.7 - Dados a € C e r > 0, o caminho ~ definido por

v (t) =a+ret se tel0,2n]
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descreve a circunferéncia C(a,r).

Exemplo 11.8 - O caminho v : [0,1] — C definido por y(t) = z+t(w —z)
liga z a w e a sua imagem é o segmento [z, w].

Um caminho v : [a,b] — C diz-se linear se tiver a forma
v(t) =z+tw com z,w e C.
Exemplo 11.9 - Um caminho linear v : [a,b] — C definido por
v(t) = z + tw
liga 0 ponto z1 = z + aw ao ponto zo = z + bw, e a sua imagem é o segmento

[21, 22].
Temos efectivamente

t—a
— <t<hb.
bfa(ZQ z1) coma <t <

Y(t) =2+

Diz-se que um caminho 7 : [a,b] — C é a jun¢do dos caminhos 7y, ...,7,, €

escreve-se
Y=7+F

se existir uma decomposi¢ao {to,...,t,} de [a, ] tal que cada v, é a restri¢do de
~ ao intervalo [t;_1, k]

Um caminho diz-se poligonal se for uma jungdo de caminhos lineares. Mais
precisamente, dada uma sucessao finita (zo, ..., z,,) de pontos de C diz-se que 7
é um caminho poligonal da forma (2, ..., z,) se

Y=7+F
em que cada v, é um caminho linear que liga zx_1 a z; . Tem-se neste caso
['Y] = [Z()?Zl] u..u [anla Zn]

pelo que v descreve a linha poligonal [z, z1] U... U [z—1,2n]. Os pontos z
dizem-se entao os vértices de 7.

Dado um caminho 7 : [a,b] — C chama-se caminho oposto a v ao caminho
~~definido por
Y (t)=~(a+b—1t) se t € |a,b].

Temos entdao v~ (b) = y(a) e v (a) = v(b), e como a fungdo ¢ definida por
©(t) = a+ b —t aplica [a,b] sobre [a,b] temos também [y~| = [yo¢] = [v].
Diz-se por isso que v~ descreve a curva [y] em sentido oposto ao de v. Como
@ o & a fungdo identidade de [a, b], da definigdo resulta ainda (y~) = 7.
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Exemplo 11.10 - Dados z,w € C, se v é um caminho linear que liga z a
w entdo ¥y~ € um caminho linear que liga w a z.

Efectivamente, se 7 : [a,b] — C é um caminho linear, da defini¢do resulta
que o caminho v~ também é linear.

Um caminho 7 : [a,b] — C diz-se regular se tiver derivada continua ou for
uma jungao de caminhos com derivada continua. Sejam agora v : [a,b] — C
um caminho regular e f : [y] — C uma fun¢do continua. Define-se entdo o
integral de f ao longo de ~y por

Lff(fw)v’-

Nota 11.11 - De acordo com a defini¢gdo de caminho regular a funcio +/
que figura no integral do segundo membro desta relagdo pode nao estar definida
num conjunto finito de pontos de [a, b]. Sabe-se no entanto que isso é irrelevante
do ponto de vista da existéncia ou do valor do integral.

Exemplo 11.12 - Se um caminho regular ~ é uma junc¢do de caminhos
requlares Yy, ..., Y, Para toda a fungio continua f : [y] — C tem-se

/wf§ ka'

Efectivamente, sendo [a, b] o dominio de v, existe uma decomposicao {to, ..., tn }
de [a, b] tal que cada v, € a restricao de v a [tx_1,tx]. Temos entdo

/vf/ab(fov)v’ki/:k (fov)v’ki_l/tk <fovkm.i/ .

—1Ytk—1 tp—1 k=1 "7k

Teorema 11.13 - Dados a,b,c,d € R tais que a < b e ¢ < d, sejam ¢ uma
aplicagdo linear de [c,d] sobre [a,b] e v : [a,b] — C um caminho regular. Dada
uma fungdo continua f : [y] — C tem-se entdo

f:sgn(so’)/f-

Yop ¥

Demonstra¢do. Atendendo ao exemplo anterior e & defini¢do de caminho
regular, basta provar o enunciado no caso em que v tem derivada continua. E
entao

/wf:/cd(fowosf)))(vw)’:/Cd((fov)ow)(v’ow)w’

pelo que, pondo g = (fov)7y e usando a férmula de mudanga de varidvel,

obtemos
d , »(d)
/ f:/ (gop)p :/ g.
yop c »(c)
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Notando agora que é ¢ (¢) =ae p(c) =bou ¢ (c) =be ¢(c) = a consoante
 for estritamente crescente ou descrescente, resulta

/:C(j)gsgn(@/) /abg Sgn(sp’)/wf_

Dado um caminho v : [a,b] — C diz-se que um caminho o : [¢,d] — C ¢é
equivalente a 7y se existir uma aplica¢do linear estritamente crescente ¢ de [c, d
sobre [a, b] tal que 0 = o ¢. Como existe uma tnica fungéo ¢ que verifica esta
condicao, segue—se que existe um s6 caminho ¢ equivalente a v com dominio
[e, d]. Diz-se entdo que o é o caminho que resulta de v substituindo o intervalo
de parametrizagao [a, b] por [c,d].

Coroldrio 1 - Sejam ~ um caminho regular em C e o wum caminho
equivalente. Dada uma fun¢do continua f : [y] — C é entdo

AfLﬁ

Demonstracdo. Resulta directamente do teorema anterior notando que o
caminho o também é regular e que a funcao linear ¢ é agora estritamente
crescente.

|

Nota 11.14 - Dado um caminho v : [a,b] — C, seja ¢ : [c,c + h] um
caminho tal que o(c) = v(b). Substituindo entdo o pelo caminho equivalente o
com intervalo de parametrizagao [b, b + h] pode formar-se a jungao v+oo. Como
o coroldrio anterior mostra que o intervalo de parametrizagao é irrelevante no
célculo de integrais ao longo de caminhos, por um abuso cémodo de notacao e
de linguagem representa-se habitualmente esta juncao por v + o e diz-se ainda
que ela é a juncao dos caminhos 7y e o.

Coroldrio 2 - Sejam v um caminho reqgular em C e f : [y] — C uwma
fungdo continua. Tem-se entdo

o=

Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior pois 7y~ = yo ¢
em que @ é uma fungdo linear estritamente decrescente.
]

Exemplo 11.15 - Dados z,w € C seja f : [z,w] — C uma fungado
continua. Se v e o sdo caminhos lineares que ligam z a w tem-se

Af=lﬁ
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Sejam efectivamente [a,b] e [c,d] os dominios respectivos de v e de o, e ¢
a funcao linear estritamente crescente que aplica [c, d] sobre [a,b]. Como 7 o ¢
também é uma fung¢do linear, das relagoes

(Yop)(e)=z=0(c) e (yop)(d)=w=0(d)

resulta v o p = o e conclui-se que v e o sao caminhos equivalentes.

Dados z,w € C e uma fungdo continua f : [z,w] — C, representa-se pelo

simbolo w
[

/1

em que 7y é um caminho linear que liga z a w.

o valor comum dos integrais

Nota 11.16 - Se z,w € R, a fun¢ao ~ definida por v(t) =t com ¢t € [z,w] &
um caminho linear que liga z a w. Temos entao

/wa/zwf(t)dt

pelo que a notagao aqui usada é uma generalizagdo da que se utiliza em Andlise
Real.

Exemplo 11.17 - Sejam z,w € C, u € [z,w] e f : [z,w] — C uma fung¢io
continua. Tem-se entao

[rov fo=[r o [o-[

Efectivamente um caminho linear v que ligue u a u é necessariamente
constante pelo que 4" = 0 e o integral correspondente é nulo. Se v ¢ um caminho
linear que liga z a w entdao v~ é um caminho linear que liga w a z pelo que

[o=[s=-[r=-["r

Finalmente, supondo sem perda de generalidade u # z e u # w, seja
v : [a,b] — C um caminho linear que liga z a w. Tomando ¢ € |a,b| tal
que v (¢) = u e sendo 7, e 7y, as restrigdes de v respectivamente a [a, c] e a [c, b]

temos w u w
/zf=/7f=/71f+/72f=/z f+/u .
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Dado um caminho regular v : [a,b] — C, define-se o comprimento de ~ por

w/abm.

Exemplo 11.18 - Se v e o sao caminhos em C regulares e equivalentes,
tem-se L(v) = L (o).

Suponha-se efectivamente que [a, b] e [c, d] s@o os dominios respectivos de 7y
e de 0. Sendo @ a aplicagdo linear estritamente crescente de [c, d] sobre [a, D]
temos entao

d d d b
/|a'|=/ I(v’w)w’|=/ I(v’w)lw’=/ .
C C C a

Exemplo 11.19 - Dado um caminho regular v em C é L(y) =L (y™).
Efectivamente, sendo [a,b] o dominio de v e ¢ a func¢do definida por
ot)=a+b—tset € [a,b], temos

»(b) , b ,
/va /Ivow —/ |v|=/|v|-
»(a) a
Exemplo 11.20 - Se v é um caminho linear que liga z a w, temos
L(v) = lw —2].

Efectivamente, atendendo ao exemplo 11.18 e tomando o caminho v definido
por v(t) = z+t(w — z) se t € [0,1], temos

1
:/ |lw —z|dt = |w— z|.
0

E vélida a seguinte estimativa:

Teorema 11.21 - Sejam v um caminho regular em C e f: [y] — C uma
funcado continua. Temos entao

/f‘ < L()sup {1f(2)] : 2 € b}

Demonstragao. Sendo [a, b] o dominio de v e pondo M = sup {|f(2)|: z € [1]},
temos efectivamente

b
fl= / £ (/) Y (1)t

/|f |dt<M/ 7/ (8)] dt = ML().
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Podemos agora generalizar o exemplo 11.1 aos integrais ao longo de caminhos
regulares.

Teorema 11.22 - Sejam ~ um caminho regular em C, f : [y] — C
uma fungdo continua e (f,) uma sucessio de fungées continuas fp, : [y] — C.
Se (fn) convergir uniformemente para f tem-se

limLanf.

en = sup | fn(2) — f(2)],

2€[7]

Demonstragao. Pondo

de acordo com o teorema anterior temos

[l

e o enunciado resulta entdo de ser lime,, = 0.
| ]

/V (fo - f)' < eal()

O teorema seguinte generaliza a férmula de Barrow aos integrais ao longo
de caminhos regulares.

Teorema 11.23 - Sejam D C C, f : D — C wma funcdao continua e
suponha-se que f admite uma primitiva F. Se v é um caminho regular em D
com ponto inicial z e ponto final w, tem-se

L f = Flw) - F(2).

Demonstragio. Seja {to, ..., t, } uma decomposicao de [a, b] tal que a restrigéo
de v a cada [tx—1,tx] € um caminho ~, com derivada continua. Temos ent&o

[a=] =] S Wort= [ Fom) = F () F (i)

e resulta
/f=Z/ f=F (1) = F(y(a) = F(w) — F(2).

Nota 11.24 - O teorema anterior permite dar uma nova demonstracao da
segunda parte do teorema 6.10. Supondo D aberto e conexo, seja f: D — C
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uma fungao com derivada identicamente nula. Fixado um ponto zg € D, o
teorema 5.27 mostra que para cada ponto w € D existe uma linha poligonal
[20, 21] U... U [2n—1, 2] contida em D e tal que 2z, = w. Tomando para v um
caminho poligonal da forma (2o, ..., 2, ), a conclusdo f(w) = f(zo) resulta entéo

o F(w) = f(z0) = /7 /= /7 0=0.

Corolario 1 - Sejam D C C, f: D — C uma fun¢do continua e primi-
tivdvel, e z,w € D. Se v, e vy sao dois caminhos requlares em D que ligam z

a w, tem-se
[ =]
Y1 T2

Coroldrio 2 - Sejam D CC e f: D — C wma func¢ao continua e primi-
tivavel. Para cada caminho ~v em D, reqular e fechado, tem-se entdo

Afo.

Demonstra¢ao. Efectivamente neste caso os pontos inicial e final de ~
coincidem.
|

Coroldrio 3 - Sejam D C C e f : D — C uma funcdo com derivada
continua. Dados z,w € D tais que [z,w] C D, tem-se

[f (w) = f ()< sup [f(Ofw—2|.

CE[z,w]

| f’(C)dC‘

pelo que basta agora aplicar o exemplo 11.20 e o teorema 11.21.
|

Demonstracio. E efectivamente

[f (w) = f(2)| =

Exemplo 11.25 - Para cada z € C\ (]—o00, —1[U]1, +00[) tem-se

i 1
arcsin z = ———dc¢.
/0 (1 B C2)1/2

Efectivamente o teorema 10.24 mostra que a fungao arcsin é uma primitiva da
fungao integranda no conjunto D = C\ (]—oo, —1] U [1, +oc]). Como este é um
conjunto em estrela relativamente ao ponto 0, o integral ao longo do segmento

120



[0, 2] estd definido para todo o z € D. Finalmente, se z = £1 a identidade
traduz um resultado conhecido da Anéglise Real.

Exemplo 11.26 - Para cada z € C\ {Re(z) =0 e |Im(z)| > 1} tem-se

1
arctan z = / 5dC¢.
o 1+¢

Efectivamente o teorema 10.27 mostra que a funcao arctan é uma primitiva
da funcgao integranda no conjunto referido, e este é um conjunto em estrela
relativamente ao ponto 0.

Exemplo 11.27 - Dados um caminho v em C, fechado e reqular, e um
ponto a € C\ [v], tem-se

/(z—a)"dz:O se neZ\{-1}.

Efectivamente basta aplicar o coroldrio 2 do teorema 11.23 notando que

(M)/:(z—a)" se n€Z\{-1} e z€C\{a}.

n+1

O estudo do caso n = —1 no enunciado do exemplo anterior é fundamental
em Andlise Complexa. Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 11.28 - Sejam v um caminho em C fechado e regular, e Ind, a
fungao definida por

1 1
Indy(z)=— | ——d( se z€C .
) =g | T \b]
Entao esta fung¢ao sé toma valores inteiros, é constante em cada componente
coneza de C\ [v], é nula na componente ilimitada de C\ [v], e tem-se

Ind,-(z) = —Ind(z).

Demonstragio. Fixado z € C\ [7] seja [a,b] o dominio de v e f a fungdo
definida neste intervalo por f(t) = v(t) — z. O teorema 10.15 mostra entdo que
existe um ramo A do logaritmo de f, e sendo {%o, ..., t,} uma decomposigao de
[a, b] tal que a restri¢ao v, de v a cada intervalo [tx_1, t] tem derivada continua,
do teorema 10.13 resulta

Vi) — )

Yot — 2 se t e [tk—latk]-
L) —

Temos assim
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/ 1 d¢ = /tk Mdt = /tk )\/(t)dt = A(tg) — A(tgp—-1)

(—=z oo V() — 2 1
e portanto
1 " 1 "
| ezic= ;/ T = Do) = A1) = A~ X

Como f(a) = f(b) segue-se que A (a) e A (b) sdo logaritmos do mesmo nimero
complexo e isso exige que exista um inteiro m tal que A(b) — A(a) = 2mmi. E
entdo Ind,(z) =m o que prova a primeira parte do enunciado.

Dado z € C\ [y] consideremos agora uma sucessao (z,) de pontos de C\ [v]
com limite z. Pondo f({) = (—z e fo({) = ( — z, se ( € [y], como a
convergeéncia de f,, para f é trivialmente uniforme em [], do exemplo 7.5 resulta
que 1/f, também converge uniformemente para 1/f em [y]. Entéo o teorema
11.22 permite concluir que lim Ind, (2,) = Ind, (z) e isto prova a continuidade
de Ind, no ponto z.

Como a fungao Ind., é contiua e as componentes conexas de Z sao conjuntos
singulares, ela é necessariamente constante em cada componente conexa de
C\ [7]. Por outro lado, como o teorema 5.17 mostra que C\ [y] tem uma sé
componente conexa ilimitada, dado R > 0 tal que [y] € B(0,R) o conjunto
conexo C \ B(0,R) estd necessariamente contido nessa componente. Em
particular, escolhendo z € C\ B(0, R) tal que |z| > R+ L(v)/2n, do teorema
11.21 deduz-se

Ind ()] < —22_ 4

27(|z| — R)
pelo que Ind,(z) = 0.
Finalmente a relagao Ind,- (z) = —Ind,(z) resulta directamente do coroldrio
2 do teorema 11.13.
|

O inteiro Ind,(z) definido no teorema anterior diz-se o indice de z relati-
vamente ao caminho -y, e um ponto z € C\ [y] diz-se interior ou exterior a
7 consoante se tiver respectivamente Ind,(z) # 0 ou Ind,(z) = 0. De acordo
com o teorema anterior todos os pontos da componente ilimitada de C\ [y] séo
exteriores a . Dado um caminho v em C fechado e regular, diz-se ainda que o
conjunto dos pontos interiores a -y é o o interior do caminho .

O conceito de indice de um ponto z relativamente ao caminho + pode
interpretar-se geometricamente de um modo particularmente sugestivo. Na
demonstracdo anterior viu-se que sendo [a,b] o dominio de v, f =y —z e
A um ramo do logaritmo de f, se tem

Ind,(z) = 7)\([)) — )\(a)'
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Como A(a) e A(b) sdo logaritmos do mesmo nimero complexo, representando
por 6 um ramo do argumento de f esta relagao equivale entao a

0(b) — 6(a)

Ind,(z) = o

Dado que 0(b) — 0(a) é a variacao do argumento de f({) = ¢ — z quando ¢
percorre o caminho 7, verifica-se assim que Ind,(z) indica o nimero de voltas
descritas por v em torno de z, desde que a cada volta se atribua o sinal + ou —
consoante o sentido do percurso.

Exemplo 11.29 - Se um conjunto E C C for tal que C\ E ndo tem
componentes conezxas limitadas entdo E contém o interior de todo o caminho
em E, fechado e reqular.

Efectivamente, dado um caminho em E fechado e regular v e um ponto
z € C\ E, seja C' a componente conexa de C\ E a que pertence z. Como
C\ E C C\ [v] resulta que C estd contido nalguma componente conexa de
C\ [7] e esta componente é necessariamente ilimitada. Pelo teorema anterior é
entdo Ind,(z) = 0 e conclui-se que z ¢é exterior a .

Exemplo 11.30 - Um conjunto em estrela E C C contém o interior de
qualquer caminho em E, fechado e regular.
Efectivamente isto resulta do exemplo anterior aplicando o teorema 5.18.

Exemplo 11.31 - Dado um conjunto aberto D C C, se as suas componentes
conexas forem simplesmente conexas entdo D contém o interior de qualquer
caminho em E, fechado e regular.

Efectivamente, dado um caminho v em D, como o conjunto [y] é conexo
ele estd necessariamente contido nalguma componente conexa C' de D. Entao
v é um caminho em C' e basta agora aplicar o exemplo 11.29 e a defini¢ao de
conjunto simplesmente conexo.

Exemplo 11.32 - Sejam z,w € C tais que Im(z) < 0 e Im(w) > 0.
Seja ainda v = v, + 9 em que v, é um caminho regular que liga z a w sem
intersectar Ry, e v, um caminho regular que liga w a z sem intersectar Rg‘ .
E entio Ind.,(0) = 1.

Efectivamente, como In ¢ é uma primitiva de 1/{ em C\ R e In(—() é uma
primitiva de 1/¢ em C\ R{, temos

1 1 1 1 1 1
Ind,(0) = —./—d = —./ —d<+—_/ —d¢
K 2mi ), ¢ 2mi J,, ¢ 2mi /., ¢
1
= 3 (Inw—Inz+1n(—2z) —In(—w)).
Basta agora notar que do exemplo 10.5 resulta

In(—z) =lnz+ir e In(—w)=Inw —ir.
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Nos casos de maior interesse pratico o interior de v tem uma sé componente e
para cada ponto z interior a vy é Ind,(z) =1 ou Ind,(z) = —1. Nesta situacao
diremos que 7 é um caminho fechado elementar, orientado positivamente ou
negativamente consoante os seus pontos interiores tiverem indice 1 ou —1.

Os exemplos seguintes sdo geometricamente bastante intuitivos.

Exemplo 11.33 - Dados c€ C, a € R e r > 0, o caminho v definido por

v(t) = c+ref @t ge 0<t <2

é um caminho fechado elementar, orientado positivamente, cujo interior é o
circulo B (¢, ).

Efectivamente o complementar de [y] é a unido dos conjuntos conexos B (¢, r)
e C\ B (c,r). Notando ainda que

1 27 ,yl(t) 1 27 Z-,rei(a—i-t)
Ind = — ————dt = — ——dt=1
nd, (¢) 2i /0 v(t) —c¢ 211 J,  reilett) ’

deduz-se
Ind,(z)=1 se zeB(cr).

Caminhos fechados da forma definida no exemplo anterior dizem-se caminhos
circulares de centro c e raio r, orientados positivamente.

Exemplo 11.34 - Dados a,b,c,d € R tais que a < b e ¢ < d, seja R o
rectangulo fechado de C definido por

R={z€C:Re(z) €[a,b] e Im(z2) € [c,d]}.
Sendo ainda
z1=a+ic, zo=b+ic,z3=0b+1id e z4=a+1d,

todo o caminho poligonal v da forma (z1, 29, 23,24,21) € um caminho fechado
elementar orientado positivamente cujo interior é R\ [v].

Efectivamente, como R é convexo o exemplo 11.30 mostra que se tem
Ind,(z) = 0 para cada z € C\ R. Dado z € R\ [y] ponha-se ainda w; = z; — 2
para i € {1,2,3,4} e seja ¢ = v — z. Entéo ¢ é um caminho poligonal da forma
(w1, we, w3, wq, w1), e sendo [, ] o dominio de 7 temos

I Y N OIS S L= O
I?’Ld,Y(Z)—%/a mdt—% . (p(t) dt—Ind¢(0)

Notando agora que é Im (wq) < 0, Im (ws) > 0, e que as linhas poligonais
[wi,ws] U [we,ws] e [ws,ws] U [wa, w1] nao intersectam respectivamente Ry e
Ry, o exemplo 11.32 permite concluir a relagao Indy,(0) = 1.
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Caminhos fechados da forma definida no exemplo anterior dizem-se caminhos
rectangulares orientados positivamente.

Exemplo 11.35 - Sejam R > 0, 01,02 tais que 0 < 03 — 01 < 2w, v, um
caminho linear da forma (0, Re®t), v, o caminho definido por ~v,(t) = Re'
com t € [01,02], e v3 um caminho linear da forma (0, Rew?), Entao o caminho
v ="71+v2+v5 € um caminho fechado elementar orientado positivamente cujo
interior é o sector circular

S={re":0<r<Ref <t<0}.

Efectivamente, como
SU['y]:{re”:OSTgReHlStSHQ}

¢ um conjunto em estrela relativamente ao ponto 0, de 11.30 resulta que todo o
ponto de C\ (S U [v]) é exterior a .

Sejam agora p;, py € p; 0s caminhos definidos respectivamente por p; = 73,
po(t) = Re® com t € [0,01 + 27| e p3 = 77, e ponha-se p = p; + py + p5.
Aplicando a conclusdo anterior a p com 05 no lugar de 0, e 61 + 27 no lugar de
2, conclui-se entao que cada ponto de S é exterior a p. Pondo ainda o = v+ p,
para cada w € S temos assim

Ind,(w) = Ind,(w)+ Ind,(w) = Ind,(w)
1 1 1 1
= - _— Zdy =1 :
ori /., Zdz + = Zdz nd, 1 p, (W)
= 1

uma vez que 7y, + py € um caminho circular de centro em 0 e raio R orientado
positivamente.

Exemplo 11.36 - Sejam Ri, Rs tais que 0 < Ry < Ra, 01,02 tais que
0 < 03—01 < 27, v, um caminho linear da forma (R1e"1, Rye?t), v4 o caminho
definido por v,(t) = Rae' com t € [01,02], v3 um caminho linear da forma
(R1€"2, Rye'®) e v, o caminho definido por v4(t) = Rye™ com t € [01,05].
Entio o caminho v = v + vo + 75 + 795 € wm caminho fechado elementar
orientado positivamente cujo interior é o conjunto

T:{re”:R1<r<R2691<t<92}

Sejam efectivamente p; um caminho linear da forma (O,Rlewl), Py UM
caminho linear da forma (0, R1€??) e considerem-se os caminhos

p=p1+ratpy e o=p +v+r+v; For.
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Entao p e o s@o ambos caminhos do tipo considerado no exemplo anterior e
dado w € T tem-se Ind,(w) = 0 e Ind,(w) = 1. Por outro lado, atendendo as
definigoes é

Indy(w) = Ind,(w) + Ind,(w) se we C\ ([y]Up]).

pelo que
Ind,(w) = Ind,(w) — Ind,(w) = 1.

Finalmente, representando por G o conjunto dos pontos exteriores a o temos
C\(TU[y]) =GUB(0,R;). Como G e B (0, Ry) séo conjuntos conexos e

GﬂB(O,Rl):{rew:0<r<R1602<9<91+27T}7é®

segue-se que C\ (T'U [y]) também é conexo. Entédo C\ (T'U[y]) é um conjunto
conexo ilimitado contido em C\ [v] pelo que todos os seus pontos sdo exteriores
a 7y e conclui-se que T ¢é efectivamente o interior de ~.
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12 - O lema de Goursat

Dados um conjunto aberto D C C e uma funcao continua f : D — C é
importante saber em que condigbes f é primitivivel. O teorema seguinte d&
uma condi¢do suficiente para que isso acontega.

Teorema 12.1 - Sejam D C C um conjunto aberto e f : D — C uma
fungdo continua. Se existir uma funcdo F : D — C tal que

w
/ f=F(w)— F(z) sempre que [z,w] C D,
z
entao ' é uma primitiva de f.

Demonstragao. Fixado um ponto a € D e tomando r > 0 tal que B (a,r) C D,
para cada z € B (a,r) temos

F(z)—F(a)=/Zf(C)dC-

Por outro lado, como f(a)z é uma primitiva de f(a) temos também

| @ = sy - a)
e daqui resulta

F(z) - F(a)

se 0<|z—a|l<r. (12.1)

Atendendo ao teorema 11.21 e ao exemplo 11.20 é ainda

/ Q- f(a))dc‘ <lz—al swp [F(O) - f(a)

C€Elarz]
e de (12.1) vem
‘F(z) — F(a)

zZ—aQa

- f(a)

< sup [f(Q) = fla)] se O0<|z—af<r
¢€la,2]

Como f é continua em a, dado § > 0 existe g > 0 tal que | f (¢) — f(a)] < §/2
se ¢ € B(a,eg0) N D. Tomando ¢ = min {gg, 7} temos assim

)
sup |f({)—fla)|<=<d se 0<|z—a|<e
¢€la.z] 2
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pelo que
Wff(a) <0 se 0<|z—al<e

e portanto
F(z)-F
lim Fz) = F(a) = f(a).
zma  zZ—a
E entdo F'(a) = f(a) e conclui-se que F é uma primitiva de f.
]

Coroldrio - Sejam D C C um conjunto aberto e f: D — C uma func¢do
continua. Se para todo o caminho poligonal fechado v em D for

[

entao f é primitivdvel.

Demonstra¢ao. Fixado a € D seja C' a componente conexa de D tal que
a € C. Como C é aberto, o teorema 5.27 mostra que para cada z € C existe
um caminho poligonal v, em C que liga a a z. Seja entao F' a funcao definida
em C' por

Flz)=[ f
,YZ

e considerem-se dois pontos z,w € C tais que [z,w] C C. Representando por
o um caminho linear que ligue z a w e pondo v = v,+ ¢ + v, como v ¢ um
caminho poligonal fechado em D resulta

o/vf/zf+/zwf+/%.
/:“f:/v f—L f = F(w) - F(2)

w z

Temos assim

e 0 teorema anterior mostra que F' é uma primitiva de f em C. Conclui-se deste
modo que f tem uma primitiva em cada componente conexa de D pelo que f é
primitivével.

|

Podemos agora provar as seguintes equivaléncias:

Teorema 12.2 - Dados um conjunto aberto D C C e uma func¢do continua
f: D — C sao equivalentes as condi¢oes:

1 - f é primitivdvel.
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2 - Ezxiste uma funcao F : D — C tal que, para todo o par de pontos
z,w € D e para todo o caminho regular v em D com ponto inicial z e ponto

2

final w, é
/ f= F(w) - F(2).

8 - Para todo o caminho v em D, fechado e regular, é

/Vfo.

Demonstra¢ao. O teorema 11.23 mostra que a condi¢ao 1 implica a condigao
2. Como num caminho fechado o ponto inicial e o ponto final coincidem, segue-se
que a condicao 2 implica a condi¢cao 3. Finalmente o coroldrio do teorema
anterior mostra que a condi¢ao 3 implica a condicao 1.

|

Se a funcao f for holomorfa, Goursat mostrou que é nulo o integral de f
ao longo da fronteira de qualquer tridngulo contido no seu dominio. Para obter
este resultado fundamental comecaremos com algumas definigoes.

Dados trés pontos u,v,w € C chamamos tridngulo de vértices u, v e w ao
conjunto convexo T gerado por esses pontos, ou seja, & interseccao dos
conjuntos convexos que contém {u,v,w}. Em particular os trés segmentos
definidos pelos vértices estao contidos em 1" e dizem-se os lados de T'.

Sendo (21, 22, 2z3) uma permutagao de (u,v,w) e v um caminho poligonal da
forma (21, 29, 23, 21) diremos que vy é um caminho associado ao tridngulo T ou
um caminho triangular de vértices u, v, w. Atendendo ao exemplo 11.20 temos
entao

L(v) = |22 — 21| + |23 — 22| + [21 — 23],

pelo que L() é a soma dos comprimentos dos lados de T', ou seja, o perimetro
de T
Vamos agora estabelecer alguns resultados auxiliares.

Lema 12.3 - Dado um tridngulo T C C seja v um caminho associado a T.
Se z,w €T é entdo
|z —w| < L(v).

Demonstra¢do. Sejam z1, za, z3 os vértices de T' e ¥ um caminho associado a
T. Supondo |z3 — 21| < |22 — 21| e sendo 7 = |23 — 21|, o circulo fechado B(z,r)
é um conjunto convexo que contém os vértices de T', pelo que T C F(zl,r).
Dados z,w € T ¢ entdo |z —w| < |z — 21| + |21 —w| < 2r = 2|25 — 21|, e de
|zo — 21| < |22 — 23| + |25 — 21] resulta

|z —w| <|zo — 21| + |22 — 23| + |23 — 21| = L(v). u
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Lema 12.4 - Dados z1, 22,23 € C e sendo T o tridgngulo de vértices z1, z2, 23
tem-se

T:{)\121+)\222+)\3231)\1,)\2,)\3 >0e )\1+)\2+)\3:1}.

Demonstragdo. Pondo
A= {)\121 4+ Xozo + X323 1 A1, A2, A3 > 0e A+ s+ A3 = 1}

vejamos em primeiro lugar que 7' C A. Tomando dois pontos z,w € A, o
segmento [z,w] é o conjunto dos pontos da forma az + fw com «, 8 > 0 tais
que a+ B = 1. Fixados « e § nestas condigoes, sejam z = A\1z1 + Aozo + A323 €
W = 4121 + Hoz2 + p323. Temos entao

3

az+ pfw = Z (g + Buy) 2k

k=1

€ Como

Mw

(e\k + By, —aZAkJrﬁZMk:aJrﬁ—l

k=1 k=1 k=1

segue-se que az + fw € A. Isto mostra que [z, w] C A pelo que A é convexo, e
como 21, 22, 23 € A conclui-se que T' C A.
Reciprocamente, para provar a inclusdo A C T tomamos

Zz=MNz1+Xza+A323€ A

e verificamos que z € T. Se A\3 = 1 é z = 23 € T e basta assim considerar
0 caso A3 < 1. Sendo entdo p; = A1/ (L —A3) e py = A2/ (1 — A3) temos
ty + po = 1 pelo que, pondo w = pyz1 + pigz2, vemos que w € [z1,29] C T.
Como é z = (1 — A3) w + Azz3 resulta que z € [w, z3] C T.

[

Lema 12.5 - Um tridngulo em C é um conjunto compacto.

Demonstra¢ao. Seja T' C C um tridngulo de vértices 21, 22, 23. Dada uma
sucessao (wy,) de pontos de T' o lema anterior mostra que os w,, sdo da forma

Wn =pp21 + qnz2 + (1 —prn — qn) 23

em que p,,qn, > 0 e p, + ¢, < 1. Pondo u, = p, + ig, define-se assim uma
sucessdo limitada (u,) que tem uma subsucessdo convergente (u,, ). Entdo a
sucessao (wg,, ) também converge e o seu limite ¢ da forma

w=pz+qzn+(1-p—q)z

em que p = limp,, € ¢ =limg,,. Como p,g > 0 e p+q < 1, segue-se que
w € T e isto mostra que T' é compacto. ®
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Lema 12.6 - Sejam T C C um tridngulo, f : T — C uma func¢do continua
e v um caminho associado a T. Fxistem entdo um tridngulo S C T e um
caminho o associado a S tais que L (o) = L(v)/2 e

/Wf

Demonstragiao.  Seja (z1,29,23) uma permutagdo dos vértices de T e
suponha-se que v é um caminho da forma (21, 22, 23, 21). Pondo

<4

Al

21+ 29
a= , b=

Zo + 23 23+ 21
5 e cC=—

2 2

segue-se que a, b e ¢ sao os pontos médios respectivos dos segmentos [z1, 22],
[22, 23] € [23, 21], € temos

1
|CL*21|:|22*a|:|b*6|:§|22721|, (12.2)

1
|b—z2|:|23—b|:|c—a|:§|z3—z2|, (12.3)

¢ 1
|c—23|:|21—c|:|b—a|:§|z1—z3|. (12.4)

Sejam agora 7y;,Ys2,Y3 € Y4 caminhos respectivamente da forma (21, a, ¢, z1),
(a,z2,b,a), (b, z3,¢,b) e (a,b,c,a). Como os vértices destes caminhos sdo pontos
de T', a convexidade de T" mostra que todos os 7, s@o caminhos em T'. Temos

entao
[o=fae e[ fo= o [se [
Lsf:/bzgf+/2:f+/cbf e/ﬁfz/jf+/jf+/jﬁ

e atendendo ao exemplo 11.17 resulta

é/%f=/ij+/a22f+/:f+/bzaf+/2:f+/:1f,

identidade que se reduz a

i/f/ f+/ f+/ /

k=1
4
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Por outro lado, atendendo a (12.2), (12.3) e (12.4) temos

1 1
L(vy) =la—z|+[c—al+|z1 — | = 3 (|22 — 21| + |23 — 22| + |21 — 23|) = §L(7)

e obtém-se identidades andlogas para os restantes caminhos ~v;, pelo que

L(v,) = %L(’y) se 1<k<A4. (12.6)

Sendo agora o um dos caminhos v, para o qual

A;f

atinge o valor maximo, de (12.5) resulta

fA=glf =l

Representando entao por S o tridngulo cujos vértices sao os vértices do
caminho triangular o, a convexidade de T" mostra que S C T. Atendendo a
(12.6) temos também L (o) = L(v)/2 o que acaba de estabelecer o enunciado.

[

<4

Estamos agora em condigoes de demonstrar o resultado obtido por Goursat.

Teorema 12.7 (Lema de Goursat) - Sejam D C C um conjunto aberto,
f: D — C uma fung¢ao holomorfa e T um tridngulo contido em D. Para cada
caminho v associado a T tem-se

/ f=o.
2l

Demonstra¢ao. Aplicando indutivamente o lema 12.6 obtém-se uma sucessao
(T),,>o de triangulos e uma correspondente sucessdao (,) de caminhos
associados tais que To =T, vo =, Tnt1 € T, L(7,) = L(7)/2™ e

A=l

Atendendo a que os T}, sdo conjuntos compactos, o teorema 4.6 garante a
existéncia de um ponto ¢ que pertence a todos os T,,. Como f é holomorfa em
¢ existe também uma fungéo continua ¢ : D — C tal que ¢ (c) =0e

fR)=f+f()(z=c)+¢2)(z—c) se z€D.

<4

f‘ . (12.7)

n
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Definindo agora uma funcao F : D — C por

FE) = @2+ 5f (@) ()

segue-se que F' ¢ uma primitiva de f(z) —¢(z) (z — ¢). Para cada n > 0 é entéo

/ ((2) - ol2) (z — &) dz = 0

n

pelo que

e do teorema 11.21 resulta

[

n

< L(v,) sup |o(2) (z =)l (12.8)

2€[7y,]

Como [vy,,] €T, e ¢ € T,,, pondo

o, = sup |p(2)]
ze€T,

temos agora, atendendo ainda ao lema 12.3,

sup |p(2) (z = ¢)| < sup p(2) (2 = )| < pnL (75)
z€[,] z€[Tn]

/s

n

e de (12.8) deduz-se

L ()
47L

< L2 () o = .

Da relacdo (12.7) resulta assim

/f‘ < L2, se n>0
Y

pelo que o enunciado fica estabelecido se se provar que lim y,, = 0.

Atendendo agora a que a funcdo ¢ é continua e nula no ponto ¢, dado
0 > 0 existe € > 0 tal que |p(z)] < §/2 se |z — ¢| < e. Por outro lado, como
lim L (vy,,) = 0 existe também uma ordem & tal que se tem L (v,,) < ¢ para cada
n > k. Tomando entdo n > k e z € T}, temos |z —¢c| < L(v,,) < ¢, pelo que
|p(2)] < /2 e portanto u,, < /2 < d, o que estabelece a relagdo lim p,, = 0.

]

Associando o lema de Goursat e o teorema 12.1 chegamos a um resultado

decisivo sobre a existéncia de primitivas de fungoes holomorfas. Usaremos ainda
o seguinte lema:
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Lema 12.8 - Seja D C C um conjunto em estrela relativamente a um ponto
¢ € D. Dados z,w € D tais que [z,w] C D, entdo o tridngulo de vértices ¢, z,w
estd contido em D.

Demonstra¢do. Seja T o triangulo de vértices ¢, z,w. Tomando ¢ € T, o
lema 12.4 mostra que ( = Ac+ pz +vw com A\, u,v > 0e A+ pu+v =1. Se
¢ # c tem-se ainda A < 1 e pondo entdo a = /(1 — X)z +v/(1 — MN)w segue-se
que a € [z,w] C D, pelo que ( = Ac+ (1 —A)a € [c,a] C D.

[

Podemos agora provar o teorema fundamental.

Teorema 12.9 - Seja D C C um conjunto aberto e em estrela. Entao toda
a funcao holomorfa f: D — C é primitivdvel.

Demonstragdo. Se D é um conjunto em estrela relativamente ao ponto c,
seja F': D — C a funcao definida por

Dados z,w € D tais que [z,w] C D consideremos um caminho triangular v da
forma (c,z,w,c). Como o tridngulo de vértices ¢, z,w esta contido em D, do
lema de Goursat resulta entao

O/Vf/:f+/zwf+/wcf
[ =] 1= [ 1=rw-re

e o teorema 12.1 mostra que F é uma primitiva de f.
|

pelo que

Como aplicagao do teorema anterior vamos estabelecer alguns resultados
uteis no cédlculo de certos integrais. Provaremos primeiro um lema que serd
também utilizado posteriormente.

Lema 12.10 - Dado \ > 0 tem-se
/2 Acost /2 Asint ™
- dt = TASIEAE < —
/O ¢ /O ¢ <

Demonstra¢io. Mudando ¢ em /2 — ¢t obtém-se directamente a identidade

w/2 /2 )
/ 67)\ cos tdt _ / 67)\ sin tdt
0 0
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Por outro lado, para cada t € ]0,7/2[ é

sint\’ cost sint cost
— ) =— - — =(t—tant) —— <0

t t 12 12
pelo que
sint (Sinx> 2
> =—,
t T r=m/2 m
e resulta
/2 w/2
—Asint —2Xt/7 _ ™ - ™
dt < dt = — (1 — < —.
/0 c = /0 ¢ oy (=) <oy
[ ]

;%zf(z): lim f(z) =0.

Z—00

Teorema 12.11 - Seja f: C\ Ry — C uma fungdo holomorfa tal que
1111(1) zf(z) = lim f(z) =0.
zZ— ZzZ— 00

Se o integral fOJrOO f(x)e~*dx for convergente, para cada w € C\ {0} tal que
Re(w) > 0 tem-se

+oo “+o0
(x)e ™ ®dx = w/ f(wzx) e " dx.
0 0

Demonstra¢ao. Dados €, R tais que 0 < ¢ < R e sendo o = argw, conside-
remos os caminhos v, pg, p., 0, definidos respectivamente por v(t) = t com
t € [e, R], pr(t) = Re'®* com t € [0,1], p.(t) = ee’®® com t € [0,1], e o(t) = te!®
com t € [, R]. Entéo os caminhos v 4 pp e p. + o ligam ambos o ponto ¢ ao
ponto Re’®. Como a fungio definida por f(z)e=* é holomorfa em C\ R e este
é um conjunto em estrela relativamente ao ponto 1, usando o teorema anterior
e o coroldrio 1 do teorema 11.23 obtém-se

“dz iz = “dz “*dz,
[/f(z)e z . (2)e"*dz /ps f(z)e ?dz /Uf(z)e z
ou seja,
R R . i .
t)e tdt+ “Pdz = “Fdz+ te'Ye"t  etdt (12.9
| s /pr<z>e : /psf(Z)e st [ pte)ee et (129)

Pondo agora, para cada r > 0,

M(r)= sup |f(re"”)]
o€[—|al,|al]
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temos

1 _ .
/ f (ae’at) e Viageitdt
0

/p f(z)e ?dz

€

IN

1
|a|5M(€)/ e esetdgt < |a|eM(e)
0

e da condicao lim, g zf(z) = 0 resulta

Temos também, do mesmo modo,

f(z)e ?dz

PR

1
< |a| RM(R) / e~ Reosat gy
0

€ Como

1 1 1 9 [7/2
/ efR cosat gy / echos\a|tdt < / efR cos 7rt/2dt _ 2 / e7Rcos udu7
0 0 0 T Jo

do lema anterior deduz-se

1
1
/ e~ Beosatgr < — (12.10)
0 R
Obtém-se assim a majoracao
(z)e ?dz| < |a| M(R)
PR

e da condica@o lim,_, f(z) = 0 resulta

li “Fdz = 0.
LN A

Fazendo sucessivamente ¢ — 0 e R — 400 em (12.9) temos entao

+oo ) +oo ) i
(r)e *dx = em/ f(te")e e dt
0 0
e a mudanca de varidgvel ¢t = |w|z no integral do segundo membro conduz a
identidade do enunciado.

Exemplo 12.12 - Dado w € C\ {0} tal que Re(w) > 0, tem-se

+oo 2 +oo 2
/ e Y dr = wfl/z/ e " dx.
0 0
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Efectivamente, fazendo ¢t = 22 temos

+oo 5 1 [t
/ e dr = —/ 12t gy
0 2 Jo

e a funcdo definida por f(z) = z~'/2 verifica as condicdes

lii%zf(z) = lim f(z)=0.

Z—00

Aplicando o teorema anterior é entdo

+oo 1/2 +oo
l/ 12ty — O / 120wt gy
2 0 2 0

e regressando & varidvel x obtém-se a férmula anunciada.

Combinando o exemplo anterior com a relagao

+o0 5
/ e Tdx = ﬁ
0 2

(cf. corolario 2 do teorema 22.14) podem obter-se dois resultados notéveis sobre
integrais reais, devidos a Euler.

Exemplo 12.13 - Tem-se

+oo +oo 1 T
/ sinz?dx = / coszidr = = | =.
0 0 2V 2

Efectivamente, aplicando o exemplo anterior com w = i deduz-se

—+o00 “+o00 “+o00
. ) 2 T _,
/ cos 2dx — z/ sinz?dx = / e ¥dr = —\/—e im/4
0 0 0 2

Exemplo 12.14 - Dado )\ € R tem-se

+o0 /\2 _
/ e~ sin \x2dz = 1\/g w
0

2 P |

R 5 1 /7 [V 4141
e cos \x“dr = = S\ e
0

2 A +1
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Efectivamente, aplicando o exemplo 12.12 com w = 1 4 ¢\ temos

B

+o0 R +o0 o 1
/ e " (cos Az? — isin )\scz) dx = / e~ (IHiNz g s
0 0 2(14i))
Como ¢ 1+ iX= V22 +1e? com
1

cost) = ——,
VAT +1

temos ainda

1 1 _igja _ c0s0/2 —isinf/2

= e
1+ T4 VA1
e as identidades referidas resultam agora das relagoes

50 1fcos97\/)\2+1—1

. 2 2V +1
(&
COSQQ: 1+c080: \/)\2+1+1-
2 2 2V A% +1

O teorema seguinte mostra como a relagao

+oo 5
/ e ¥ dr = /7

pode ser generalizada.

Teorema 12.15 - Dado z € C tem-se

+oo 5 +oo R
/ e~ (@) gy :/ e " dx.
o0 — 00

Demonstragdo. Sendo z = a + ib com a,b € R temos

’ef(:ﬁ»z)z‘ _ ef(z+a)2+b2

e como o integral

+oo 2
/ e~ (@ta) gg

—0o0

converge, vemos que 0 mesmo sucede com

+oo 5
/ e~ @27 g,

—0o0
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Além disso, como a mudanca de varidvel t = x + a ndo altera o valor deste
integral podemos sem perda de generalidade supor a = 0.
Seja entdo f a fungao definida por

flw) = e se weC.

Como f é holomorfa em C, dado r > 0 e aplicando o teorema 12.9 e o coroldrio
2 do teorema 11.23, temos

/_:f+/T7.+ibf+/7;;+ibf+/_;iibf:0. (12.11)

E agora
r+ib 1 o
[ [ e
r 0
€ como - 2 2 22 2 2
‘e—(r-&-ztb) ‘ — Y oY o <t <1,
temos
r—+1b 2 1o
[
T
pelo que
r+1ib
lim =0.
r—-+o00 r f
Analogamente se verifica que
_r
lim =0
r—+too —7—ibf 7

e de (12.11) obtém-se

r —r+1ib r—+ib
lim / f=— lim f= lim I,

r——400 r——+00 r+ib r——+o00 —r+ib
ou seja,
T T
. — 2 . — ; 2
lim e ¥ dr= lim e~ @+ gy
r—-4o0 [_ r—-4o0 [_

T T

o que estabelece o enunciado.
[

Exemplo 12.16 - Dado A € R tem-se
+o0
/ e~ cos \zde = ge_’\z/‘l.
0

Efectivamente basta fazer z = ¢\ /2 no coroldrio anterior e atender & paridade
das fungbes envolvidas.
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Uma técnica semelhante & que foi usada na demonstragdo do teorema
12.11 permite determinar o valor de outra classe importante de integrais.

Teorema 12.17 - Dado w € C\ {0} tal que Re (w) > 0 tem-se

+oo —x —wx

e — €

—dl' =1In w.
0 X

Demonstra¢ao. Dados €, R tais que 0 < € < R e sendo a = argw, conside-
remos de novo os caminhos v, pg, p.,o definidos na demonstracdo do teorema
12.11. Como a funcéo definida por e~?/z é holomorfa em C\ R, obtém-se a

relacao
/e dz+/ ¢ dz:/ € dz+/e dz.
v ? PR * pe % o %

Pondo wy = w/ |w| = €' temos entdo

R —t —z —z R —wot
/ e—dt+/ € dz:/ ¢ dz+/ < __at
= t PR z Pe z € t

pelo que
‘oo —x _ —wox —2z —z
e e e e
/ —dxr = lim dz — lim / dz. (12.12)
0 z e—0 pe * R—too pr %
Como é
eiz 1 it
/ dz = ia/ e B e,
PR z 0
temos

1
§|a|/ e—Rcosatdt
0

—Zz
e
/ dz
PR z

e de (12.10) resulta

E também

—z —z
/ € dz:/ 1clz—l—/ € 1dz
pe * pe ? pe 7

e aplicando teorema 11.21 temos

- _q
/e dz
» z

€

< elaf sup
|z|=¢
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Como |e™* — 1| ~ |z| quando z — 0, a fungdo (e7* — 1) /z & limitada na regido

0 < |z] <1 e isto implica
—
lim/ c 1dz = 0.
e—0 4

€

1 1
/ —dz:/ iadt = ia,
pe # 0
—Zz
lim/ ¢ dz =i«
e—0 e z

+oo e~ T _ g wox .
—  dx =dargw
0 x

Notando que

é entao

e de (12.12) resulta

Mudando agora |w| 2 em x temos

+oo e—|w\x _ oWz too -z _ p—wox
—dz = —dx
0 & 0 x

4oo —x o —wz +oo —z _ —|w|z
/ £ ~° = / de—l—iargw. (12.13)
0 z 0 T

pelo que

Por outro lado, para cada £ > 0 temos

+oo —|w|z +oo -z
e e
/ dx :/ —dzx
€ T |lwle T
e obtém-se assim

+oo —z —|w|x +oo —z +oo —x
e — € . e e
—dx lim dx — dx
0 X e—0*t c T |wle x

|wle

. e "
= lim —dx.
e—0t Jo xT

lwle ,—z lwle 1
/ £ _dp=erO / —dz = e ") In ||
€ xz € xz

em que 4 () é um ponto do intervalo de extremos ¢ e |w| g, resulta entdo

+oo —z _ —|w|z
(& (&
/ ——dz =1In|w|
0 x

Como
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e de (12.13) conclui-se

+oo e~ _ T WT
/ —— dr=In|w|+iargw = Inw.
0 X

Exemplo 12.18 - Dados ¢ > 0 e b € R tais que a® +b%> > 0 tem-se

o0 g—az gin phy; .
———dx = arcsin
0

b
T 1/0124_[)2

T gin gz T
de = —.
0 T 2

Efectivamente basta fazer w = a + ib no teorema anterior e tomar a parte
imagindria da identidade obtida.

e em particular

Exemplo 12.19 - Dados a > 0 e b € R tais que a® + b* > 0 tem-se

/+°O e~ % — e~ cosbx
0

_1 2 | 12
. d:cf21n(a +b°)

e em particular

Efectivamente basta fazer w = a + ib no teorema anterior e tomar a parte
real da identidade obtida.

Exemplo 12.20 - Dados a >0 e b € R tem-se

+00 _—azx o3 2 2
/ ﬂdxlln<l+4b—).
0 x 4 a?

Temos efectivamente

oo gmaw gin? by 1 [T 0% _ =% o9 by
- dx
0 0

T

T 2

e mudando ax em x neste tltimo integral o exemplo anterior conduz ao resultado
pretendido.
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13 - A férmula integral de Cauchy

O teorema 12.9 e o conceito de indice de um ponto relativamente a um
caminho regular estao na base de um resultado chave da integragao no plano
complexo, conhecido por férmula integral de Cauchy. Comegaremos por provar
dois lemas, o primeiro dos quais é geometricamente intuitivo.

Lema 13.1 - Seja T C C um tridngulo de vértices zy, z2,23. Se z3 ¢ [21, 22)
entio o conjunto T \ {z3} € convexo.

Demonstragio. Dados z,w € T'\ {23} basta provar que z3 ¢ [z, w] pois daqui
resulta [z,w] C T\ {z3}. Atendendo ao lema 12.4 temos

3 3
z= E A2k € w= g Pk
k=1 k=1

com
3 3

)\kaukzoa Z)‘kzzukzl € >\37/’L3<1'
k=1 k=1

Dado u € [z,w] é u = az+ Pw com o, >0e a+ 8 =1, pelo que

3
U = E V2L
k=1

com v = aXp + [Buy. Em particular temos vs = a3+ fus < a+ S =1ea
condicdo u = z3 exigia (1 — v3) 23 = V121 + V229, OU seja,
V1 V9

Zl+171/3

zZ3 22.

:17V3

Como vq + v = 1 — v3 resultava entao z3 € [21, 2’2] 0 que contraria a hipdtese.
]

O lema seguinte traduz uma versao formalmente mais forte do teorema 12.9.
Lema 13.2 - Sejam D um conjunto aberto e em estrela relativamente a um
ponto ¢, e f: D — C uma fun¢io holomorfa em D\ {c} e continua em c.

Entdo f é primitivdvel.

Demonstra¢ao. Definindo uma fungdo F' : D — C por

F(z)/jf
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e atendendo ao teorema 12.1, basta mostrar que para cada par de pontos

z,w € D tais que [z,w] C D se tem

[i=[ [ (13.1)

Se ¢ € [z, w] esta relagdo resulta directamente do exemplo 11.17. Suponha-se
entdo que ¢ ¢ [z, w] e tome-se € € ]0,1[. Pondo

a=(1l—-¢)c+ez e b=(1—-¢e)ctew

sejam T o tridngulo de vértices ¢, z,w, R o tridangulo de vértices a,z,w e S o
tridngulo de vértices a,w,b. Como a,b,z,w € T \ {c} o lema anterior mostra
que R e S estdo ambos contidos em T\ {c} e portanto em D \ {c}. Aplicando
o lema de Goursat a f em D \ {c} temos entéo

/:f+/zwf+/;f=/awar/:er/baf:O

e somando estas identidades resulta

/:f+/zwf+/wa+/baf=0. (13.2)
Como é também

[ A L L A
[o=fo=fre[o=]i-]

a relagdo (13.2) transforma-se em

/:f—/caf +/wa+/wcf—/bcf +/baf:0-

Pondo agora ,
I(s)=/caf+/a f+/bcf,

para cada ¢ € ]0, 1] é ent@o

=] 1-[t+10 (133)

Por outro lado, sendo M o mdximo de |f| em T temos
HE)| <M(a—c+b—al+|c—b)=Me(|z—c|+|w—2z|+ |c—w|)

e como daqui resulta lim._,g I(¢) = 0, fazendo € — 0 em (13.3) obtém-se (13.1).
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Podemos agora estabelecer a férmula integral de Cauchy na seguinte forma:

Teorema 13.3 - Sejam D C C um conjunto aberto e em estrela relativa-
mente a um ponto ¢, f: D — C uma fun¢do holomorfa e v um caminho em
D\ {c}, fechado e regular. Temos entdo

fle)Ind,(c) L/&dz
8!

211 z—c

Demonstragio. Seja g a fungao definida em D por g (c) = f'(¢) e

g(z):7f(z)ff(c) se z€ D\ {c}.

zZ—C

Como g ¢é holomorfa em D \ {c} e continua em ¢, o lema 13.2 mostra que g
é primitivavel. Temos entao
fr=e
~
e dado que ¢ ¢ [y] obtém-se
1) 1

1
T2 G = o) — d
27 szcz f(c)Qm'/vzc =

0 que equivale ao enunciado.
|

Coroldrio - Sejam D C C um conjunto aberto e convexo, f : D — C
uma fungdo holomorfa e v um caminho em D, fechado e reqular. Para todo o

z € D\ [y] é entao
fm ) = 5 [ Hac

Demonstracao. Resulta imediatamente do teorema anterior notando que D
é um conjunto em estrela relativamente a qualquer dos seus pontos.
[

Apesar de esta ser apenas uma versao preliminar da férmula integral de
Cauchy, ela permite ja estabelecer muitas propriedades profundas das fungoes
analiticas, nomeadamente todas as que foram mencionadas no fim da secgao 9.
Usaremos para isso o teorema seguinte:

Teorema 13.4 - Sejam v um caminho reqular em C e f : [y] — C uma
func¢ao continua. Entdo a fungdo ¢ definida por

«p(z>=/%d< se z€C\
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é analitica. Além disso, dados a € C\ [7] e r > 0 tais que B (a,7) C C\ [7],
tem-se

+oo
o(z) = ch (z—a)" se z€ Be,r),
n=0

[ f©
o /7 C—aym

Demonstragao. Fixado z € B (a,r) e sendo p = |z — a| < r, temos

com

z—a
(—a
e o critério de Weierstrass mostra que a série
+o0o n
> (=
(—a

n=0

P

r

'< <1 s Cep

converge uniformemente em [y], como fungio de . Dado que
+Z°° z—a\" | 2=o 717§7a
(—a) (—a) (=2
n=0
usando o teorema 11.22 resulta
HORS <>
z) = d
o(2) /74_%2 —)

+oo

a)

- «€ . (cf))”“ a

obtemos entao o desenvolvimento

Pondo agora

+oo
o(z) = Z cn (2 — a)n

védlido para cada z € B (a,r).
|

A férmula integral de Cauchy 13.3 e o teorema anterior conduzem directa-

mente & conclusao de que os termos "fungao holomorfa" e "funcao analitica"
sao sinénimos. Mais precisamente é vilido o seguinte resultado:
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Teorema 13.5 - Sejam D C C um conjunto aberto e f : D — C uma
funcao holomorfa. FEntao f é analitica, e para cada ponto a € D a série de
Taylor respectiva representa f em todo o circulo B(a,r) contido em D. Para
cada n > 0 tem-se ainda

™ (a) = b / (Cf&dc se n >0, (13.4)

2mi _ a)n—i-l

em que v € qualquer caminho circular de centro a e raio p < r, orientado
positivamente.

Demonstragio. Dado r > 0 tal que B(a,r) C D seja vy é um caminho circular
de centro a e raio p € ]0,7[, orientado positivamente. Como Ind,(a) = 1
(cf. exemplo 11.33) e B(a,r) é convexo, da férmula integral de Cauchy 13.3
resulta ) £
= — —d B .
$0) = g7 [ o1 s zeBla)

Aplicando o teorema 13.4 & fungdo ¢ definida por
o) = [ 4 se f-al#0
v G2

obtemos entao o desenvolvimento

+oo
f(z) = ch (z—a)" se z€ B(cp) (13.5)
n=0

_1 O
= omi /7 (gfa)"“dg'

Como a série que figura em (13.5) é a série de Taylor de f em torno do
ponto a, as derivadas f(™ (a) sdo necessariamente dadas por (13.4) e isto mostra
também que a expressao de ¢, nao depende do raio p < r do caminho circular
~. Finalmente, atendendo a que o desenvolvimento (13.5) é valido para todo o
p €10,7], conclui-se que ele é vdlido em B(a,r).

]

com

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto e f: D — C uma fun¢ao
holomorfa. Entao [’ é analitica.

Demonstragao. Efectivamente, como f é uma funcao analitica ela tem
derivadas de todas as ordens e isto implica que f’ seja holomorfa.

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e f: D — C uma fun¢ao
primitivdvel. Entdo f é analitica.
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Demonstracao. Efectivamente, como uma primitiva de f é necessariamente
holomorfa, o coroldrio anterior mostra que f é analitica.
|

Coroldrio 3 - Sejam D C C um conjunto aberto, E C D um conjunto
discreto e f: D — C uma func¢do analitica em D\ E. Se f for continua em
FE entdo f é analitica em D.

Demonstragio. Dado a € E seja v > 0 tal que B(a,r) C D e
B(a,7) N E = {a}. Entao B(a,r)\ {a} € D\ FE pelo que f ¢é analitica em
B (a,r) \ {a} e continua em a. Como B (a,r) é convexo, o lema 13.2 mostra
que f admite uma primitiva em B (a,r) e do coroldrio anterior resulta que f
é analitica em B (a,r). Em particular conclui-se que f é também analitica no
ponto a.

[

O coroldrio anterior mostra que o lema 13.2 nao implica um reforco real do
teorema 12.9 pois as hipdteses respectivas sao de facto equivalentes.

Coroldrio 4 - Sejam D C C um conjunto aberto e f: D — C uma fun¢ao
analitica. Para cada ponto a € D a série de Taylor de f relativa a esse ponto
tem raio de convergéncia R > d(a,C\ D).

Demonstrag¢do. Dados a € D e r < d(a,C\ D), o teorema anterior mostra
que a série de Taylor de f relativa ao ponto a converge em B(a,r). E entdo
R > r para todo o r < d(a,C\ D), o que exige R > d (a,C\ D).

]

Coroldrio 5 (Desigualdades de Cauchy) - Sejam D C C um conjunto
aberto, f : D — C uma funcdo analitica, a € D e v > 0 tal que B (a,r) C D.
Pondo

M(r)= sup |f(2)],

|z—al=r

para cada n > 0 tem-se
‘f(n) (a)‘ < M

Demonstragio. Como B (a,r) C D e C\ D é fechado, tem-se necessariamente
d(a,C\ D) > r. Existe entdo ' > r tal que B(a,r’) C D, e a relagdo (13.4) ¢
vélida se v for um caminho circular de raio r. Aplicando o teorema 11.21 resulta
agora, para cada n > 0,

Tn

‘f(n) (a)‘ _ M (T)L('y) _ niM (r)'

= 2mprntl P
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Coroldrio 6 (Teorema de Liouville) - Uma funcio limitada e analitica
em C é constante.

Demonstracao. Sejam f : C — C analitica e limitada, e M um majorante
de |f]. Dados z € C e r > 0, do coroldrio anterior deduz-se

M
!/
2) < —
THOIEE
e como 1 é arbitrario isto exige f/(z) = 0. O enunciado resulta agora do teorema
6.10.
|

Uma fungao analitica em C diz-se inteira.

Coroldrio 7 (Teorema fundamental da Algebra) - Todo o polindmio
nao constante tem algum zero em C.

Demonstragio. Seja P(z) = 3" ¢pz" um polinémio de grau m > 0 e
suponha-se que ele nunca se anula. Partindo da relagdo P(z) ~ ¢;,2™ quando
z — oo deduz-se lim, ., 1/P(z) = 0 pelo que a fungdo 1/P é limitada nalgum
conjunto da forma C\ B(a,r) com r > 0. Por outro lado, como |1/P| é continua
no conjunto compacto B(a,r) segue-se que 1/P também é limitada em B(a,r).
A fungéo 1/P seria assim limitada e analitica em C pelo que o teorema de
Liouville exigia que fosse constante. Entdo também o polinémio P seria cons-
tante o que contraria a hipdtese.

|

Exemplo 13.6 - Se f: C — C é uma fun¢do polinomial ndo constante
tem-se f[C] =C.

Efectivamente, dado a € C o polinémio f(z) — a anula-se nalgum ponto
¢ € C, pelo que f(c) = a.

O teorema seguinte é o reciproco do lema de Goursat 12.7.

Teorema 13.7 (Morera) - Sejam D C C um conjunto aberto e f : D — C
uma func¢do continua. Se para cada tridngulo T C D for nulo o integral de f
ao longo de um caminho associado a T, entdo f é analitica.

Demonstragao. Dado ¢ € D seja r > 0 tal que B (c,r) C D e tomem-se dois

pontos z,w € B(c,r). Como o tridngulo de vértices ¢, z,w estd contido em D,
considerando um caminho associado a este tridngulo obtém-se

Lol o]
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e o teorema 12.1 mostra que a funcao F' definida por

F(z)/zf se z € B(er)

é uma primitiva de f em B (¢, ). Do coroldrio 2 do teorema 13.5 resulta entao
que f é analitica em B (¢, r) e portanto no ponto c.
]

Com base no teorema de Morera pode provar-se um resultado que amplia o
corolario 3 do teorema 13.5.

Teorema 13.8 - Sejam D C C um conjunto aberto, L C C wma recta e
f: D — C uma funcao analitica em D\ L. Se f for continua em DN L entdo
f é analitica.

Demonstra¢do. Supondo D N L # & sejam u e v pontos distintos deste
conjunto. Como a funcdo ¢ definida por p(z) = u + z (v — u) transforma a
recta real em L, substituindo f por f o ¢ podemos sem perda de generalidade
supdr L = R. Dado um tridngulo 7" C D de vértices a, b, ¢ e sendo v um caminho
triangular da forma (a, b, ¢,a) vamos provar que o integral de f ao longo de v ¢
nulo.

Se T estiver contido nalgum dos semiplanos abertos

Hy ={2€C:Re(z) >0} ou H_ ={z€C:Re(z) <0}

esta conclusao resulta do lema de Goursat. Suponha-se agora que os vértices b e ¢
estao em semiplanos distintos e seja d o ponto onde o segmento [b, ¢] intersecta R.
Se se souber que os integrais de f ao longo dos caminhos triangulares (a, b, d, a)
e (a,d, c,a) sao ambos nulos, como o integral de f ao longo de « é a soma destes
dois integrais segue-se que também ele é nulo. Vemos assim que o teorema fica
estabelecido se se provar que o integral de f ao longo de v é nulo quando algum
dos vértices de 7y estd em R.

Suponha-se entdao que a € R. Se os vértices b e ¢ estiverem no mesmo
semiplano, a demonstracao do lema 13.2 estabelece que o integral de f ao longo
de 7 ainda ¢é nulo. Para tratar o caso b € R tomamos z € [b, ¢] e representamos
por o, o caminho definido por o,(t) = a+t(z—a) com t € [0,1]. Se z # b
entdo [z, ¢] estd contido no semiplano a que pertence ¢ pelo que o integral de f
ao longo do caminho (a, z, ¢, a) € nulo. Temos assim

/:fJF/:fJF/Caf:O se z€[b,c e z#b. (13.6)

Como f é uniformemente continua no triangulo 7', para cada § > 0 existe
e > 0 tal que

[f (0=(8)) = f(ou(®))] <0 se t€[0,1] e |o=(t) —on(t)] <e.
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Dado que |o.(t) — op(t)| = t|(z = b)| < |z — b|, pondo
u(z) = max [f (0=()) — f (03(2))]

te[0,1]

temos entao
wz) <9 se |[z—bl<e

e isto significa que lim,_; (z) = 0. Como

/Olf(az(t)) /Olf(ab(t))' < u(2)
llg};/ fo=(t /f op(t

/azf/olf(az(t))a'z(t)dt(za)/olf(gz(t))dt
;ig;/zf/bf.

Por outro lado, como z € [b, ¢] temos também

AR
i[5 [ 5

Fazendo z — b em (13.6) conclui-se entdo que ¢ nulo o integral de f ao longo
de v quando a,b € R.

Suponha-se finalmente que b e ¢ estao em semiplanos distintos e seja d o ponto
de intersecgao de [b, ¢] com R. Entdo o resultado acabado de provar mostra que
sdo nulos os integrais de f ao longo dos caminhos (a,b,d,a) e (a,d,c,a) pelo
que o integral de f ao longo de v também é nulo.

[

segue-se que

e por ser

resulta

<lz—b
|2 IIgfabX]If()

o que implica

Corolario (Principio da reflexdo de Schwarz) - Sejam D C C um
congunto aberto e simétrico em relagdo & recta real, Dy = {z € D : Im(z) > 0}
e L =DnNR. Seja ainda f: Dy UL — C uma fungdo analitica em Dy e
continua em L. Se f[L] C R existe entao um prolongamento analitico de f a
D.

Demonstragio. Sejam D_ = {z € D :Im(z) < 0} e F o prolongamento de
f definido em D_ por

F(2) = f(2)



Dado a € D_, como f ¢é analitica em @ existem r > 0 e uma série

+oo
Z cn(z—a)"

n=0

tais que
+oo
F@E=) a(Z-a)" se [z—al<r.
n=0

Como [Z —a| = |z — a| é entéo
+oo

F(z):Zc_n(z—a)" se |z—al<r
n=0

e isto mostra que F' é analitica em D_.
Dados a € L e § > 0, pela continuidade de f em a existe € > 0 tal que
|F(z) — F(a)| < d se z € B(a,e) N (D4 UL). Como

IF() — f(a)| = [F@E) = [@)] = |£(2) ~ f(@)] se z €D,

segue-se que ¢ também |F(z) — f(a)] < ¢ se z € B(a,e) N D_ e conclui-se que
F' é continua em a. Do teorema anterior resulta agora que F é analitica.
|

O teorema de Morera 13.7 conduz também a uma demonstragao simples do
seguinte resultado fundamental sobre sucessoes de fungoes analiticas:

Teorema 13.9 (Weierstrass) - Sejam D C C um conjunto aberto e (fy)
uma sucessdo de fungdes analiticas f, : D — C que converge para uma fung¢io
f, uniformemente em cada subconjunto compacto de D. Entdo f é analitica
e tem-se lim f,(Lm) = fMpara cada inteiro m > 1, sendo a convergéncia de

( f,(Lm)) uniforme em cada subconjunto compacto de D.

Demonstra¢do. Sejam T um tridngulo contido em D e y um caminho
associado a T. Como [y] é compacto, do teorema 11.22 e do lema de Goursat

resulta
/f = lim/ fn=0
¥ ¥

e o teorema de Morera permite concluir que f ¢ analitica.
Fixados um inteiro m > 1 e um conjunto compacto K C D vejamos agora

que a sucessao ( f,(Lm)) converge uniformemente para f(") em K. Atendendo

ao coroldrio 3 do teorema 4.14 existe um conjunto aberto e limitado G tal que
K C G CGCD. Entao G é compacto e sendo r = d(K,C\ G) o corolario 1 do
teorema 4.14 mostra que é r > 0. Dado z € K, a inclus@o B(z,r) C G implica
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B(z,7) € G C D e aplicando as desigualdades de Cauchy as funcdes f, — f
obtém-se

FE) ~ FE] < sup (4 (O)— £(O < T sup £ ()~ £ (O]

m
T |¢—z|=r CEG
Temos assim

sup |£(2) — £ (2)] < 2% sup | (€) ~ £ ©)
eqG

zeK ¢

e como (f,) converge uniformemente para f em G conclui-se que também

< T(Lm)> converge uniformemente para f(™ em K.
m

E interessante comparar o teorema anterior com a situagao prevalecente em
Anglise Real. De acordo com um conhecido teorema de Weierstrass sabe-se
que toda a funcdo real continua num intervalo compacto [a,b] é o limite de
uma sucessao de polinémios uniformemente convergente em [a,b]. Assim, em
Anaslise Real existem sucessdes de funcoes analiticas que convergem uniforme-
mente para fungoes cuja nica regularidade consiste no facto de serem continuas
e que podem ndo ter derivada em qualquer ponto do seu dominio ().

Coroldrio - Dado um conjunto aberto D C C seja ZIS; un(z) uma série de
fungées analiticas u, : D — C uniformemente convergente nos subconjuntos
compactos de D. Entao a funcio f definida em D por

+oo
£2) =3 un(2)

n=p

também é analitica. Além disso, para cada inteiro positivo k tem-se

fP() = +§ u) (2)

n=p
o k ) .
e a série Z::; ul! )(z) converge uniformemente nos subconjuntos compactos
de D.

Demonstracao. Resulta imediatamente do teorema anterior notando que as
fungdes s, definidas em D por

Sm(z) = Z un(z)

n=p

sao todas analiticas e que se tem

+o00o
>ull(z) = lim si(z)
=p

m——+o0o
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para cada k > 0.
|

No que diz respeito a fungoes definidas por integrais paramétricos provaremos
o seguinte resultado:

Teorema 13.10 - Sejam D C C um conjunto aberto, a,b € R tais que a < b
e ¢: D X [a,b] — C. Suponha-se que para cada t € [a,b] a func¢io z — @(z,t)
é analitica e que para cada z € D a fungio t — (z,t) é integrdvel-R em [a, b].
Se ¢ for limitada em cada conjunto da forma K x [a,b] com K C D compacto,
entao a funcao f: D — C definida por

b
f(2) = / (=, 1)t

é analitica. Além disso, para cada inteiro positivo m e para cada z € D a fungdo
definida por

77

¥
4
te 92 (2 1)
é integravel-R em [a,b] e tem-se
(m) b M
U (z) = s (z,t)dt. (13.7)

Demonstrag¢ao. Dado z € D seja (z,) uma sucessao de pontos de D \ {z}
com limite z e tome-se 7 > 0 tal que B(z,r) C D. Existe entdo uma ordem k
para a qual |z, — z| < 7/2 se n >k, e sendo v um caminho circular de centro
em 2z e raio 7 orientado positivamente, a férmula integral de Cauchy 13.3 da

1 [et)

t) =
80(27) 271_2 ~ C_Z

d¢ e @(zn,t)ﬁ/gdg sen>k et€[a,b.
o n

De (13.4) resulta ainda

Op  o_ 1 [ elGt)
0z (z8) = QNiL ¢ — z)zdc
pelo que
P(zn,t) — p(z,) ¢ _ % e(¢,1)
Zn— 2 — 9. B =55 /7 (C—2zn) (¢ — z)zdg

Sendo M o supremo de || em B(z,r) x [a, b] e notando que para cada ¢ € [v]
é|¢—zn| > |C — 2| — |2n — 2| > /2 deduz-se entéo

@(zn, t) — (2, 1) _ % (Z,t)' < 2M|Zn 2|

7; se n>k e t€la,b].
Zn— 2 r
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Isto mostra que a sucessao de fungoes (¢,,) definidas em [a, b] por

n;t - 7t
P, (t) = plen:t) = (2 1) se t € la,b]
Zn — 2
converge uniformemente para a funcao
¢
t —_— t
92 (%),

pelo que esta dltima func¢do ¢ também integravel-R em [a, b] e vale a férmula

b b
. dp
hm/a P, (t)dt —/a o (z,t)dt.
Como ¢é também

lim/b wn(t)dthm/b @(zn;t):j(z,t) df — Tim .0) = f(2)

Zn — 2

conclui-se que f/(z) existe e é dada por

)
Fe= [ G

pelo que f é analitica. A relacdo (13.7) é pois vilida quando m = 1.
Suponha-se agora, indutivamente, que para um certo inteiro m > 1 e para
todo 0 z € D a fungao definida por

t—

¢ integravel-R em [a, b], e que se tem

b am
) = [ S e

Dado um conjunto compacto K C D tome-se um conjunto aberto e limitado G
tal que K € G C G C D. Pondo r = d(K,C\ G) > 0 e dado z € K, como
na demonstracdo do teorema 13.9 as desigualdades de Cauchy (coroldrio 5 do
teorema 13.5) conduzem a

m |
‘gzﬁf (Z,t)'<ﬂ sup |p(C,t)] se z€ K e t€a,b].

m
T I¢=zl=r

Como G ¢é compacto, a fungio ¢ ¢ limitada em G x [a, b] e verifica-se assim que
a fungao 0™ /02" também é limitada em K x [a,b]. Aplicando agora a f(™ a
parte do enunciado ja estabelecida, da hipétese de indugao resulta que a fungao

8m+1

2 (z,1)

t— azm+1
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é também integravel-R em [a, ] e que

b aerl(p

(m+1) () —
f (z)i " Hzym+1

(z,t)dt

como se pretende.
|

Coroldrio - Sejam D, E C C dois conjuntos abertos, o : D x E — C e ~
um caminho reqular em E. Suponha-se que para cada z € D a funcdo definida
em E por ¢ — ¢(z,() é continua e que para cada ¢ € E a fun¢io definida em
D por z — ¢(z,() é analitica. Se @ for limitada em cada conjunto da forma
K x [v] com K C D compacto, entdo é analitica a funcio f: D — C definida
por

f(2) = / (2 )¢

Demonstragao. Sendo [a, b] o dominio de v temos

b
f(2) = / (A1) (Bt

Nas condigoes do enunciado, para cada t € [a,b] a fungdo definida por
z — @(z,7(t))y(t) é analitica, e para cada z € D a fungdo definida por
t— ¢(z,7(t)) é continua. Como ~' é limitada podemos entdo aplicar o teorema
anterior pois a funcdo ¢(z,v(t))y'(t) é limitada em cada conjunto da forma
K xa,b] com K C D compacto.

]

A férmula integral de Cauchy traduzida pelo teorema 13.3 permanece valida
em condigoes muito mais gerais. Para deduzirmos esta generalizacdo vamos
comecgar com algumas definigoes.

Dado um conjunto D C C chama-se cadeia em D a todo o conjunto finito de
caminhos regulares em D. Dada uma cadeia I' = {7, ...7,,} poe-se por defini¢ao

] = [v1]U ... Uly,]

e para toda a funcdo continua f : [I[] — C define-se o integral de f ao longo

de T" por
=]

k=1"7k

Se todos os caminhos de I' forem fechados diz-se que I' é um ciclo. Neste caso
define-se o indice de um ponto z € C \ [I'] relativamente a I" por

Indr(z) = i Ind,, (2)
k=1
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e tem-se entao
1 1
Indrp(z) = —/ —ZdC se ze C\[I.
rC—

T om

Como Indr é uma fungao continua que s6 toma valores inteiros, ela é ainda
constante em cada componente conexa de C \ [I'] e é nula na componente
ilimitada, pois esta componente estd contida em todas as componentes conexas
ilimitadas dos caminhos ;.

Dada uma cadeia T' = {v,,...,7,} define-se a cadeia oposta T~ por
I~ ={37,...,7, }. Para cada fun¢do continua f : [[] — C tem-se entao

No caso de I' ser um ciclo, I'™ é também um ciclo e da relacao anterior deduz-se
Indr-(z) = —Indr(z) se z€ C\[I].
Provaremos agora um resultado auxiliar.

Lema 13.11 - Sejam D C C um conjunto aberto, f: D — C uma fungdo
analitica, v um caminho regular em D e ¢ : D x D — C a fungdo definida por

fQ) - f(2)
(—z

Entao é analitica a funcdo h definida por

¢(2,0) = se 2#£C, e (6,0 =10

h(z) :/w(z,C)dC se z€D.

Demonstragao. O coroldrio 3 do teorema 13.5 mostra que a funcao definida
por z — ¢(z, () é analitica em D para cada ( € D, pois ela é analitica em D\ {(}
e continua no ponto z = ¢. Como a fungdo definida por ¢ — ¢(z, () é continua
em D para cada z € D, atendendo ao coroldrio do teorema 13.10 basta entao
provar que ¢ é limitada nos conjuntos da forma K x [y] com K C D compacto.

Tome-se 7 € R tal que r < d(K,C\ D) e seja

E={2€eC:d(z,K)<r}.

Pondo p = max{|z|: z € K}, paracada z € E é |z] < p+r e como E ¢é
fechado segue-se que E é um subconjunto compacto de D. Sejam entao

M = L= '(2)].
Jax [f(2)] e L= max|f'(z)]

Dados dois pontos z € K e ¢ € [v], se |( — z| > r temos

oz, 0)| < O =F@ 2M
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e é também |¢(z,2)| = |f'(z)| < L. Na hipétese 0 < |¢ — z| < r, das inclusdes
[¢, 2] € B(z,r) C E resulta ainda
¢
[ fw

oz, Q) = <L n

1
(G

A demonstracao do lema anterior é habitualmente feita invocando o facto de
uma funcao continua de duas varidveis complexas ser limitada nos subconjuntos
compactos de D x D. Estes conceitos parecem no entanto estranhos ao Ambito
das fungbes de uma varidvel complexa que constituem aqui o nosso objecto de
estudo.

Podemos agora estabelecer uma generalizacao substancial da férmula
integral de Cauchy 13.3.

Teorema 13.12 - Sejam D C C um conjunto aberto e T' um ciclo em D tal
que Indr(z) =0 para todo o z € C\D. Dada uma fung¢dao analitica f: D — C
tem-se entao

f()Indr(z) = L /&dg se z€ D\[I].

7% FC—Z

Demonstragdo. (Dizon, 1971). Dado um ciclo I que verifique as condigoes
do enunciado, o conjunto

E={zeC\[I: Indr(z) =0}

é aberto por ser uma unido de componentes conexas de C\ [I']. Sendo ¢ a fungao
definida no lema anterior considerem-se agora as fungdes hg e hy definidas por

hg(z):/rgo(z,ﬁ)df se z€D

hi(z) = / &dﬁ se z € L.
r¢—=z
O lema 13.11 e o teorema 13.4 mostram entdao que hg e hy sdo analiticas nos
respectivos dominios D e E. Por outro lado, como em cada ponto z € DN E se

tem
hi(z) = ho(2) + f(2) /F %Zd{ = ho(2) + 2milndr(z) f(2) = ho(2),

pode definir-se uma fungdo analitica h : DU E — C pondo h(z) = ho(z) se
z€Deh(z)=hi(z) se z€ E\ D. Como a hipétese do enunciado mostra que
C\ D C E segue-se que DU E = C e h é entdo uma fungio inteira.

Tomando R > 0 tal que [I] C B(0, R), cada ponto z € C\ B(0,R) ¢é
exterior a todos os caminhos de I' pelo que Indr (z) = 0, e isto mostra que
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C\ B(0,R) C E. Sendo M o méaximo de |f| em [['] e representando por L (T")
a soma dos comprimentos dos caminhos de T', dado z € C tal que |z| > 2R &

entao
o= £ <R < TR

pelo que h é limitada e

lim h(z) =

Do teorema de Liouville (coroldrio 6 do teorema 13.5) resulta agora que h é
identicamente nula e para cada z € D tem-se assim

/@wxmcza
N

f()Indr(z) = 21l/rff(—o d¢ se ze D\ [I].

donde se deduz

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto, f: D — C uma fun¢ao
analitica e v um caminho fechado elementar em D, orientado positivamente,
cujo interior estd contido em D. Para cada ponto z interior a -y tem-se entdo

2mi ), C—2

Demonstrag¢io. Neste caso todos os pontos de C\ D sio exteriores a v e
tem-se Ind,(z) = 1 se z ¢ interior a 7 pelo que a férmula resulta de aplicar o
teorema anterior a cadeia I' = {~}.

|

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e I' um ciclo em D. Tem-se

enta o
/
T

para toda a fungdo analitica f : D — C, sse for Indr(z) = 0 para todo o
z€C\D.

Demonstrag¢io. Dado z € C\ D, a funcao f definida por

é analitica em D e a relagao
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implica efectivamente Indr(z) = 0.

Suponha-se agora que é Indr(z) = 0 para todo o z € C\ D. Dada uma
fungdo analitica f : D — C tome-se z € D \ [['] e seja ¢ a func¢do definida em
D por g(¢) = (¢ — z) f({). Como g é analitica e g (z) = 0, do teorema anterior
resulta entao

= &:ﬂ'izn z) =
/Ff—/r d¢ = 2rig (=) Indr (2) = 0.

—z
u

Coroldrio 3 - Sejam D C C um conjunto aberto e v um caminho em D,
fechado e reqular. Tem-se entao
fr-
.

para toda a fun¢ao analitica f: D — C, sse o interior de v estiver contido em
D.

Demonstracdo. Resulta directamente do coroldrio anterior tomando a cadeia
I' = {#}, pois o interior de 7 é formado pelos pontos z € C\ [y] para os quais
Ind,(z) # 0.

[

Coroldrio 4 - Sejam D C C um conjunto aberto e I'1,T'y dois ciclos em
D tais que Indp,(2) = Indr,(z) para todo o z € C\ D. Dada uma fungao
analitica f: D — C tem-se entdo

Jo=

Demonstragdo. Pondo I' = I'y UTS, para cada z € C\ D temos
efectivamente Indr(z) = Indr, (z) + IndF;(z) = Indp,(z) — Indr, (z) = 0 e

do corolério 2 deduz-se
Jr=o
r
O enunciado resulta entao de ser
fr=] -]+
r I, Ty

O resultado seguinte é conhecido por férmula integral de Cauchy para uma
coroa circular.
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Teorema 13.13 - Sejam r,s € R tais que 0 <r <s,ce Ce D CC um
congunto aberto que contém a coroa circular

{zeC:r<|z—¢ <s}.

Dada uma fungdo analitica f: D — C e representando respectivamente por v,
e v 0s caminhos circulares de centro c e raios r e s, orientados positivamente,
tem-se

2mif(z) se r<|z—c|<s
[ L9 [ 19y
v, C—% 2!

LCE 0 se |[z—al<r ou |z—c|>s

Demonstragio. Nas condigoes do enunciado ¢ Ind, (z) = 1se |z —c| <,
Indy (z) = 0se |z—c| >, Ind, () = 1se [z—c|] < selnd, (z) =0 se
|z —¢| > s. Pondo I’ = {v,7,7v,} ¢ entdo

Indr(z) =0 se |z—c|<r ou |z—¢|>s,

Indr(z)=1 se r<|z—c| <s.

Tem-se em particular Indr(z) = 0 se z € C\ D, pelo que a férmula resulta
directamente do teorema anterior.
[

Se um conjunto D C C for simplesmente conexo a férmula integral de
Cauchy ¢ vilida, pois no exemplo 11.31 mostrou-se que D contém o interior de
qualquer caminho em D, fechado e regular. Reciprocamente, se D for conexo
pode provar-se que esta tltima condigao implica que D seja simplesmente conexo.
Para estabelecer este resultado vamos comecar com algumas definigoes.

Duas cadeias ® e U em C dizem-se equivalentes se [®] = [¥] e se para toda
a fungéo continua f : [®] — C for

Jot= 1o

Uma cadeia ® em C diz-se equilibrada se para cada z € C o ndmero de
caminhos de ® com ponto final z for igual ao nimero de caminhos de ® que tém
ponto inicial z. Em particular, se ® for um ciclo todos os caminhos de ® sao
fechados pelo que ® é uma cadeia equilibrada. Reciprocamente, se ® for uma
cadeia equilibrada vamos provar que existe um ciclo equivalente a ®.

Lema 13.14 - Todo a cadeia equilibrada em C é equivalente a algum ciclo
em C.
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Demonstra¢do. Dado um inteiro n > 1 seja ® uma cadeia equilibrada em
C com n caminhos, e suponha-se que o enunciado é vélido para toda a cadeia
equilibrada com menos de n caminhos.

Para cada caminho v € ® existe necessariamente um caminho em @ cujo
ponto inicial é o ponto final de v. Tomando entdo um caminho v € ® e pondo
v, =7, pode formar-se uma sucessdo de caminhos (;) tal que o ponto final z
de cada +;, coincida com o ponto inicial de v,,;. Supondo que z; e zj;, s@o
o primeiros termos que se repetem na sucessdo (zx) segue-se que a SuCessao
(Vj+1s-Vj1m) € formada por m caminhos distintos e tais que o caminho

P ="j5+1 +..+ Vi+m

é fechado. Entao a cadeia {7j+17 ...,7j+m} é equivalente ao ciclo {¢}, e como
é uma cadeia equilibrada o mesmo sucede com a cadeia (que pode ser vazia)
formada pelos restantes n — m caminhos de ®. Por hipétese de inducao esta
cadeia é equivalente a um certo ciclo Ty em C e pondo I' = Ty U {p} obtém-se
um ciclo I' equivalente a .

[

O teorema seguinte traduz uma propriedade topoldgica importante do plano
complexo.

Teorema 13.15 - Dados um conjunto aberto D C C e um conjunto
compacto K C D, existe um ciclo I' em D\ K tal que

Indr(w)=1 se we K e Indr(w)=0 se weC\D.

Demonstra¢ao. Como K é limitado existem a,b,c,d € R tais que a < b,
¢ < d, e K estd contido no interior do rectangulo

R={ze€ C:Re(z) €[a,b] e Im(z) € [c,d]}.

Como K & compactoe KN(C\ D) =g, éd(K,C\D) > 0 e pode escolher-se
e > 0 tal que v2¢ < d(K,C\ D). Sejam entao {z0, ., T } uma decomposicao
de [a,b] € {yo, .-, yn } uma decomposi¢io de [c,d] tais que a distancia entre dois
pontos consecutivos de cada decomposicao nao excede €. Para cada par de
indices k,[ tais que 0 < k <me 0 <[ < nsejaagora zx =z +iy;, ese k <m
e | < n ponha-se

Ry ={z€ C:Re(z) € [xk,Tr+1] e Im(2) € [y1, yi+1]}-

R . . . . 1) (2
A cada rectangulo Ry; associem-se ainda os quatro caminhos lineares 75@1)7 75@1)7

yg)e 'yfj)deﬁnidos para t € [0, 1] por
Wy — (1 Y
Yo (B) = (1 = 1)z + tzpr10, Y (0) = (1= 1) 2kg1,0 + L2141,
Gay=1—t t D)y =(-
Y (£) = ( ) Zha1i41 +tzegpr € vy (1) (1—1t) zpa41 + 1 200
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Seja agora C a colecgao dos rectdngulos Ry; que intersectam K, ¢ a cadeia
formada pelos caminhos lineares associados aos rectangulos de C, e ¥ a cadeia
obtida de ® removendo todos os pares de caminhos opostos presentes em .
Dados um rectangulo Ry; € C e um ponto z € Ry, tomando w € Ry N K
temos

2= w] < /(a1 — 2% + (1 —w)? < V2e < d(K,C\ D)

pelo que z € D. Verifica-se assim que cada rectangulo de C estd contido em D
e resulta em particular que ® é uma cadeia em D.

Para provar que ¥ é uma cadeia em D \ K tome-se um caminho v € & e
suponha-se que [7] intersecta K. Como K néo intersecta qualquer dos segmentos
[zO()a Zm0]7 [Zm07 Zmn]a [ZO’I’H Zmn] ou [Z007 ZOTL]? segue-se que ['Y] ¢ um segmento da
forma [zg, 2k+1,] com 1 <1 < n—1ou [zx, 2k14+1] com 1 < k <m —1. No
primeiro caso s6 pode ter-se

1 3 1)-
y=17 ou y=10_ =137,
e como os rectangulos Ry e Ry —; intersectam ambos K segue-se que estes
dois caminhos s@o caminhos opostos de @, pelo que v ¢ U. Analogamente, se
V] = [2kt> 2i41) com 1 <E<m —1, ¢
4 2 4)—
=77 ouy =92, =7
e resulta ainda que v ¢ ¥. Vemos assim que os segmentos descritos pelos
caminhos de ¥ ndo intersectam K e isto mostra que ¥ é efectivamente uma
cadeia em D \ K.
Por outro lado, como ® é uma unido de cadeias da forma

1 2 3 4
Akl = {’721)7 'Y;cl)a 'Y;cl)a ’Yél) }

e cada uma destas cadeias é equilibrada, segue-se que ¢ também é equilibrada
e 0 mesmo sucede portanto com ¥. Atendendo ao lema 13.14 conclui-se assim
que existe um ciclo I' em D\ K que é equivalente a ¥. Como ¥ resulta de @
por remogao de pares de caminhos opostos, para cada z € C\ [®] é entéo

== = k= 2 /Mclzc“

Akt €C

pelo que

Indr(z) = Z Indy,,(2). (13.8)
Akt €C

Notando agora que C é uma cobertura de K, segue-se que cada ponto
z € K\ [®] pertence a algum dos conjuntos Ry \ [Aw | = Ry, tais que Ry € C.
Além disso, como todos os membros de C estdo contidos em D, cada rectangulo

163



Ry € C & disjunto de C\ D. Atendendo ao exemplo 11.34, de (13.8) resulta

assim
Indr(z)=1 se z€ K\[®] e Indr(z)=0 se z€ C\D.

Finalmente, se z € K N [®] existe algum rectangulo Ry € C tal que z € Ryy.
Como z ¢ [I] a funcdo Indr é continua no ponto z, e dado que ela toma o valor
1 em Ry, é entdao também Indr(z) = 1.

[

Coroldrio - Sejam D C C um conjunto aberto, K C D um conjunto com-
pacto e ¢ € K. Existe entao um caminho fechado e reqular v em D\ K tal que
Ind,(c) # 0.

Demonstragio. O teorema anterior mostra que existe um ciclo I' em D\ K
para o qual Indr(c) = 1. Entéo existe necessariamente algum caminho fechado
v € T para o qual Ind,(c) # 0.

[

Estamos agora em condigoes de caracterizar completamente os subconjuntos
abertos de C cujas componentes conexas sao simplesmente conexas.

Teorema 13.16 - Dado um conjunto aberto D C C sdo equivalentes as
sequintes condigoes:

1 - As componentes conexas de D sao simplesmente conexas.

2 - Todo o caminho em D, fechado e reqular, tem o seu interior contido em
D.

3 - Para toda a funcio analitica f : D — C é nulo o integral ao longo de
qualquer caminho em D, fechado e reqular.

4 - Toda a fung¢do analitica f: D — C é primitivdvel.

5 - Para toda a funcdo analitica f : D — C\ {0} exziste um ramo do
logaritmo.

6 - Para cada ¢ € C\ D existe um ramo do logaritmo da fun¢io f: D — C
definida por f(z) =z —c.

7 - Para cada ¢ € C\D, a fung¢do definida por f(z) = 1/(z—c) é primitivdvel.

Demonstragdo. No exemplo 11.31 mostrou-se que a condi¢ao 1 implica a
condigao 2. Supondo que a condigao 2 se verifica, para cada ponto z € C\ D e
para cada caminho v em D, fechado e regular, tem-se Ind,(z) = 0. Dada uma
funcao analitica f : D — C, do coroldrio 3 do teorema 13.12 resulta entdo que
a condigao 3 é vilida.

Como o teorema 12.2 mostra que a condicao 3 implica a condicao 4, vamos
agora supOr que se verifica esta iltima condigao. Dada uma fungao analitica
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f: D — C\ {0}, a funcao f’/f é primitivavel por também ser analitica. Do
teorema 10.14 resulta entao que existe um ramo do logaritmo de f em cada
componente conexa de D e portanto também em D.

Para cada ¢ € C\ D a funcdo f definida em D por f(z) = z — ¢ é analitica
e nunca se anula pelo que a condi¢ao 5 implica directamente a condicao 6. Por
outro lado, se esta condicao se verifica e sendo A um ramo do logaritmo de z —c,
do teorema 10.13 resulta \'(2) = 1/(z — ¢) para cada z € D e isto mostra que \
¢ uma primitiva de 1/(z — ¢) em D.

Supondo finalmente que D tem uma componente conexa C que nao ¢é
simplesmente conexa, o teorema 5.35 mostra que existe um conjunto compacto
K # g tal que K C C\C e CUK é aberto. Fixado um ponto ¢ € K e aplicando
o coroldrio do teorema 13.15 ao conjunto C'U K verifica-se entao que existe um
caminho v em C|, fechado e regular, para o qual

/ L dz = 2milnd,(c) # 0.
8!

Z—cC

Como v é um caminho em D, do teorema 12.2 conclui-se que a condigao 7
também nao se verifica.
|

Outros aspectos relevantes da férmula integral de Cauchy dizem respeito ao
conceito de homotopia que vamos agora definir.

Dado um conjunto E C C sejam ¢ e 9 dois caminhos fechados em E com
intervalo de parametrizagdo [a,b]. Diz-se que v e ¢ sdo homotdpicos em E se
existir uma fungao continua

H:a,b] x[0,1] — E
tal que, para todo o ¢ € [a,b] e todo o s € [0, 1] se tenha
H(tv 0) = (,D(t), H(t> 1) = w(t) e H(a7 S) = H(b7 S)?

e diz-se entao que a fungao H estabelece uma homotopia entre os caminhos ¢
e ¥. Nesta definicao as duas primeiras condi¢oes exprimem que o caminho ¢
val ser continuamente deformado até se transformar em 1. A terceira condi¢io
traduz que durante a transformagao os pontos inicial e final se mantém comuns
pelo que todos os caminhos intermédios sao fechados.

Exemplo 13.17 - Dados dois caminhos fechados ¢, : [a,b] — E C C e
dois caminhos equivalentes @y, : [c,d] — E, se ¢ e ¢ sio homotdpicos em
E 0 mesmo sucede com ¢q, Y.

Efectivamente, sendo H : [a,b] x [0,1] — FE uma fun¢io continua que
estabelece uma homotopia entre ¢ e v, e h a fungao linear crescente que aplica
[c, d] sobre [a,b], a fungdo

Hy:[c,d] x [0,1] — F
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definida por Hy(t,s) = H (h(t), s) estabelece uma homotopia entre @, e 1.

Exemplo 13.18 - Seja E C C um conjunto em estrela relativamente a um
ponto w. Dado um caminho fechado v : [a,b] — E, a fung¢do

H:[a,b] x[0,1] — FE

definida por
H(t,s) = (1—s)7(t) + sw
estabelece uma homotopia em E entre vy e o caminho pontual de imagem {w}.
Efectivamente, com t € [a, ] fixo, H (¢, s) ¢ um caminho linear que liga (t) a
w pelo que H(t,s) € E. Tem-se ainda H(a,s) = H(b,s) e H(t,1) é um caminho
pontual de imagem {w}.

O conceito de caminhos homotépicos num conjunto aberto D C C dd uma
condicao suficiente para que dois caminhos ¢ e ¥ em D, fechados e regulares,
verifiquem a relacao Indy(z) = Indy(z), qualquer que seja o ponto z € C\ D.
Comegaremos por estabelecer um resultado auxiliar.

Lema 13.19 - Sejam z € C e 1,75 : [a,b] — C dois caminhos fechados
requlares que verificam a condi¢do

o) =] <[z =1 ()] se t€fa,b].

Tem-se entao
Ind,,(z) = Ind,, ().

Demonstragio. A condi¢do do enunciado exige efectivamente z ¢ [v{] e

z & [v4], pelo que estdo definidos os indices de z relativamente a v, e a v,.
Pondo agora

_ a2t —=

(t) = —<+—

71(t) — 2

v é ainda um caminho regular fechado, e no complementar em [a,b] de um

conjunto finito tem-se

se t € [a,b],

E entédo

2ri (Ind,, (z) — Indy, (2)) = /Cl d(—/ L d¢
i Y1

= 2milnd,(0),
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pelo que
Ind,,(z) = Ind, (z) + Ind,(0).

Como para cada t € [a,b] & |y(t) — 1] < 1 segue-se que [y] C B(1,1) e daqui
resulta
Ind,(0) = 0.
=

Usando as versoes dos teoremas 4.4 e 4.5 que sdo vdlidas em R? podemos
agora provar o resultado central relativo & homotopia de caminhos fechados.

Teorema 13.20 - Sejam D C C um conjunto aberto e ¢ e ¢ dois caminhos
fechados regulares, homotdpicos em D. Para cada z € C\ D tem-se entdo

Ind,(z) = Indy(z).

Demonstracao. Atendendo ao exemplo 13.17 e substituindo se necessério ¢ e
1 por caminhos equivalentes podemos supoér que o intervalo de parametrizagao
de ¢ e ¥ € [0,1]. Seja entdo H : [0,1] x [0,1] — D uma fungio continua tal
que

H(t,0) =p(t), H(t,1)=¢(t) e H(0,s)=H(1l,s) se t,s€]0,1].

A verséo real do teorema 4.4 mostra que a imagem de [0, 1] x [0,1] por H ¢é
um conjunto compacto, e dado um ponto z € C\ D existe entdo € > 0 tal que

|z — H(t,s)| >2¢ se t,s€]0,1]. (13.9)

Por outro lado, da versao real do teorema 4.5 resulta que H é uniformemente
continua, pelo que existe um inteiro n > 0 verificando a condigao

|H(t,s) — H(t',s')] <e se [t—t|<1/n e |s—§|<1/n.

Consideremos agora uma decomposigio do intervalo [0, 1] em n intervalos

1
I; = []T,%} com j € {1,..,n},

e os n + 1 caminhos poligonais 7, ..., 7,, definidos para t € [0, 1] por
j ok , i—1k\,.
= =, - — _ = — . < <n.
i () H(n,n>(nt+1 j)—i—H( - ,n>(j nt) se telj e 0<k<n

Como para cada k € {0,...,n} é v,(0) = H(0,k/n) e v,(1) = H(1,k/n), a
condigao H(0,s) = H(1, s) mostra que os 7;, sdo caminhos fechados.

Dado t € [0,1] e tomando j € {1,...,n} tal que t € I}, temos nt +1—5 >0
e (j —nt) > 0. Para cada k € {0, ...,n} resulta assim

() — H (t%)‘ — ) - H (t%) (nt+1—j)—H (t%) (G —nt)

< ent+1—j)+e(j—nt)=ce.
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Se k£ <n —1 deduz-se do mesmo modo

ootz (358) (28
‘H(31 k+1> H<J1 k)' ot

emt+1—j)+e(j—nt)=

(nt+1—7)

E pois

’yk(t)H<t,%>'<s se t€[0,1] e 0<k<n, (13.10)

Vg1 () —7(t)| <e se t€[0,1] e 0<Ek<n-—1 (13.11)
Fazendo agora sucessivamente k =0 e k = n em (13.10) obtém-se ainda
o) =) <e e [r,(t) —¢(t)| <e se t€[0,1]. (13.12)

Por outro lado, de (13.9) e (13.10) resulta, para cada k € {0,...,n},

zH(t —)‘ 'H(t —> 'yk()‘>5 se t€[0,1]

|z —(t)| = |z — H(t,0)| > 2 se te€]0,1].
De (13.11) e (13.12) deduz-se entdo, para cada ¢ € [0,1],

o (®) = )] <[z = o(®)],

e () = @) <z = @) se 0<k<n-—1

|2 =) =

e é também

[9(@) =1 (D] < |2 =7, 0]

Aplicando agora o lema 13.19 aos pares de caminhos (¢,70),(Yos ¥1)s-» (Vn—1>Tn)
e (v,,%) obtém-se finalmente

Ind,(z) = Ind, (2) = --- = Ind, (2) = Indy(z)

que é o resultado pretendido.
|

Corolario 1 - Sejam D C C um conjunto aberto e v,y dois caminhos
fechados regulares, homotdpicos em D. Para cada fungio analitica f: D — C

é entao
fo=]r

168



Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior e do coroldrio 4
do teorema 13.12.
|

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e v um caminho fechado e
reqular, homotdépico em D a um caminho pontual. Para cada func¢ao analitica

f: D — C é entao
[=0
.

Demonstragao. Resulta directamente do coroldrio anterior pois o integral de
f ao longo de um caminho pontual é nulo.
]

Coroldrio 3 - Seja D C C um conjunto aberto e conexo. Se todo o caminho
em D, fechado e regular, for homotdpico em D a um caminho pontual entdo D
é simplesmente conexo.

Demonstra¢do. Resulta directamente do corolario anterior e da condigao 3
do teorema 13.16.
[

Veremos a propésito do teorema da aplicacdo de Riemann (teorema 19.23)
que o reciproco do coroldrio anterior também é verdadeiro, pois em todo o
conjunto simplesmente conexo qualquer caminho fechado e regular € homotoépico
a um caminho pontual.

O conceito de homotopia pode também definir-se para caminhos que nao sao
necessariamente fechados. Dado um conjunto E C C sejam ¢ e ¢ dois cami-
nhos em F com intervalo de parametrizagio [a,b], tais que ¢(a) = ¥(a) e
w(b) = ¥(b). Diz-se que ¢ e ¥ sdo homotdpicos em E com extremidades fizas
se existir uma fungao continua

H:a,b] x[0,1] — E
tal que, para todo o ¢ € [a,b] e todo o s € [0, 1] se tenha

H{(t,0) = o(t), H(t,1) = ¢(t), H(a,s) = p(a) e H(b,s) = ¢(b).

Como no exemplo 13.17, é imediato verificar que a homotopia de caminhos
com extremidades fixas néo se altera se os caminhos forem substituidos por cami-
nhos equivalentes. Da defini¢ao resulta ainda que dois caminhos fechados que
sejam homotépicos com extremidades fixas sao também homotdpicos de acordo
com o conceito de homotopia de caminhos fechados introduzido inicialmente.

Exemplo 13.21 - Sejam E C C um conjunto convexo e ¢ e 1 dois
caminhos em E, com intervalo de parametrizacao [a,b] tais que p(a) = (a) e
o(b) = (b). Entdo a funcgdo

H:[a,b] x[0,1] — F
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definida por
H(t,s) = (1= s)p(t) + sv(t)

estabelece uma homotopia em E entre p e 1.

Lema 13.22 - Sejam E C C e v,e 4 dois caminhos homotdpicos em E
com extremidades fixas. Se o for um caminho em E cujo ponto inicial coincide
com o ponto final de v, e 74, entio os caminhos v, + o € v+ o também sdio
homotdpicos em E com extremidades fixas.

Demonstragdo. Suponha-se sem perda de generalidade que [0, 1] é o intervalo
de parametrizacao de v,e 74, € [1,2] é o intervalo de parametrizagao de o. Se
H :[0,1] x [0,1] — E for a fungdo que estabelece a homotopia entre v,e 7o,
aplicando a verséo real do teorema 3.8 com A; = [0,1] x[0,1] e Ay = [1,2] x[0, 1]
conclui-se que a fun¢do Hy definida em [0, 2] x [0,1] por

]

H(t,s) se tel0,1
1,2]

Ho(t, ) = { o(t) se tell,

é continua, e daqui resulta que ela estabelece uma homotopia em E entre v, + o
€ Yo + g.
[

E vélido o seguinte resultado:
Teorema 13.23 - Sejam D C C um conjunto aberto e v, dois caminhos

regulares em D com o mesmo ponto inicial e 0 mesmo ponto final. Se e 4
forem homotdpicos em D com extremidades fixas, para cada funcdo analitica

f: D — C tem-se
[ =]
Y1 Y2

Demonstragao. Atendendo ao lema anterior os caminho fechados ¢ = v, +75
e 1 = 5 +5 sio homotdpicos com extremidades fixas. Entdo eles sdo também
homotépicos como caminhos fechados, e do corolario 1 do teorema 13.20 resulta

[r=1
[ dom e

pelo que
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14 - Pontos singulares

Sejam E C C um conjunto aberto e f : E — C uma funcao analitica.
Diz-se que f tem uma singularidade isolada num ponto a € C\ E se a for
ponto isolado de C\ E, ou seja, se existir r > 0 tal que B(a,r) \ {a} C E. Em
particular, se D é aberto, a € D e f: D\ {a} — C é analitica, entdo f tem
uma singularidade isolada em a.

Teorema 14.1 - Sejam D C C um conjunto aberto e A C D um conjunto
discreto. Entdo D\ A ¢é aberto sse DN A = &, e dada uma funcgdo analitica
f: D\ A— C os pontos de A sao singularidades isoladas de f.

Demonstragio. Se D\ A é aberto todo o ponto de D \ A tem alguma
vizinhanga disjunta de A. Entdo (D\ A) N A’ = & e por A ser discreto
também AN A" = @. Reciprocamente suponha-se que D N A’ = @. Como
DN (A\A) CDNA =g segue-se que D\ A= D\ A e isto mostra que D\ A
é aberto.

Consideremos agora uma funcao analitica f: D\ A — C. Como todos
os pontos de A sdo isolados e D é aberto, dado a € A existe r > 0 tal que
B(a,r)NA={a} e B(a,r) C D. Entao B(a,r) \ {a} C D\ A e conclui-se que
f tem uma singularidade isolada no ponto a.

[

Supondo que a fungao f tem uma singularidade isolada em a, se for possivel
prolongar f a este ponto de modo a obter uma funcao analitica em a diz-se que
a singularidade de f em a é remouvivel.

Se f tiver limite finito no ponto a, do coroldrio 3 do teorema 13.5 resulta que
a é uma singularidade removivel de f pois o prolongamento por continuidade
de f ao ponto a é uma funcao analitica em a. Este resultado pode no entanto
tornar-se substancialmente mais preciso.

Teorema 14.2 - Sejam D C C wm conjunto aberto, a um ponto de D
e f: D\ {a} — C uma fungdo analitica. Entdo [ tem uma singularidade
removivel em a sse

lim(z —a)f(z) =0.

z—a

Demonstra¢do. Se a for uma singularidade removivel de f esta funcao é
prolongdvel por continuidade ao ponto a e tem-se portanto

lim(z —a)f(z) =0.

zZ—a
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Reciprocamente, se a condi¢ao do enunciado se verifica, a fungao h : D — C
definida por h(a) =0 e

h(z) =(z—a)f(z) se z€ D\ {a}

¢ analitica em D \ {a} e continua em a. Entdo o coroldrio 3 do teorema 13.5
mostra que h também é analitica no ponto a pelo que nalguma vizinhanca
B(a,r) de a ela é representdvel por uma série de poténcias de z — a. Sendo

+o00o
h(z) = ch (z—a)" se z€ B(a,r)
n=1
e definindo f no ponto a por f(a) = ¢; resulta assim

“+o0 +oo
f(z)= ch (z—a)" ' = ch+1 (z—a)" se z€ Bla,r)
n=1

n=0

e conclui-se que f é analitica em a.
[

Coroldrio (Riemann) - Sejam D C C um conjunto aberto, a € D e
f: D\ {a} — C uma funcgdo analitica. Entdo o ponto a é uma singularidade
removivel de f sse esta funcao for limitada nalguma vizinhanga de a.

Demonstra¢do. Se a for uma singularidade removivel de f esta funcao é
prolongdvel por continuidade ao ponto a pelo que é limitada nalguma vizinhanca
de a. Reciprocamente, se esta condicao se verificar tem-se

lim(z —a)f(z) =0
zZ—a
e o teorema anterior garante que f tem entao uma singularidade removivel em

a.
u

Suponha-se agora que uma funcao analitica f tem uma singularidade isolada
num ponto a e que existe um inteiro p > 1 tal que
lim(z —a)Pf(z) € C\ {0}.
z—a
Entao, como f nao tem limite finito no ponto a a singularidade nao é removivel

e diz-se que a é um polo de ordem p de f. Em particular, no caso p = 1 diz-se
que a € um polo simples.

Exemplo 14.3 - Seja f = g/h em que g e h sdo analiticas num ponto a.

Se g(a) #0 e h tiver um zero de ordem p em a entdo f tem um polo de ordem
p em a.
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Efectivamente, neste caso existe uma funcao hg analitica em a tal que
h(z) = (2 —a)’ho(2) e ho(a) #0,

e tem-se assim

lim(z — 0 () = A ¢\ (0).

Teorema 14.4 - Sejam D C C um conjunto aberto, a um ponto de D e
f: D\ {a} — C uma fungao analitica. Entdo f tem um polo em a sse

Demonstra¢do. Se a € um polo de ordem p de f e

lim(z —a)?f(z) =ce C\ {0}
z—a
entdo f(z) ~ c¢(z —a)~P quando z — a e resulta lim,_,, f(z) = co.
Reciprocamente, se lim,_,, f(z) = oo existe r > 0 tal que B(a,7) C D e f
nao se anula em B(a,7) \ {a}. Entdo a fungéo h definida em B(a,r) por

—— se z#a e h(0)=0

¢é analitica, e sendo p a ordem do seu zero no ponto a o exemplo anterior mostra
que a é um polo de ordem p de f.
[

Teorema 14.5 - Dados um conjunto aberto D C C, um ponto a € D, um
inteiro p > 0 e uma fungdo analitica f : D\ {a} — C, sao equivalentes as
sequintes condigoes:

1 - f tem um polo de ordem p no ponto a.
2 - Existe uma fungao analitica h : D — C tal que h(a) #0 e

h(z)
(z—a)p

3 - Existem p complexos by, ..., by, tais que b, # 0 e a funcao definida por

O g

o (2 — a)k

f(z) = se z€ D\ {a}.

tem uma singularidade removivel no ponto a.

Demonstra¢do. Supondo que f tem um polo de ordem p no ponto a, a fungao
h : D — C definida por

hz) = f(2)(z—a)" se z€ D\{a} e h(a) = lim(z —a)’f(2)
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é analitica e satisfaz a condigao 2.
Supondo agora que f verifica a condigao 2, a funcao h é representdvel por
uma série de poténcias da forma

+oo
Z cn(z—a)"
n=0

nalguma vizinhanga B(a,r) de a. Temos entao

p—1

@)=Y —==

n=0

( chzfa ""P se z€ B(a,r)\ {a}
z—a)’

e o ponto a é uma singularidade removivel da funcao definida pelo primeiro
membro desta identidade. Tomando by, = ¢,—f para 1l < k <p, é b, = co = h(a)
e a condicao 3 é satisfeita.
Finalmente, se f verifica a condigao 3 é
lim(z —a)Pf(z) =b, #0
z—a

pelo que f tem um polo de ordem p no ponto a.
|

Coroldrio - Sejam D C C um conjunto aberto, a € D e f: D\ {a} — C
uma fun¢ao analitica com um polo de ordem p no ponto a. Existe entao um
e um 86 polindmio P de grau p que se anula no ponto 0 e tal que a funcao

definida em D\ {a} por
fo-p ()

tem uma singularidade removivel no ponto a.

Demonstracao. Atendendo & parte 3 do teorema anterior existem constantes
b1, ..., by tais que a condicao do enunciado se verifica com o polinémio P definido
por

P(w) =bjw+ -+ byw.

Por outro lado, se @ for outro polinémio que verifique as mesmas condigbes
a fungdo definida em D \ {a} por

r0-r(=)-(f0-e(=))-e(=) -7 (=)

tem uma singularidade removivel no ponto a. FEntdo o polinémio @Q — P é
necessariamente constante e de Q(0) — P(0) = 0 resulta Q = P.
[
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Se f tiver um polo de ordem p no ponto a chama-se parte singular ou
principal de f em a & fungao S definida por

S(z)zP(Zia>,

em que P é o polinémio mencionado no coroldrio anterior. Em particular, se o
polo for simples tem-se

S(z) = < com c¢=lim(z —a)f(z).

Z—a z—a

Dados um conjunto aberto D C C e um conjunto discreto A C D tal que
DNA’ = @, uma funcao f : D\ A — C diz-se meromorfa em D se for analitica
e se os pontos de A forem polos de f. Em particular as fungoes racionais sdo
meromorfas em C.

Teorema 14.6 (Principio do prolongamento analitico para fungées
meromorfas) - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo, f e g duas fungdes
meromorfas em D, e P o conjunto dos pontos que sao polos de f ou de g. Se f e
g coincidirem nos pontos de um conjunto que tenha algum ponto de acumulacao
em D\ P é entao f=g.

Demonstra¢do. Como P ¢é a unido de dois conjuntos sem pontos de acumu-
lacao em D, segue-se que P tem a mesma propriedade pelo que é necessariamente
discreto. Entéo do teorema 14.1 resulta que D \ P é aberto e o exemplo 5.8
mostra que este conjunto é conexo. Por outro lado, sendo E o conjunto dos
pontos onde f e g coincidem e dado a € E'N(D \ P), a condi¢ao a ¢ P’ implica

ac(E\P)n(D\P).

Do principio do prolongamento analitico 9.10 resulta entao que as duas fungées
coincidem em D\ P pois sdo ambas analiticas em D \ P e coincidem em E \ P.
Como isto implica que f e g tenham os mesmos polos conclui-se que ambas as
fungoes tém dominio D \ P.

|

Teorema 14.7 - Sejam D C C um conjunto aberto e f uma funcao
meromorfa em D cujos polos formam wum conjunto finito {ai,...,an}.
Ezistem entao uma func¢ao analitica g : D — C e polindmios Py, ..., P,, nulos
no ponto 0, tais que

1
z—ag

f(z)=g(z)+épk.< ) se z€ D\ {ay,...,an}

sendo o grau de cada Py igual & ordem do respectivo polo ay,.
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Demonstra¢do. Sendo Si,...,S, as partes singulares de f em ai,...,a,, a
fungdo f — (S1+---+5,) tem singularidades removiveis nos pontos aj e é
analitica em D \ {a1,...,a,}. Entdo esta fungdo pode prolongar-se por
continuidade sucessivamente aos pontos az, ..., a, € obtém-se assim uma fungao
analitica g tal que f = g+ S1 + --- + Sp. Finalmente, o coroldrio do teorema
14.5 mostra que cada Sj tem a forma

Si(2) = Py (Zlak>

em que P é um polinémio nulo no ponto 0 e cujo grau é a ordem do polo ay.
[

Dados dois polinémios P e ) # 0, a fungéo racional definida por P/Q diz-se
propria se o grau de P for inferior ao grau de ), o que equivale a ser

lim P(2)

Jim 5 =0

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto e f wma funcdo meromorfa
em D cujos polos sao um conjunto finito. Existem entdo uma func¢do analitica
g: D — C e uma fungdo racional propria h tais que f = g+ h.

Demonstracao. Basta fazer

h(z):;Pk. (Zlak)

na decomposicao de f estabelecida no teorema anterior e notar que se tem

n

lim h(z) = P(0) =0,
k=1

pelo que a funcao racional h é necessariamente prépria.

Coroldrio 2 - Se f é uwma funcdo racional e os seus polos ocorrem mos
n pontos ay,...,an, existem n polindmios Pi,..., P, nulos no ponto 0 e um
polinomio P tais que

1
Z — Qg

f(z):P(z)—i—;Pk( ) se z€C\ {a1,...,an}.

Demonstra¢do. Basta notar que neste caso a funcao g definida no teorema
anterior é polinomial pois é inteira e exprime-se como uma diferenca de duas
fungbes racionais. ®
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Coroldrio 3 - Se f é uma funcao racional prépria e os seus polos ocorrem
nos m pontos ai, ..., a,, existem n polindmios P, ..., P, nulos no ponto 0 tais
que

f(z)iPk< L ) se z€ C\{a1,....,an}.
k=1

zZ — ag

Demonstragdo. Se f é uma fungdo racional prépria tem-se lim,_, . f(z) = 0.
Entao o polinémio P referido no coroldrio anterior é nulo pois verifica a condigao
lim, o P(z) = 0.

|

O coroldrio anterior mostra que toda a fracg¢ao racional prépria se decompée
numa soma de fracgdes racionais simples, que sdo fracgoes racionais da forma

r(:%)

em que P é um polinémio nulo no ponto 0. No caso particular de todos os polos
serem simples os polinémios Py tém grau 1 e esta decomposicao reduz-se assim
& identidade

f(z) = Z % com ¢ = lim (z — ag) f(2). (14.1)

n
Z —_ a zZ—ag
k=1 k
Uma singularidade isolada que nao seja removivel nem um polo diz-se uma
singularidade essencial.

Exemplo 14.8 - A funcio definida por e'/* tem uma singularidade essencial
no ponto 0.

Efectivamente, fixado um inteiro m > 1 e tomando a sucessado definida por
zn, = 1/m temos

e’I’L

lim z™e!/%n = lim — = +o00
n nm

pelo que néo ¢é finito o lim,_,q 2™e!/%.

Teorema 14.9 (Casaroti-Weierstrass) - Sejam D C C um conjunto
aberto, a € D e f : D\ {a} — C uma fungdo analitica com wma singula-
ridade essencial no ponto a. Entdo, para cada v > 0 o conjunto

fl(B(a,r)\{a}) N D]

¢é denso em C.

Demonstrag¢ao. Se o enunciado for falso existem w € C e r,d > 0 tais que

|f(2) —w| >6 se ze (B(a,r)\ {a})ND.
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Temos entao

'f(z);—w‘ g% se z € (B(a,r)\{a})ND

e o coroldrio do teorema 14.2 mostra que o ponto a é uma singularidade
removivel da funcao definida por

_
fz) —w
Existe assim uma funcdo analitica g : B(a,r) N D — C tal que
1
g(z) = ——— se z€ (B(a,r a})ND
6= 75 - (B(a,r)\ {a})

e resulta 1
f(z)=w+—= se z€ (B(a,r)\{a})ND.
9(2)
No entanto esta relacado mostra que o ponto a seria um polo ou uma
singularidade removivel de f consoante se tivesse g(a) = 0 ou g(a) # 0, o
que contraria a hipdtese.
]

Nota 14.10 - Nas condic¢oes do teorema anterior pode provar-se que existe
c € C tal que se tem

C\{c} C f[(B(a,r)\{a})ND] se r>0.

Isto mostra que em qualquer vizinhanga de uma singularidade essencial uma
fungao analitica toma todos os valores complexos com uma possivel excepgao.
Este reforgo fundamental do teorema de Casaroti-Weierstrass é conhecido por
"Grande Teorema de Picard". Serd estabelecido na seccdo 21 e constitui um
dos resultados chave da teoria das func¢oes de varidvel complexa.

Dados um conjunto aberto D C C e uma fungao analitica f : D — C,
diz-se que f tem uma singularidade isolada no ponto oo se a fungao definida por
f(1/z) tiver uma singularidade isolada no ponto zero. Esta condicdo equivale a
f(1/z) ser analitica nalgum conjunto da forma B(0,¢) \ {0}, e pondo r = 1/e
vemos que isto sucede sse C\ B(0,7) C D.

Se f tiver uma singularidade isolada no ponto oo diz-se que esta singularidade
é removivel, um polo de ordem p ou uma singularidade essencial, se 0 mesmo
suceder, respectivamente, com a singularidade de f(1/z) no ponto 0.

Em particular resulta que oo é uma singularidade removivel de f sse f for
limitada nalguma vizinhanga de co e um polo de ordem p sse

lim f2) e C\ {0}.

z—oo zZP
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Exemplo 14.11 - Uma funcio meromorfa em C com uma singularidade
isolada em oo tem apenas um conjunto finito de polos.

Efectivamente, como a funcdo ¢ analitica num conjunto da forma C\ B(0,r)
com r > 0, o conjunto P dos seus polos estd contido em B(0,7). Entdo P
é limitado e como ndo tem pontos de acumulagdo em C conclui-se que é um
conjunto finito.

Exemplo 14.12 - Uma fung¢do polinomial de grau p > 0 tem um polo de
ordem p em oQ.

Efectivamente, sendo a,, o coeficiente do termo de maior grau de f, da relagao
f(z) ~ apzP (z — o00) resulta

lim Lj)e@\{o}.

z—00 2

Exemplo 14.13 - Se f tiver um polo de ordem p em oo existe um polindmio
P de grau p tal que f — P tem uma singularidade removivel em oc.

Efectivamente o coroldrio do teorema 14.5 mostra que neste caso existe um
polinémio P de grau p tal que f (1/z)— P(1/z) tem uma singularidade removivel
em 0.

Exemplo 14.14 - Se f tiver uma singularidade isolada em oo e

lim f(z) =0,
Z—00
entdo a fungao definida por zf(z) é limitada nalguma vizinhan¢a de oo.
Efectivamente neste caso ¢ lim,,_ f(1/w) = 0 e pondo

1 1
s =15 ()
a relagao lim,,_o wg(w) = 0 mostra que g tem uma singularidade removivel no

ponto 0. Entao g é limitada nalguma vizinhanga de 0 pelo que a fungdo definida
por zf(z) é limitada nalguma vizinhanga de co.

Exemplo 14.15 - Se f tem uma singularidade essencial em oo o conjunto
dos valores assumidos por f em cada conjunto da forma B(oco,r) N D é denso
em C.

Sejam efectivamente E = {1/z:z € D\ {0}} e g a funcdo definida em E
por g(z) = f(1/z). Como g tem uma singularidade essencial no ponto 0 basta
agora aplicar o teorema de Casaroti-Weierstrass 14.9, notando que

f[B(co,r)N D] =g [B(0,r)NE].

Teorema 14.16 - Uma funcao inteira é constante se tiver uma singularidade
removivel em oo e é uma funcao polinomial de grau p se tiver um polo de ordem
p em 0.
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Demonstragao. Se f tiver uma singularidade removivel em oo existe 7 > 0
tal que f é limitada em C\ B(0,r). Além disso, como f é continua no conjunto
compacto B(0,7), segue-se que f também é limitada neste conjunto. Entdo f é
uma fungao limitada e o teorema de Liouville mostra que f é constante.

Se f tiver um polo de ordem p em 0o 0 exemplo 14.13 mostra que f se pode
escrever na forma g + P em que P é um polinémio de grau p e g uma fungao
inteira com uma singularidade removivel em oco. Entao a parte do enunciado
jé estabelecida mostra que g é constante, pelo que f se reduz a uma fungao
polinomial de grau p.

[

Exemplo 14.17 - Dada uma funcao inteira f, se para algum \ € Rt for

1imM:O

2—00 |Z|>\

entao f é uma funcao polinomial de grau p < .
Efectivamente neste caso a singularidade de f em oo é removivel ou é um
polo de ordem p < A.

Coroldrio 1 - Toda a funcao inteira e nao polinomial tem uma singularidade
essencial em oo.
|

Coroldrio 2 - Toda a funcao inteira e ndo constante tem o contradominio
denso em C.

Demonstra¢do. De acordo com o teorema anterior uma funcao inteira é
polinomial ou tem uma singularidade essencial em co. Se a fungao for polinomial
e nao constante o exemplo 13.6 mostra que o seu contradominio é C. Finalmente,
se a funcao tiver uma singularidade essencial em oo, do exemplo 14.15 resulta
que o seu contradominio é denso em C.

|

Teorema 14.18 - Se f é meromorfa em C e tem uma singularidade isolada,
nao essencial, em oo entdo f é uma funcdo racional.

Demonstra¢ao. Como o exemplo 14.11 mostra que o conjunto dos polos de
f € finito, do coroldrio 1 do teorema 14.7 resulta que f se decompGe na soma
de uma fungdo inteira g com uma fungdo racional h tal que lim,_. . h(z) = 0.
Entao a singularidade de g em oo também nao é essencial e o teorema 14.16
implica que g seja uma fung@o polinomial.

[

Recorrendo & férmula integral de Cauchy para coroas circulares (teorema

13.13) é possivel estabelecer um resultado que generaliza o coroldrio do teorema
14.5 de modo a englobar todas as singularidades isoladas.
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Teorema 14.19 - Sejam D C C um conjunto aberto, a € D e
f:D\{a} —C

uma fung¢ao analitica. Existe entdo wma e uma so funcao inteira F que se anula

no ponto 0 e tal que a funcao definida em D\ {a} por

f@%—F<Zla)

tem uma singularidade removivel no ponto a.

Demonstragio. Seja R > 0 tal que B(a, R) C D e para cada r € |0, R[
represente-se por vy, o caminho circular de centro a e raio r orientado positiva-
mente. Para cada z # a ponha-se ainda

() = |z—al/2 se 0<|z—a| <R
P2 = R/2 se |z—a|>R

Como para todo o z # a ¢é |z — a] > p(z), segue-se que

z ¢ |:7p(z):|

pelo que fica definida uma fungéo ¢ : C\ {a} — C pondo

o= [ I,

p(2) (=2

Dados r € ]0, R[ e z tal que |z — a|] > r, como é também |z — a| > p(z), do
teorema 13.13 aplicada ao conjunto B(a, R) \ {a} resulta

[ e e

p(z)

pelo que

P(z) :/ g(gid{ se rel0,R[ e |z—a|>r. (14.2)
Ve ST
O teorema 13.4 mostra agora que v ¢ analitica em C \ B(a,r) para todo
or € ]0, R, e daqui resulta que ¥ é analitica em C\ {a}. Além disso, fixado
r €10, R[ e sendo M um majorante de |f| em [7,], da relagdo (14.2) deduz-se

1 2mrM
Y(z)| < 2nrM sup <
() P N T e P

se |z—a|>r

o que implica
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lim ¢(z) = 0.

Z—00

Seja agora F' a funcdo definida por F(0) =0 e

F(w):—iw<a+%) se weC\{0}.

211

Como F' & analitica em C\ {0} e continua no ponto 0, segue-se que F' & uma

fungao inteira. Atendendo a (14.2) vemos também que F' verifica a relagdo

LY__1 [ 1© _
F( )—— /%Czdg se T€|0,R[ e |z—a|]>r

zZ—a 211

Por outro lado, dado z € B(a, R) \ {a} e tomando r tal que 0 < r < |z — qal,
atendendo de novo ao teorema 13.13 temos também

_ 1 f(©) 1 f(©)
f(Z)%/wRC_ZdC%LTEdé

pelo que

f(z)—F( ! )—i/7 1) 4¢ e 2 e Bla,R)\ {a}.

z—a 2mi ), C—z

Como a fungao definida pelo segundo membro desta relacao é analitica em

B(a, R) conclui-se entdo que F' verifica as condigoes do enunciado pois a singula-

ridade de
1
—F
10 -F ()
no ponto a é removivel.

Finalmente, se G for outra fungao que verifique as mesmas condigoes, a
funcao H = G — F' é inteira, anula-se no ponto 0, e

#(2)

tem uma singularidade removivel no ponto a. Entao H tem uma singularidade
removivel em oo e o teorema 14.16 mostra que H é identicamente nula.
[

Se f tiver uma singularidade isolada no ponto a chama-se parte singular ou
principal de f em a & fungao S dada por

S(2) :F<Zia)
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em que F' é a funcao inteira definida no teorema anterior.

Atendendo & unicidade de F' e ao coroldrio do teorema 14.5, resulta directa-
mente que F' é a fung@o nula se a for uma singularidade removivel, uma funcao
polinomial de grau p > 0 se a for um polo de ordem p, e uma fungdo nao
polinomial se a for uma singularidade essencial.

O teorema 14.7 pode agora ser generalizado.

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto, A= {ay,...,an} C D um
conjunto finito e f : D\ A — C uma fungdo analitica. Existem entdo uma
fungao analitica g : D — C e fun¢des inteiras Fi, ..., Fy,, nulas no ponto 0,
tais que

10=o+3 A () « sepia

Demonstra¢ao. Basta raciocinar como na demonstracao do teorema 14.7
usando agora o teorema anterior no lugar do coroldrio do teorema 14.5.
[

Coroldrio 2 (Laurent) - Sejam D C C um conjunto aberto, a € D e
f: D\ {a} — C uma fungdo analitica. Existem entao duas sucessdes

(C’”«)nZO e (con)p>1

tais que o desenvolvimento
—+o0 —+o0 c
f(z) = nzz;)cn (z—a)" 4+ TLZ::I m (14.3)

é valido em todo o conjunto da forma B(a,r) \ {a} C D, e sendo S a parte
singular de f em a tem-se

+00
S(z) =" (ZC_;Z) se z€C\ {a}. (14.4)

Demonstracio. Atendendo ao teorema anterior existem uma funcio inteira
F', nula no ponto 0, e uma funcao analitica G : D — C tais que

Z—a

f(z):G(z)—i—F( ) se ze D\ {a}.

O desenvolvimento (14.3) obtém-se entao representando por

+oo
Z cn(z—a)"

n=0
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a série de poténcias de G em torno de a e por

+oo
E c_pw"
n=1

a série de poténcias de F' em torno do ponto 0. Da defini¢do de S(z) resulta
agora directamente a identidade (14.4).
|

Representando uma soma do tipo
“+o0 —+o0
S unt Y
n=0 n=1
pela notagao

—+o0
> un,

n=—oo

o desenvolvimento (14.3) pode apresentar-se na forma

—+o0

)= elz—a)"

n=—oo

e diz-se o desenvolvimento de f em série de Laurent em torno do ponto a.
O coeficiente c_1 que figura neste desenvolvimento diz-se o residuo de f no
ponto a e serd aqui representado por Res(f;a).

Exemplo 14.20 - Se a func¢do analitica f tem um polo simples no ponto a,

Res(f;a) = lim(z — a) f(2).

z—a

Efectivamente, sendo g o prolongamento analitico de (z — a) f(z) ao ponto
a, numa certa vizinhanca deste ponto tem-se entao

+oo
g(z) =c_1+ Z en(z—a)"™!

n=0

e resulta c_1 = g(a) = lim,_,(z — a) f(2).

Exemplo 14.21 - Seja f = g/h em que g e h sao ambas analiticas no ponto
a. Se g(a) #0, h(a) =0 e h'(a) # 0, entdo f tem um polo simples em a e é

Res(f;a) = g/((?) .
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Efectivamente, se h'(a) # 0 temos

(e 1) =l ey~ 2 0

pelo que a é um polo simples de f e basta agora aplicar o exemplo anterior.
Exemplo 14.22 - Se a fung¢do analitica f tem um zero de ordem m no

ponto a entdo f'/f tem um polo simples nesse ponto com residuo m.
Efectivamente, de uma relacao da forma

Exemplo 14.23 - Se a fun¢ao analitica f tem um polo de ordem p no ponto
a entao f'/f tem um polo simples nesse ponto com residuo —p.
Efectivamente, de uma relacao da forma

flay = 2

(z—a)P

com ¢ analitica no ponto a e g(a) # 0, por derivacdo logaritmica resulta

Exemplo 14.24 - Se a funcdo analitica f tem um polo de ordem p no ponto
a é

Res(f;a) = ﬁ lim (= = a)’f(2)) 7.

Efectivamente neste caso a série de Laurent de f em torno do ponto a tem

a forma
+o0o

Z cn(z—a)".

n=—p

Sendo g o prolongamento analitico de (2 — a)? f(z) ao ponto a, numa certa
vizinhancga deste ponto é entao

+oo
g(z)=c_ptcpr(z—a)+-+ec1(z—a)P 't + ch (z—a)"P

n=0
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e resulta

(p—1)
g (a) 1 (1)
c_1 = = lim ¢'? z
' -1 (p—1la? =)

_t im ((z — a)Pf(2))?~Y
g lm (2 = 0 ().

Exemplo 14.25 - Sejam D C C um conjunto simétrico relativamente &
origem e f : D — C wma funcdo analitica. Se f tem uma singularidade
isolada num ponto a é

Res(f(—z); —a) = —Res(f(z);a).

Efectivamente, partindo de um desenvolvimento da forma

+oo
flz)= Z en(z—a)" se 0<|z—a|l<r,
temos
—+o0 —+o0
f(=2)= Z en(—2—a)" = Z (—D"n(z+a)" se 0<|z+a|l<r
n=-—o00 n=-—oo

. . -1,
e o coeficiente respectivo de (z+a)” " é —c_;.

Em Anglise Complexa é necessério examinar certas situagées em que uma
fungao analitica nao tem singularidades isoladas em pontos da fronteira do seu
dominio.

Dado a € C consideremos uma série de poténcias de z — a com raio de
convergéncia R € RT. Sendo f a funcio que ela define, esta funcdo nio é
analitica nos pontos de C(a, R) e ndo tem singularidades isoladas nesses pontos.
Diz-se entdo que um ponto v € Cf(a,R) é ponto regular de f se existir um
prolongamento analitico de f a um conjunto que inclua o ponto u. Os pontos
de C(a, R) que nao sdo regulares dizem-se pontos singulares de f.

Exemplo 14.26 - O ponto 1 é o inico ponto singular da funcdo f definida
por

—+o0
f(z) = Zz” se z € B(0,1).
n=0
Efectivamente, para cada v € C(0,1) \ {1} a fun¢do definida em C\ {1}

por 1/ (1 —z) prolonga analiticamente f ao ponto u. Por outro lado, como
lim,_,; f(z) = 0o a funcdo f nao é prolongavel analiticamente ao ponto 1.
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O exemplo anterior mostra em particular que uma série de poténcias pode
divergir em todos os pontos regulares da funcao que ela define. Provaremos
posteriormente (cf. teorema 19.19) que esta situagio sé pode ocorrer em pontos
onde o termo geral da série nao tem limite nulo.

Dados a € C e uma fungao f definida por uma série de poténcias de z — a
com raio de convergéncia R € RT, o coroldrio do teorema 8.13 ou o coroldrio
4 do teorema 13.5 mostram que o raio de convergéncia da série de Taylor de f
relativa a um ponto ¢ € B(a, R) nao é inferior a R— |c — a|. O teorema seguinte
especifica em que circunsténcias esse raio de convergéncia excede aquele valor.

Teorema 14.27 - Dado a € C seja f : B(a, R) — C a fungdo definida por
uma série de poténcias de z — a com raio de convergéncia R € RT, e seja p o
raio de convergéncia da série de Taylor de f relativa a um ponto a + re'® com
0<r<RebeR. Eentio p>R—r sse o ponto a+ Re for ponto regular
de f.

Demonstracio. Sejam ¢ = a + 7€’ e u = a + Re?. Supondo p > R —r,
como |u — ¢| = R—r < p segue-se que u € B (c, p) e u é ponto regular de f pois
o coroldrio 2 do teorema 9.16 mostra que f admite um prolongamento analitico
a B(a, R)UB(c,p).

Reciprocamente, se u é ponto regular de f existe um prolongamento analitico
de f a um conjunto aberto D que contém B(a, R) U {u} e pode ver-se que
B(c,R—r) C D. Efectivamente, dado um ponto z € B (¢, R —7) é

|z—al <|z—¢+|c—a| < R—r+r=R.

Como arelacdo |z — a| = Rexige |(z — ¢) + (¢ — a)| = |z — ¢|+]|c — a, 0 exemplo
1.2 mostra que é entao necessariamente 2 — ¢ = A (c—a) com A € RT, e isto
implica z —a = (1 + A)(c — a) = Re' pelo que z = u (o que é geometricamente
intuitivo). Podemos assim concluir que séo vélidas as inclusoes

B(¢,R—7r)C B(a,R)U{u} C D

e daqui resulta d(¢,C\ D) > R —r. Dado que p é o raio de convergéncia da
série de Taylor relativa ao ponto ¢ de uma fungao analitica em D, o coroldrio 4
do teorema 13.5 mostra que p > d(¢,C\ D) > R —r.

]

Teorema 14.28 - Dado a € C seja f : B(a, R) — C a fung¢do definida por
uma série de poténcias de z — a com raio de convergéncia R € RT. Entdo f
tem algum ponto singular na circunferéncia C(a, R).

Demonstragio. Representando por p(z) o raio de convergéncia da série de
Taylor de f em torno de cada ponto z € B(a, R) e pondo

D= | BGne)

z€B(a,R)
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o teorema 9.18 mostra que existe um prolongamento analitico ¢ da fungao f a
D. Assim, na hipétese de f néo ter pontos singulares em C/(a, R) concluia-se
que C(a,R) C D e portanto que d(a,C\ D) > R. Atendendo ao corolario 4
do teorema 13.5 a série de Taylor de ¢ em torno de a teria entao um raio de
convergéncia superior a R o que é absurdo pois esta é também a série de Taylor
de f relativa ao ponto a.

[

O teorema seguinte dd um critério simples para localizar pontos singulares
de fungoes definidas por séries de poténcias.

Teorema 14.29 - Dado a € C seja f a fungdo definida em B(a,R) por
uma série de poténcias Z;Z% cn (z —a)" com raio de convergéncia R € RY. Se
para cada n > 0 for ¢, >0, o ponto a+ R é ponto singular de f.

Demonstragdo. De acordo com o teorema anterior a fungao f tem um
ponto singular u em C(a, R). Pondo 0 = arg (u — a) tome-se r € |0, R[ e seja
c=a+re’?. Entdo o teorema 14.27 mostra que a série de Taylor

R (D)
Z f_(c) (z—c)"

|
=0 n:

tem raio de convergéncia R — r. Por outro lado, aplicando o coroldrio 2 do
teorema 8.10, para cada inteiro m >0 é

f<:;(0) S (:1) oo a)

n=m

donde se deduz

(m) too too (m)
'f (C) < Z <:’L> Cn |C - a|"_m = Z (77:),) CnTn_"L = 7']0 fs'—i_ T) .

m!
n=m n=m

Vemos assim que a série de Taylor de f relativa ao ponto a + r nao pode ter
raio de convergéncia superior a R — r e o enunciado resulta agora do teorema
14.27.

[

Exemplo 14.30 - A fung¢ao definida em B(0,1) por

too o

2
n=1 n
tem um ponto singular em z = 1.

O exemplo anterior mostra em particular que um ponto onde uma série de
poténcias converge pode ser ponto singular da func¢ao que ela define.
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Coroldrio - Dado a € C seja f a fungao definida em B(a, R) por uma série
de poténcias Z:i% en (2 —a)" com raio de convergéncia R € R*. Se a série

+oo
Z Re(c,) (z —a)"
n=0

tiver o mesmo raio de convergéncia e para cada n > 0 for Re(e,) > 0, o ponto
a+ R é ponto singular de f.

Demonstragio. Sendo g a funcdo definida em B(a, R) por

+oo
Z Re(c,) (z —a)"
n=0

o teorema anterior mostra que o ponto z = a + R é ponto singular de g. Dado
r € )0, R[, a série

IXg™g+r
n=0 :

tem entdo raio de convergéncia R —r. Como g(a+1r) = Re(f(a+r)), para cada
inteiron >0 é

g™ (a+7)=Re <f(") (a+ r))

e daqui resulta
|9 @ +7)| < |F(a+)].

Entao o raio de convergéncia da série

I 2 (g 4 p
S LD g
n=0 :

também nao pode exceder R —r e o teorema 14.27 mostra que f tem um ponto
singular em z = a + R.
|
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15 - Desenvolvimentos de fungoes meromorfas

Se f: C\ {a1,...,an} — C é uma fungao analitica, o coroldrio 1 do teorema
14.19 mostra que a sua parte singular se pode escrever na forma

" 1
Sn ()

em que os Fj sdo fungdes inteiras que se anulam no ponto 0. Procurando um
resultado semelhante para funges analiticas com uma infinidade de singulari-
dades isoladas vamos comecar por provar o seguinte teorema:

Teorema 15.1 (Mittag-Leffler) - Sejam (F),) uma sucessio de fung¢des
inteiras e nulas no ponto 0, e (a,) uma sucessao de pontos distintos de C tal
que lima,, = co. Existe entao uma sucessio (Qy) de polindmios para a qual a

série i" (Fn (z _1%) ) Qn(2)>

n=1

define uma fungao analitica em C\ {a, : n > 1} e cuja parte singular em cada

ponto a, é
1
Z— anp

Demonstra¢do. Fixado um inteiro n > 1 suponha-se a,, # 0 e seja

o desenvolvimento de F), (1/(z — a,,)) em série de poténcias de z. Temos entao

1 =
F, ( > = chnzk se |z] <lanl,
Z— Gp —

e como a série ZZ:% Cin (an/2)" & absolutamente convergente pode escolher-se
um inteiro a,, > 0 tal que

+oo

Z |Ckn|

k=a,+1

1
on '

an |k

2
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Pondo N
Qn(z) = chnzk
k=0

e tomando ainda @,, = 0 se a,, = 0, consideremos agora a série

i@ (Fn (z 1%) - Qn(Z)) : (15.1)

n=1

Dado um conjunto compacto K C C\ {a,:n > 1}, seja R > 0 tal que
K C B(0, R) e escolha-se um inteiro p > 0 para o qual

lan| > 2R se n > p.

Se z € K temos entdo |z| < R < |a,| /2 para cada n > p, pelo que

1 +oo +oo a. 1k
B(mr) -0 = | X s ¥ |y
n k=, +1 k=a,+1

< 2% se ze K e n>p.
Como a série Z:z) 1/2™ converge, o critério de Weierstrass mostra que
a série (15.1) é uniformemente convergente em K. De acordo com o teorema
de Weierstrass 13.9 esta série define assim uma fungdo f analitica em
C\{an:n>1}.
Dado um inteiro m > 1 e mudando n em n 4+ m em (15.1) conclui-se ainda
que a funcao definida por

£ () o)

n=m+1

¢ analitica em C\ {a,, : n > m+ 1}. Como para cada z € C\ {a, :n>1} &

o -Fn (=) - b (7 (=) -20) -eu)

n=1

£ (5 () o)

n=m-+1

e o segundo membro desta relagdo representa uma fungao analitica no ponto
am, segue-se que a parte singular de f em a,, é dada por

P (=)
Z— am

Deste teorema resulta imediatamente o seguinte corolério:
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Coroldrio - Sejam (a,) uma sucessio de pontos distintos de C tal que
lima, = oo, e (F,) uma sucessio de fungdes inteiras e nulas no ponto 0. Existe
entdo uma fungdo analitica em C\ {a, : n > 1}, cuja parte singular em cada

ponto a, é
1
Z—Qp

Sejam agora E um conjunto infinito discreto, (a,) uma enumeragao de E e
f:C\ E — C uma funcéo analitica. Como C\ E ¢é aberto, o teorema 14.1
mostra que F nao tem pontos de acumulagao em C e isto implica lima,, = co
pois para cada r > 0 o conjunto EN B(0,r) é finito. O teorema anterior conduz
assim & seguinte generalizacao do coroldrio 1 do teorema 14.19:

Teorema 15.2 - Sejam E um conjunto infinito discreto, f : C\ E — C
uma funcio analitica e (a,) uwma enumeracio de E. Entdo f é representdvel

na forma
1) = o(2) +:2§ (7 (5) ).

em que g é uma fungdo inteira, 0s @ sdo polinémios, e os F, sio funcdes
inteiras, nulas no ponto 0, tais que F,, (1/(z — ay)) é a parte singular de f em
cada ponto a.

Demonstra¢do. O teorema 14.19 mostra que a parte singular S, de f em
cada a, se pode representar na forma

Su(2) = Fy (z _1%)

em que F,, é uma fungao inteira que se anula no ponto a,. De acordo com
o teorema anterior podem entao escolher-se polinémios @, de modo a que a
funcao ¢ definida pela série

+oo

Z (Sn(z) - Qn(z))

n=1

seja analitica em C\ F e tenha parte singular S,, em cada ponto a,. Resulta
assim que a fungdo f — ¢ tem singularidades removiveis nos pontos de E e
o enunciado verifica-se tomando para g o prolongamento por continuidade de
f—paC.

[

Coroldrio - Sejam f uma fun¢do meromorfa em C com um conjunto infinito
E de polos, e (a,) uma enumeragdo de E. Entdao f é representdvel na forma

1) = o(2) +Z§j (P (=) @),
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em que g é uma funcgdo inteira, P, e @, sao polindmios, e todos os P, se
anulam no ponto 0.

Demonstra¢do. Basta notar que se f é meromorfa o coroldrio do teorema
14.5 mostra que as fungbes F,, referidas no teorema anterior sdo polinémios.
[

A representagdo de uma fungao meromorfa f dada pelo coroldrio anterior é
conhecida por desenvolvimento em série de fracgdes parciais ou fracgdes racionais
simples. O teorema seguinte traduz uma situacao em que neste desenvolvimento
se podem escolher para (),, polinémios constantes.

Teorema 15.3 - Sejam f uma funcao meromorfa em C com uma infinidade
de polos, e (a,) uwma enumera¢io dos polos de f que ocorrem em C\ {0}.
Suponha-se ainda que cada a, é um polo simples com residuo X\, € que a série

f An
2
an,

n=1

é absolutamente convergente. Tem-se entdo

1) = 9(2) + So(2) +:2j (A— " A") ,

an
em que g é uma funcao inteira e Sy é a parte singular de f no ponto 0.

Demonstragdo. Dado um conjunto compacto K contido em C\ {a,, : n > 1},
seja R > 0 tal que K C B (0, R) e escolha-se um inteiro p > 0 para o qual

lan| > 2R se n > p.

Se z € K e n > p temos entdo |z| < R < |ay| /2, pelo que

A A AnZ 2\ |z A
n_oyn) n < |”2|||§2R—g sezeKen>p,
Z — Gnp Qnp Qn (Z - CL.,L) |an n
e isto mostra que a série
400
S \z—an  an

¢é uniformemente convergente em K. Sendo ¢ a fungao definida por esta série, o
teorema de Weierstrass 13.9 mostra entao que ¢ é analitica em C\ {a,, : n > 1}.
Além disso, como a parte singular de ¢ em cada ponto a, coincide com a parte
singular de f nesse ponto, conclui-se que as singularidades de f — Sy — ¢ em
cada polo de f s@o removiveis.

[
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Usando o teorema anterior vamos agora estabelecer o desenvolvimento em
série de fracgoes parciais da fungao definida por

1
er—1

que pode ser considerada a fung¢do meromorfa mais simples com uma infinidade
de polos.

Teorema 15.4 (Euler) - Tem-se

+oo

1 2z
-+ —— se z€C\{2kmi:keZ}. 15.2
2 ; 22+ (277,71')2 \ } ( )

1 1
e —1 z

Demonstragio. A funcéo f definida por f(z) = 1/(e* — 1) é analitica em
C\ {2kmi:k € Z} e o exemplo 14.21 mostra que ela tem polos simples com
residuo 1 nos pontos da forma 2kmi. Pondo z9,_1 = 2nmi e 29, = —2nmi para
cada n > 1, do teorema anterior resulta entao que f admite uma decomposigao

do tipo
+oo
1 11
e =o@+ 2+ 2 (257

em que g é uma funcao inteira. Temos ainda

+o0 1 1 ) 2m 1 1
Z + — = lim + —
Z—Zn  Zn m—+o00 Z—Zn  Zn
n=1

= 1 1 1 1
= > + + +—

ne1 Z — Zn—1 Zon—1 Z — Zon Z2n

>

B 2z
= 22 4 (2n7)°
pelo que
1 2z
=g +-+y ———.
J& =00+ + Y G
E assim

+oo
g(z):f(z)—é—zm se z€C\{2kmi:keZ}  (153)

n=1
e como a fungao definida por
22 4 (2n7)?

n=1
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é analitica e nula no ponto z = 0, deduz-se

g(0) = lim g(z) = lim (f(z) — 1) = lim zo(ef=1) _1'

z—0 z—0 z z—0 z (ez — 1) 2

O enunciado fica entao estabelecido se se provar que g é constante, e do
teorema de Liouville resulta que basta para isso mostrar que g é limitada.
Notando agora que f tem periodo 27i e atendendo a identidade

L *Z“ 2z i i 1
- —— = lim _—
z 22y (2nm)? metoo £~ 2+ 2nmi

de (15.3) resulta, para cada z € C\ {2k7i : k € Z},

m m
1 1
2 1) — = 1. s VR YR Y
9(z +2mi) — g(2) oo ( 2 z+ 2nmi n;m 2+ 2mi + 2nm’>

1 1
- 1 _
m oo <z “2mmi 2+ 2mi+ 2m7ri)

Verifica-se assim que g também tem periodo 273 e basta entao mostrar que
g € limitada na faixa |Im(z)| < 7. Dado que g é necessariamente limitada no
rectangulo definido por |Re(2)| < 7 e |Im(z)| < 7, pondo z = z+iy com z,y € R
podemos restringir-nos a considerar |z| > 7 e |y| < w. Nestas condigoes temos

400 oo =
1 2z 1 2z + 2]y 1 4|z|
-+ ——— | < —+ < —+) V55—
z ngl 22 4 (2nm)?| ~ |7 ngl |22 4+ 4n27m2 — y2| ~ |z 7; x2 4+ 4n?n? — 72
e é portanto
—+o0 —+o0
1 2z 1 ||
—+ ) <= H4) s
z ngl 22 + (2n7r)2 m n; x? + n2n?
Para cada inteiro n > 1 temos ainda
n
IR
x? 4+ n?m? n_1 T2+ m2u?
pelo que
+o00 +o0 +oo
T T 1 1 1
Z 2||22§/ 2||2 2du:_/ dt =3,
st e a3 o T2+ Tu T Jo 141¢ 2

e a fungéo definida por
22 + (2nm)

n=1
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é limitada na regiao em estudo.
Como ¢ ainda

1 1 1
— < —
= e < e =1 ~ T = 1]
temos 1
RIS gy S m—g se w27
¢ 1 1
If(z)] < < se ¢ < —.

T l—e* T 1—e"
Entao f também é limitada nesta regido, e atendendo a (15.3) conclui-se que o

mesmo sucede com g.
]

Com base no resultado anterior podem agora deduzir-se facilmente os
desenvolvimentos em fracgoes parciais das fungoes tangente, cotangente, secante
e cosecante.

Corolédrio 1 - Tem-se

1 X 2
COtZ—;+Zm se ZE(C\{/{Z’/T]{TEZ} (154)

n=1

Demonstragio. Pondo f(z) = 1/(e* —1), para cada z € C\ {kr : k € Z}
temos
eiz + efiz .62iz + 1 ' 2%

cotz =1 Tlan ] 't

=i+ 2if (2i2)

e o enunciado resulta directamente do teorema anterior.
| |

Coroléario 2 - Tem-se

= 2z T
tan z = se z€C\y=+kn:keZy. 15.5
;(nf%)%ﬂfz? \{2 } (15:5)

Demonstragio. Dado z € C\{r/2 + kr : k € Z} e usando o coroldrio anterior
obtém-se sucessivamente

400
tanz:—cot(z—ﬁ):_#_z 1 + 1
2 z—m/2 ‘= \z-7/2-nm  z-7/2+4nT
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G 1 G 1
— - - - -
m- oo (2)zw/2nw+zlz7r/2+n7r>

m1 1 m 1
- mligkloo <n21 z+7r/2—mr+nzlz—7r/2+n7r>
too 1 1 = 2z
nzl<z+7r/2—n7r+z—7r/2+nﬂ') :;(nfl/Q)QWQ*ZQ'

Corolario 3 - Tem-se

1 =X 2
CSCZ:;+,;(_1) a2 ¢ z€C\{kr:keZ}. (15.6)

Demonstragio. Dado z € C\ {kr : k € Z} temos

1—cosz 281n2§ z
cscz —cotz = - = - = tan -,
sin z 2sin 5C08 5 2

e atendendo aos coroldrios 1 e 2 resulta

2 1 I 2z =2 4z
cscz:cotz+tan§ :;4_;2271@7# _;H*(Qk—l)zzz'

Como ¢é também

f 2z ~ lim i 2z n 2z
= 22 _ kQ,ﬂ-Q m—-4oo Pt 22 _ (2k)2 7{'2 22 _ (Qk _ 1)2 7{'2 )

obtém-se assim

1 i 2z 2z
cscz—— = lim E (2 55 3 5 2)
z motoo =\ 22 — (2k)° w2 22— (2k—1)"7
2m
2z
= li By ) P———
mfoo (=1) 22 —n2n2
n=1

Corolédrio 4 - Tem-se

—+o00
_ 2n— D7 T
=§ —1)nt ( €EC\{=+kr:keZ 15.7
e n:f ) mn-)fm_2 \{2 i } (15.7)
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Demonstragio. Dado z € C\{n/2 + kn : k € Z} e usando o coroldrio anterior
resulta, sucessivamente,

+o0 n "
B T 1 (-1) (-1)
seCZ—CSC<Z+ 2) = z+ﬂ/2+z<Z+7r/2—n7r+z+ﬂ'/2+n7r

n=1

= 1

mi}ftloo (;z—i-w/Q—mr +n;)z+7r/2+mr
. m (_1)n m+1 (_1)n
_nLLH—rirloo (;z+ﬂ/2nﬂ TLZ::I z—m/24+nm
B EC ST

—\z+m/2-nm  z—m/2+nT

+oo
~ N eyt (2n 721)7r .

— (n—1/2)" w2 — 22

Obtém-se resultados interessantes comparando alguns dos desenvolvimentos
anteriores com os desenvolvimentos em série de poténcias de z das fungdes
correspondentes. Comecemos por considerar a fungdo f definida em B(0,27)
por

z .
f(z)—ezi1 se 0<|z|<2m e f(o)_;%ezfl =1
Notando que f é analitica em B(0,27) e pondo
B, = f™(0) se n>0,
é vélido o desenvolvimento de Maclaurin
+oo B
flz) = 2()an se |z| < 2m. (15.8)
n=

Como ¢é, por outro lado,

n—1 too n

-1 X2 z
z 7; n! 7%(714—1)! se z€C\{0},

do teorema 8.16 resultam as relagoes Byp =1 e

Bn n—1 Bk
-_n _ _ -k >1
nl ;} Kn—k+1l "=
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que se podem escrever na forma

- 1
By=1 e B, = <n+ >Bk se n>1. (15.9)
Temos ainda
z
f(z)+§=1+<Bl+ >z+2 P se |of < 2m, (15.10)

e notando que f(z) +z/2 define uma fungao par, o coroldrio do teorema 8.12
mostra que é
By=-1/2 e Boy,y1=0 se n>1. (15.11)

Os nimeros B,, tém numerosas aplicacoes em diversas dreas da Matematica
e sao conhecidos por niumeros de Bernouilli. Trata-se de nimeros racionais
que podem ser calculados recursivamente a partir de (15.9). Obtemos assim os

valores 1 1 1 5
Bi=—— ,Bg=—, Bg=——, Bijg=—, ...
6 8 307 P10 65

1
Bo = =
2 67 4 307 427

Teorema 15.5 - Tem-se

: X B

2n_ _2n
=1-= 0 2m. 15.12
) 5 +nE:1 (Qn)!z se 0<|z|<2m ( )

Demonstragio. Resulta directamente de (15.10) atendendo as relagdes (15.11).
=

Partindo de (15.12) obtém-se directamente o desenvolvimento da fungao
cotangente em série de Laurent relativa ao ponto 0, que por sua vez conduz
aos desenvolvimentos da tangente e da cosecante em torno deste ponto.

Corolario 1 - Tem-se

2 Bn
cotz———i—z 2201 g6 0 < |z] < . (15.13)

Demonstragio. Resulta do desenvolvimento (15.12) notando que

) eiz + e—iz ) 2'Lz +1 )
zcotz =1z2— — =1z =1z -
etz — g~z 6212 -1 6212 -1

se 0< |z <.
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Coroldrio 2 - Tem-se

+o0 2n—1 (92n 2n—1
42 (2 — 1) Bo, 2 s
tanz = " (—1)"" -, 15.14
an z nzl( ) - =1 se |z| < 5 ( )

Demonstracao. Resulta do desenvolvimento anterior atendendo & relagao
T

tanz = cotz — 2cot2z se |z] < 5

Corolario 3 - Tem-se

+oo 2n
1 _1 (22" =2) By,
esez =~ + r; ()" %Z%_l se 0<|z| <. (15.15)

Demonstragdo. Resulta dos dois desenvolvimentos anteriores atendendo &
identidade .
cscz :cotz+tan§ se 0<|z| <.

Comparando os desenvolvimentos (15.2) e (15.12) podemos estabelecer uma
propriedade notével dos nimeros B,, devida a Euler.

Teorema 15.6 (Euler) - Para cada inteiro m > 1 tem-se

+oo 2m
1 m—1 (27
> o= )" %BM. (15.16)

n=1

Demonstragio. Dado z € B(0,27) e comparando (15.12) com (15.2)
deduz-se

+o0 2 +00

22’ Bgnl 2
g = g 2z (15.17)
=2+ (2n7r)2 = (2m)!

Para cada n > 1 temos por outro lado

222 272 1 277 i’f (—1)™ (i)Qm
24 2nm)? (2nr) 1+ (#)2 (2n)? = 2nm
donde vem
too 2 100 400 2m
2z 1 2z 1
Z 2 2 = Z Z (=™ 2m o 2m (15.18)
n=1 z5 + (2nﬂ-) n=1m=1 (271-) n



Se |z|] < 27 é no entanto

400 400 2 1 +o0 2m

S ey %Y ( )
2m n2m -

n=1m=1 ) n=1m=1

e o teorema 7.13 permite escrever

400 +oo +oco +oo

D B D D) IS
2m n2m 72771 2m °

n=1m=1 n m=1n=1 ) n

Atendendo a (15.17) e (15.18) resulta agora

+oo m—1 /-+oo +o00
2(71) 1 2m BQm 2m
S (z) - 3 e 1d <om

m=1 n=1 m=1

e do principio das identidades para séries de poténcias deduz-se

2 (71)7%—1 +oo 1 BQ'"L
@ Pl m M=l

n=1

o que equivale & férmula do enunciado.
[
Obtém-se assim, em particular,
_——= -0, _— — e _— = —,
n?2 6 nt 90 né 945
n=1 n=1 n=1

Do teorema anterior resulta também a relagao

(—=1)" !By, >0 se n>1, (15.19)

que estabelece a alternancia de sinal dos nimeros de Bernoulli.
Definindo os chamados nimeros da tangente T, por

T, = tan'™(0) se n >0,
o desenvolvimento (15.14) mostra que os T}, verificam as condigdes

= 22n—1 (22n _ 1) an
" .

Top, =0 e Top_1 = (_1)'n (1520)

Partindo agora da identidade sin z = tan z cos z e usando o teorema 8.14 para
multiplicar os respectivos desenvolvimentos de Maclaurin obtém-se a relagao

- n—1 _
Z(Qk_l> (1) Ty = 1.

k=1
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Temos assim
-1
Ty=1¢e Ty 1= (-1)""" = ( > (*1)n+k Tok—1,

e por indugao verifica-se que os nimeros da tangente sdo inteiros. As relagbes
(15.19) e (15.20) mostram ainda que os T, 1 sdo positivos.
Consideremos agora a fungao secante hiperbdlica definida por
1 2

sech z = = =seciz
coshz e#+e*

Como esta fungdo é analitica em B(0,7/2), pondo
E,, =sech™(0) se n>0 (15.21)

¢é valido o desenvolvimento

“+oo
E,
sech z = Z—?z" se |z| <
n!

n=0

™

2

Atendendo a que a secante hiperbdlica é uma funcao par resulta ainda

Eopy1=0 se n>0

e obtém-se
X By ™
_ n n -
sech z = nEZO (Qn)!z se |z| < 5" (15.22)

Temos por outro lado

1 ) too on T
il ,LZ:OW se |z| < 3
e do teorema 8.16 resultam as relagoes
n—1 m
Ey=1 ¢ Epy=— Y <2k)E2k. se n>1. (15.23)

k=0

Os E, sao os chamados nimeros de Fuler e destas relagoes deduz-se por
indugao que sao nmimeros inteiros. Calculando recursivamente obtém-se

Ey=—1,E4 =5, Eg = —61, Eg=1385, Ejo=—50521, ...

Mudando z em iz em (15.22), o desenvolvimento de Maclaurin de sec z surge
na forma

_ = n E27L 2n ™
secz = Z(—l) (2n)|z se |z] < 3 (15.24)
n=0 ’
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e por comparagao com o desenvolvimento em fracgoes parciais (15.7) pode agora
estabelecer-se uma importante propriedade dos nimeros Fsy,.

Teorema 15.7 (Euler) - Para cada inteiro m > 0 tem-se

—+o0 _
(=Dt T\ By
;(271—1)2%1 = (=1 (5) 2(2m)!”

Demonstra¢io. Dado z € B(0,7/2) e comparando os desenvolvimentos
(15.24) e (15.7) deduz-se

+OO471n712717T ~— mEm m

m=0

Para cada n > 1 temos no entanto

(2n —1)272 1 = 2 am
(2717711)27r27 222 1 ( 2 )2 > ((2n—zl)ﬂ)

(2n—1)m m=0
pelo que
+§ 4(_ )’IL 1 (2n_ 1) +§ 4(_1)”—1 +§ ( 2Z >2m
“— (2n —1)272 — (22)° — (2n—m — (2n — D)7 '

Destacando a parcela correspondente a m = 0 no segundo membro da igual-
dade anterior e atendendo a (15.25) obtém-se entao

+o00 4 n—1 +oo +oo 2 2m +o0 . Em .
Z (2n—1 ZZ 2n—1 <2n—1)7r) :Z(il) ﬁf '

n=1 n=1m= 1
(15.26)

Supondo ainda |z| < 7/2 temos também

n=1m=1 (Qn_l (271—1)7‘(' a n 1m=1 2’1’L—1
16 |2)* &2 1

= < +00
™ g (2n — 1)27% — 22"

e como na demonstragao do teorema anterior deduz-se

+o0 +oo 92 om +o00 +oo 5 o
217,21 2“—1 ((2n—1)7r) - ZZ 2n—1 ((2n—1)7r>

m=1n=1
+00 H2m4-2 +oo n—1
-y 27" (Z (-1) ) L2m
- 2m—+1 _ 1)2m+1 '
m=1 m n=1 (2n 1)
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A identidade (15.26) pode agora escrever-se na forma

+00 52m+2 400 n—1 o0
2 (_1) 2m __ m Eom 2m m
Z 2mtl <n2_:1 (2n — 1)2m+1> 27 = Z(—l) (Zm)!z se |z| < 5

m=0 m=0

e o enunciado resulta de identificar os coeficientes de 22™ em ambos os membros.
]

Em particular, fazendo m = 0, m = 1 e m = 2 obtém-se respectivamente

+§ (71)7171 - z +§ (71)7171 7 7{._3 . +§ (71)7171 7 5’/T5
— -1 4’ = (2n — 1) 32 “— (2n - 1)° 1536
Como é

&<y

ZW

n=1

>0 se m>0,

do teorema anterior resulta
(=1)"E2,» >0 se m>0

pelo que, a semelhancga dos numeros de Bernouilli, também os nimeros de Euler
FEs,, alternam o sinal.

A relagao entre os desenvolvimentos (15.14), (15.15) e (15.22) torna-se mais
clara introduzindo os chamados polindmios de Bernoulli By, (w) que se podem
definir através do desenvolvimento

wz +oo n

ze z
= Z;)Bn(w)m. (15.27)
Como é também
+oo +oo +oo n
ze®* oz B, , w Byn! i) 2"
e S B S e 3 (Y 5
n=0 n=0 n=0 \k=0

aplicando o principio das identidades para séries de poténcias obtém-se
" /n
B = Byuw" ™k 15.28
=3 () B (15.28)

e esta relacdo mostra que B, (w) é um polinémio unitdrio de grau n. Temos em
particular

1 1
By(w) =1, Bl(w):w—§ eBg(w):wz—w—i—E.
De (15.28) resulta ainda

B, =B,(0) se n>0 (15.29)
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e a regra de derivagao
ni1(w) = (n+1)By(w) se n>0 (15.30)

que se poderia também obter derivando em ordem a w a identidade (15.27).
Partindo da identidade

(w+1)z wz too n
ze _ ze — wz _ n—lz_
er—1 —1 ;nw n!’
a definicdo de B, (w) conduz-se a férmula
Bu(w+1) = B,(w) =nw"™ se n>1 (15.31)
que dé, em particular,
B, (1) =B,(0) se n>2. (15.32)
Também da identidade
Ze(lfw)z - oWz
er—1 e -1
resulta a relagao
B,(1-w)=(-1)"B,(w) se n>0 (15.33)
e obtém-se )
Bopt1 <§> =0 se n>0. (15.34)

Temos ainda

226207 226207 (1 +¢7)  2ze2wF 2ze(wH3)2:

-1 e?” —1 1 1

e da definigdo de B, (w) deduz-se

B,(2w) =271 (Bn (w) + By, (w + %)) se n>0. (15.35)

Fazendo w = 0 nesta identidade obtém-se

1 1

Como (15.33) implica Bs,(3/4) = Ba2,(1/4), fazendo ainda w = 1/4 em
(15.35) obtém-se também

1 1 1
BZ'n (Z) = 22_7132" (5) ’
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ou seja,

1 By, 1
B2n <Z) = 727 <1 - 22n—1) ' (1537)

Os desenvolvimentos (15.14) e (15.15) podem agora interpretar-se em termos
dos polinémios de Bernoulli. De (15.27) vem efectivamente

+oo
2 2ze* 1\ (22)"
z 2z B, (L (22)
eF—e %  e?-—1 Z 2) nl
n=0
e atendendo & paridade da fungéo ou a (15.34) resulta

too 2n
22 _ ZB% (1) (22) '
ef—er 2/ (2n)!

Como é )
21z
zesCz = —————
e’LZ —_ e*’LZ

obtém-se assim

+oo 2n
1 —1)"2
Z%CZ=7éoBml<§)£7%5T—z%lse |2] <7

e a relagao (15.36) conduz de novo o desenvolvimento (15.15).
Por outro lado, da identidade

112
t+1 t—1 -1

vem
ze"* ze"* 2ze"* = w\\ 2"
e*+1 B e —1 ﬁ;(Bn(w)QHBn (5))?
= n wy\ 2"
- Sew-rn@);
e portanto

3 B (w) = 2 By (wf2)
e*+1 n+1 n!’

n=0

(15.38)

Notando que By (w) — 2B1(w/2) = 1/2 podemos ainda escrever

e’LUZ
er+1

1 Jio Buyi (w) = 2" By (w/2) 2"
2 n+1 n!

n=1

1 2621',2
t = - - -1
I (em +1 ) ’
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atendendo a paridade desta funcao obtemos o desenvolvimento

+oo 2n—1 2n 2n—1
) (B2 — 2*"Bay (1/2)) 2 7r
_ _1\yn—1 o
tanz-nél( 1) - an =1 se |z| < 5

Comparando agora com (15.14) vemos entdo que os ntumeros da tangente T,
verificam a identidade

2201 (By,, — 22" By, (1/2))
n

Topq = (—1)"*

que se poderia também deduzir directamente de (15.20) atendendo a (15.36).
A identidade (15.38) permite ainda exprimir o desenvolvimento (15.22) de
sech z em termos dos polinémios de Bernoulli. Temos efectivamente

2e*
hz=——
sech z o
pelo que
+oo
2"t (B, (1/2) — 2" B, 4 (1/4)) 2
R R

n=0
e a definicao dos nimeros de Euler E,, conduz entao a

B 2" (B (1/2) = 2 By (1/4))
" n+1 '

Como a paridade da fungao secante hiperbdlica implica o anulamento de
Es,,—1 obtém-se de novo a relagdo (15.37). Atendendo a (15.34) obtemos ainda

a identidade
B 42n+1 B 1
2n — 72’I’L—+1 2n+1 (Z) 3

que exprime os nimeros de Euler em termos dos polinémios de Bernoulli.
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16 - O teorema dos residuos

O conceito de residuo estd na base do teorema seguinte que traduz um
resultado extremamente geral sobre a integragao no plano complexo.

Teorema 16.1 (Teorema dos residuos) - Sejam D C C um conjunto
aberto, P C D um conjunto discreto e f: D\ P — C uma fung¢do analitica.
Dado um ciclo T' em D\ P tal que Indr(w) =0 para cada w € C\ D, tem-se

/1"f = 27i Z Res (f;w) Indr(w)

weP

e a soma no seqgundo membro contém apenas um conjunto finito de parcelas nao
nulas.

Demonstrag¢io. Como D\ P ¢é aberto, o teorema 14.1 mostra que P’'ND = &.
Sendo agora Py = {z € P: Indr(z) # 0}, é necessariamente P; = & pois a
condicdo P} C C\ D implica Indr(z) = 0 se z € P}, o que contraria a
continuidade da fun¢dao Indpr no ponto z. Por outro lado, tomando R > 0
tal que [I'l € B(0,R), para cada w € C\ B(0,R) ¢ Indr(w) = 0 pois o
conjunto C\ B(0, R) esta contido no exterior de todos os caminhos de I'. Entao
Py C B(0, R) pelo que Py ¢ limitado e da condi¢io P} = @ resulta que Py ¢ um
conjunto finito. A soma que figura no enunciado reduz-se assim a uma soma
finita.

Pondo agora Py = {ai,...,a,}, seja S; a parte singular de f em cada
singularidade a;. Entao a funcdo f — (Si+---+5,) tem singularidades
removiveis nos pontos a; e pode prolongar-se sucessivamente por continuidade
aos pontos ai,...,a,. Obtém-se assim uma func¢do g que é analitica no
conjunto (D\ P)U Py =D\ (P\ ), em cujo complementar a fungio Indr é
identicamente nula. Do coroldrio 2 do teorema 13.12 resulta entao

Ag:&
/Ffé/rsj.

Atendendo agora ao corolario 2 do teorema 14.19, para cada funcdo S; é
valido um desenvolvimento do tipo

ou seja,

—+o0

Sj(z):267—k‘jk se z€C\ {a;}

= (2 —aq
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e tomando r; > 0 tal que B (aj,r;) € C\ [I'] temos

Chy = < |c*:j| se z €I
(= —aj) i

Como ZZ:% c_kjwk' tem raio de convergéncia 400 isto mostra que a série de S
¢ uniformemente convergente em [[]. Aplicando o teorema 11.22 e o exemplo
11.27 a cada um dos caminhos de I" resulta entao

= 1 1
S = c,k'/—dz:c,y/—dz,
/1" ! ,;1 T e (2 —ay)* Tz —aj

ou seja

1
/Sj = Res (f,aj)/ dz = Res (f;a;) 2rilndr (a;)
r r Z — aj‘
e conclui-se .
/ f= QWiZRGS (f;a;) Indr (a;) .
r =
]

Em muitas situagoes concretas o teorema anterior é aplicado na seguinte
forma:

Coroldrio - Sejam D C C um conjunto aberto, P C D um conjunto discreto
e f: D\ P — C uma fun¢do analitica. Dado um caminho fechado elementar
~v em D\ P, orientado positivamente e cujo interior estd contido em D, tem-se

/f = Qm'iRes(f;aj)
Y j=1

em que {ai,...,an} € o conjunto dos pontos singulares de [ interiores a ~y.

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior ao ciclo I' = {7} notando
que para cada a € P é Ind, (a) =1 ou Indy (a) = 0 consoante o ponto a for
interior ou exterior a ~y.

[

O teorema dos residuos 16.1 permite justificar um método que reduz ao
célculo de um tnico residuo o cédlculo da soma dos residuos de uma fungao que
tenha apenas um conjunto finito de singularidades.

Teorema 16.2 - Sejam S C C um conjunto finito e f: C\ S — C uma
fungao analitica. Tem-se entdo

" Res (f;¢) = Res <2—12f (%) ;0).

ceS
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Demonstragio. Dado R > 0 tal que S C B(0, R), sejam v e p os caminhos
definidos respectivamente por y(t) = Re' e p(t) = e /R com t € [0,27].
Atendendo ao teorema anterior temos

QWiZRes(f;c):/f(z)dz.
ceS v

Por outro lado, como o ponto 0 é a tnica singularidade de f(1/2)/2% no
interior do caminho p~ temos também

) 1 1 1 1 1 1
2miRes (;f (;) ;0) = /p ) (;) dz = /p;f (;) dz

e o enunciado resulta agora de ser
1 1 o it s it
— | 5fl-)dz= f(Re")iRedt = | f(z)d=.
p* % 0 8!

Exemplo 16.3 - Sejam S C C um conjunto finito e f: C\ S — C uma
fungao analitica. Se existir e for finito o im,_, zf(2) tem-se

ZR@S (fie)= Zli)ngozf(z)

ceS

Efectivamente, como

. . 1 1
Jim 2 () = lim 25 ] (;) ,
na hipétese do enunciado a funcio definida por f(1/z)/2% tem um polo simples
ou uma singularidade removivel no ponto 0 e em qualquer destes casos é

1 1 . 1 1
Res (?f (‘) ;0> = lm 25/ (‘) :

O resultado seguinte mostra como o teorema dos residuos 16.1 se pode aplicar
a contagem dos zeros e dos polos de uma fun¢ao meromorfa.

Teorema 16.4 (Principio do argumento) - Sejam D C C um conjunto
aberto e conexo, f uma funcdo meromorfa em D e v um caminho fechado
elementar em D, orientado positivamente, cujo interior estd contido em D.
Sejam ainda N, e N, respectivamente o nimero de zeros e o nimero de polos
de f no interior de 7y, contados de acordo com as suas ordens. Se f nao tiver
zeros mem polos em [y] entdo

_ 1[G
N, - N, = QWiL 72 dz.
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Demonstragdo. Como f nao é identicamente nula, sendo Z o conjunto dos
zeros de f o principio do prolongamente analitico para fungdes meromorfas
mostra que Z' N D = &. Por outro lado, como f é meromorfa em D o conjunto
P dos seus polos também nao tem pontos de acumulagao em D. Entao ZUP é
um conjunto discreto e do teorema 14.1 resulta que D \ (Z U P) é aberto, pelo
que o teorema dos residuos 16.1 se pode aplicar a fungao analitica definida em
D\ (ZUP) por f'/f.

Sendo a um zero de f com ordem p, o exemplo 14.22 mostra que o ponto a
é um polo simples de f'/f com residuo p. Andlogamente, se f tiver um polo
em a de ordem ¢, atendendo ao exemplo 14.23 vemos que o ponto a é um polo
simples de f'/f com residuo —¢q. O enunciado resulta agora directamente do
corolério do teorema 16.1.

[

Nota 16.5 - No teorema anterior o nome "principio do argumento" é
justificado por N, — N, ser o nimero de voltas que o ponto f(z) descreve em
torno da origem quando z percorre o caminho -y.

Sendo [a, b] o dominio de 7 temos efectivamente

P&y [T oD e [ O 1,
Lf(z)d - [ e a= | (fow(t)dt‘/fwzd

e portanto

~

L ) z=1In
2mL oz = Indgo, 0),

O resultado seguinte traduz que o mimero de zeros (contados de acordo com
a sua ordem) de duas fungbes analiticas no interior de um caminho fechado
elementar v é o mesmo, desde que os seus valores em [y] sejam suficientemente
préximos.

Teorema 16.6 (Rouché) - Sejam D C C um conjunto aberto e conezxo,
f,9: D — C duas funcdes analiticas e v um caminho fechado elementar em
D, orientado positivamente, cujo interior estd contido em D. Se para cada
z € [v] se verificar a condi¢ao

1f(2) = 9(2)| <[f(2)] +19(2)l

entdo f e g tém o mesmo nimero de zeros no interior de 7.

Demonstracao. A condicao

1f(z) =g <[f () +1g(2)| se z €]

exige que f e g ndo tenham zeros em [y]. Pondo h = f/g esta fungdo nao toma
valores reais negativos em [y] pois se para algum a € [y] fosse h(a) < 0 isso
implicava

fla)

(
g(a)

17(@) - 9(a)] = 9(a) ' 1' — |f(@)] + lg(a),
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contrariamente & hipotese.

Para cada ponto z € [y] existe entdo uma vizinhanca onde g nao se anula e
onde a fungao h nao toma valores em R;;. Sendo G a uniao destas vizinhangas
segue-se que G é um conjunto aberto que contém [v] e onde a fungio Inh esta
definida e é analitica. Dado que Inh é uma primitiva de h'/h em G, pelo
coroldrio 2 do teorema 11.23 temos

I
/ 7(z) dz=0
v (z)

e da relacao h'/h = f'/f — ¢' /g deduz-se

/ /

[£0 - [1C,
~ f(2) - 9(2)

Como f e g sdo ambas fungdes analiticas o enunciado resulta agora do teorema

anterior.
[ ]

Nota 16.7 - Na versao habitual do teorema de Rouché parte-se da hipdtese
mais restritiva | f(2) — g(2)| < |g(z)| se z € [y]. A versdo aqui apresentada pode
encontrar-se em Remmert (1991): 390.

Exemplo 16.8 - Seja ¢ uma fungio analitica em B (0,1) que aplica este
conjunto em si proprio e tal que o(z) # z para cada z € C(0,1). Existe entdo
um e um s6 ponto ¢ € B(0,1) tal que ¢(c) = c.

Efectivamente, pondo f(z) = ¢(z) — z e g(z) = —z, para cada z € C(0,1)
temos [f(2) — g(2)| = le(2)] <1 =g(z)| < |g(z)| +[f(2)| pelo que f e g tém
o mesmo nimero de zeros em B(0,1). Como ¢ s6 se anula para z = 0 e este
zero é simples, conclui-se que a equagdo p(z) = z tem uma e uma 86 solugao
em B(0,1).

Dada uma sucessao de fungbes analiticas que converge uniformemente nos
subconjuntos compactos de um conjunto aberto e conexo, o teorema de Rouché
permite obter um resultado importante sobre os zeros da respectiva funcgao
limite.

Teorema 16.9 (Hurwitz) - Sejam D um conjunto aberto e conexo,
fn: D — C uma sucessdo de fungdes analiticas uniformemente convergente
nos subconjuntos compactos de D e suponha-se que a funcdo f = lim f,, ndo
é idénticamente nula. Dado um ponto a € D existe um circulo B(a,7) C D e
uma ordem k a partir da qual as funcées f, e f tém o mesmo numero de zeros
em B(a,r).

__ Demonstragao. Como f nao ¢ identicamente nula existe r > 0 tal que
B(a,r) C D e f nio se anula em C(a,7). Sendo ¢ > 0 o minimo de |f| em
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C(a,r) e atendendo a que (f,) converge uniformemente para f em C(a,r),
existe uma ordem k tal que

sup  |fu(2) — f(2)| <e se n>k.
zeC(a,r)

Considerando agora o caminho + definido por v(t) = a+re' com t € [0, 27,
para cada z € [y] é entdo |fn(2) — f(2)| < |f(2)] se n > k, e o teorema de
Rouché mostra que f e f,, tém o mesmo ndmero de zeros em B(a,T).

]

Exemplo 16.10 - Sejam D um conjunto aberto e conexo, fp, : D — C
uma sucessao de fungoes analiticas uniformemente convergente nos subconjuntos
compactos de D e suponha-se que a funcdo f = lim f, nao é idénticamente nula.
Entao todo o zero de f é o limite de uma sucessao de zeros das funcées f,.

Efectivamente, dado um zero a de f tome-se r > 0 tal que B(a,r) C D, e
para cada inteiro m > 1 seja D,, = B(a,r/m). Aplicando o teorema anterior
aos conjuntos D, segue-se que para cada m > 1 existe uma funcao f,, que se
anula nalgum ponto z,, € D,, e tem-se entao lim z,, = a.

Do teorema de Hurwitz resulta imediatamente o seguinte corolério:

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo, f, : D — C
uma sucessao de fungoes analiticas uniformemente convergente nos subconjuntos
compactos de D e suponha-se que a fun¢do f = lim f,, ndo é idénticamente nula.
Se as fungoes f, nao tiverem zeros entdo o mesmo sucede com f.

[

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo, f, : D — C
uma sucessao de fungoes analiticas uniformemente convergente nos subconjuntos

compactos de D e suponha-se que a fun¢do f = lim f, ndo é constante. Se as
fungoes f, forem todas injectivas entao a fun¢do f = lim f,, também é injectiva.

Demonstra¢ao. Dado ¢ € D, a injectividade das f,, mostra que as fungoes
frn — fn (¢) ndo se anulam em D\ {c}. Como f — f(c) nédo é identicamente nula,
aplicando o coroldrio anterior as fungoes f,, — f(c) resulta que f — f(c¢) também
nao se anula em D \ {c}. Temos assim f(z) # f(c) para todo o z € D\ {c}, o
que mostra que f é injectiva.

]

Coroldrio 3 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo, f, : D — C
uma sucessao de fungoes analiticas uniformemente convergente nos subconjuntos
compactos de D e suponha-se que a funcdo f = lim f, nao é constante. Entao,
dado um conjunto E C C que contenha os contradominios de todas as fun¢des
fn, 0 contradominio de f também estd contido em E.

Demonstragdo. Nas condigdes do enunciado, para cada w € C\ E as fungoes
fn — w ndo se anulam em D. Como f — w nao é identicamente nula, aplicando
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o coroldrio 1 as fungoes f,, — w segue-se que f —w também nao se anula em D.
Conclui-se assim que w ¢ f[D] e isto mostra que f[D] C E.
|

O coroldrio seguinte generaliza o teorema de Hurwitz:

Coroldrio 4 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo, f, : D — C
uma sucessao de fungoes analiticas uniformemente convergente nos subconjuntos
compactos de D e suponha-se que a fun¢do f = lim f,, ndo é identicamente nula.
Entdo, sendo G um conjunto aberto e limitado tal que G C D, existe uma ordem
a partir da qual as funcoes f, e f tém o mesmo numero de zeros em G.

Demonstra¢do. Nas condigoes do enunciado o conjunto Z dos zeros de f
em (G ¢é necessariamente finito pois ndo tem pontos de acumulagdo. Sendo
Z ={as, ..., am } escolham-se indutivamente circulos By (a1,71) , .-, B (Gms T'm),
disjuntos dois a dois e contidos em G. Aplicando agora o teorema de Hurwitz
a cada ponto a; no conjunto Bj (aj;,r;), conclui-se que existem um conjunto
aberto E' e uma ordem g tais que {ay,...,a;,n} € F C G e o nimero de zeros de
f e fn, em E ¢éigual para todo o n > q.

Por outro lado, sendo g > 0 o minimo de |f| no conjunto compacto
H =G\ E, como (f,,) converge uniformemente para f em H existe uma ordem
k > g tal que sup,cpy |fn(2) — f(2)] < pse n > k. Entéo as funcoes f, nao se
anulam em H quando n > k, e daqui resulta que o nimero de zeros de f,, e de
f em G ¢éigual sempre que n > k.

|

O teorema dos residuos 16.1 estd também na base de técnicas importantes
para o cédlculo de integrais de fungées de varidvel real. A aplicacdo mais directa
deste teorema diz respeito a integrais da forma

2
/ R (cos0,sin @) do
0

em que R é uma fungéo racional. Como um integral deste tipo se pode também

escrever na forma
27 )
/ f(e) do
0

em que f é ainda uma funcao racional, considerando o caminho circular
definido por () = € com 0 < 6 < 27 temos

/:ﬂf(ew) dj = %[{@dz.

Se f ndo tiver polos em C(0,1), para calcular este integral basta entéo
determinar os residuos de f (z) /z nos polos respectivos situados em B(0, 1).

214



Exemplo 16.11 - Dado a > 1 tem-se
27
1 2
/ 4 = ——Z .
o a-+cosf a2 —1
Efectivamente temos

1 2 L 9l
a+cosl 2a+ef +ei0 20 4 2qei0 41

e sendo 7 o caminho definido por v(#) = €? com 6 € [0, 27] é entdo

2m
/ #dezg/;dz.
o a-+cosf i)y 22 +2az+1

A funcao a integrar tem polos nos pontos —a ++/a? — 1 e apenas o ponto

20=—a++va?—-1

estd situado em B(0,1). Atendendo ao exemplo 14.21 o residuo correspondente

a este polo é dado por
1 1

220 +2a  2va2 —1

e o teorema dos residuos 16.1 conduz ao resultado indicado.

Para aplicar o teorema dos residuos 16.1 ao célculo de integrais impréprios
comegaremos por estabelecer um resultado auxiliar.

Lema 16.12 - Sejam a > 0, 01 e 03 tais que 0 < 01 < 05 < 27,
E:{rew:r>a691§9§92},
e f: E— C uma fun¢ao continua tal que

lim zf(z) =0.

Z—00

Para cada R > a seja ainda or o caminho definido por
or(t) = Re' com 6 <t < 0.

Tem-se entao
li dz = 0.
A [ e

Demonstracao. Como &

02
01

/ f(z)dz :i/ f (Re”) Re'tdt,
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pondo

MR) = max |f (Be)]

/GR f(z)dz

e basta agora observar que da condigdo lim,_,, zf(z) = 0 resulta

obtém-se
< (02 — 01) RA(R),

lim RA(R) = 0.
R—+o0

]
Teorema 16.13 - Sejam Hi o semiplano superior {z € C:Im(z) > 0},

D C C um conjunto aberto tal que Hy UR C D, P C D\ R um conjunto finito
e f: D\ P — C uma fungdo analitica. Se f verificar a condigdo

lim zf(z) =0

zZ— 00

tem-se

lim /if(x)dsc?m’ Z Res (f;c).

R—+o00
cePNH

Demonstragdo. Como P é um conjunto finito existe Ry > 0 tal que
P C B(0,Rp). Para cada R > Ry sejam agora pp € o os caminhos definidos
por 4
pr(t) =t com t€[-R,R] e ogr(t)=Re" com t¢€[0,n],

e ponha-se vy = pp + oRg.
O exemplo 11.35 mostra que cada v é um caminho fechado elementar
orientado positivamente cujo interior é o semicirculo aberto
Sp={2€C:|z| <R e Im(z) >0}.

Atendendo as inclusdes PN Hy C Sg € D se R > Ry, do coroldrio do teorema
dos residuos 16.1 deduz-se entao

f(z)dz = 2mi Z Res (f;¢) se R > Ry.
TR cePNH

Temos por outro lado

R
[ sepa= /_ f(d+ / RCC
donde vem

/R f(z)dx = 2mi Z Res(f;c)—/dR f(z)dz

-R c€PNH,
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e o lema anterior mostra que é

lim / f(z)dz = 0.

R—+o00

Exemplo 16.14 - Tem-se

/+°0 1 o2
G de = —.
o x0+1 3

Efectivamente a funcao f definida por
1
z2)=——
1) 28 4+1
estd nas condigoes do teorema anterior e tem polos simples nos pontos

T42k7 -
ar=¢€¢ 6 " com 0<k<5.

Destes pontos apenas ag, a1 e ag estao situados no semiplano superior H, pelo

ue
q roo g
/ +—dx =2mi(Res (f;a0) + Res (f;a1) + Res (f;a2)) .
oo 20 +1
Atendendo ao exemplo 14.21 temos agora
1 1 Smi 1 i}
R N = —— ——¢ 6 = ——e6
€S (f7a0) 6&8 66 66 ’
1 DT 7:
Res(fia)) = —= = —e~ 2 = ——
€S (faal) 6@? e 2 67
¢ 11 1
_ 25mi _mi
Res(f;ag)ZQZEe T=ge

Como o integral dado converge, do teorema anterior resulta

+oo—1 d:c*WJrQ—WSinE*Q—7r
o T8+ 3 376 37

Exemplo 16.15 - Dados a,b > 0 tem-se

o In (22 + a?) 2

— 0o

217



Efectivamente a funcdo definida por In(z + ia) é analitica na regido
D = {z:Im(z) > —a} e pondo

"
oy - e

a tnica singularidade de f em H, é um polo simples no ponto ¢ = ¢b. Temos
por outro lado

se z€ D,

In|z +ia In |z
e ~ 2

0 que mostra que o teorema anterior é aplicdvel & fun¢do f, e também que o
integral

] (z — 0)

+oo

f(x)dx

—00

é absolutamente convergente. Atendendo ao exemplo 14.21 temos agora

_ Ini(a+b) 7 In(a+0b)
Res(f,zb) = T = @ —ZT,

pelo que
2

+oo
/ f(x)dxz%ln(a+b)+i%

—0o0

e a férmula anunciada resulta de ser

o In (22 + a?) o0 In (|z + ial) oo
— Jdr =2 ————~dx =2 .
/ o dz / o dx Re N f(x)dx

—00 —00 -

Coroldrio - Sejam Hy o semiplano superior {z € C:Im(z) >0}, D C C
um conjunto aberto tal que Hy UR C D, P C D\ R um conjunto finito e
f: D\ P — C uma fungao analitica. Se

lim zf(z) =0,
Z—00
para cada A > 0 tem-se
R . .
lim e f(x)dx = 2mi Z Res (e“‘zf(z); c).
R=teo )R cePNH,

Demonstragao. Efectivamen‘pe, dado A > 0 a funcao definida no semiplano
L= {z€C:Im(z) > —1} por e** & analitica e limitada, pois tem-se

}e”‘z| —e MM <A e ze L.
Pondo entdao Dy = DN L e

g(z) = €™ f(2) se z€ Dy\ P,
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o conjunto Dy e a fungao g verificam as condi¢Ges impostas respectivamente a
D e a f no teorema anterior. Obtém-se assim

R
lim e f(x)dx = 2mi Z Res (g;¢)
R=tee /R cEPNH,

como se pretende.
[

Exemplo 16.16 - Tem-se

+oo A
/ LdeSU:i()\a+1)e_)‘a se A>0 e a>0.
o (22+a?) 4a3

Efectivamente, pondo

e’L)\Z

(22 + a2)?
a tlnica singularidade de g no semiplano superior H é um polo duplo no ponto
¢ = ia. Atendendo ao exemplo 14.24 temos entéo

9(z) =

' . o ’ ) ei)\z /
Res(g;ia) = lim ((z — ia) 9<Z>> = ((z + m)Z)
o i\ 2 (Aa+1)e 2
_ 1 Az v _ = ——)1.
m e ((Z T Z'CL)Q (Z + ia)3> 4(13 1

z—ia

Aplicando o coroldrio anterior ou o teorema 16.13 consoante for respectiva-
mente A > 0 ou A = 0, obtém-se assim

+oo ei)\:L' T \

———dr=—=Xa+1)e ™
[oo (22 4 a2)? 2a3 ( )

e a férmula anunciada deduz-se agora imediatamente atendendo a paridade das

funcoes seno e coseno.

Vamos seguidamente provar que a conclusao do coroldrio anterior se
mantém vélida substituindo a condicao

lim zf(z) =0

Z—00

pela condi¢ao mais fraca
lim f(z) =0,
Z—00

e também que as condigbes impostas a f sao entao suficientes para garantir a
convergéncia do integral

+o00
/ e f(x)dx.
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Comegaremos por estabelecer dois resultados auxiliares.

Lema 16.17 (Lema de Jordan) - Sejam 01,05 tais que 0 < 01 < 0y <,

a >0, .
E:{rew:r>a691§9§92},

e f: E— C uma funcdo continua tal que
lim f(z)=0.
2500
Para cada R > a seja ainda o o caminho definido por
or (t) = Re" com 60 <t <0s.

Se A > 0 tem-se entdo

lim e f(z)dz = 0.

R—+400 oR

Demonstra¢dao. Para cada R > a temos

. 02 . it . .
/ e f(2)dz = / AR f (Re™) iRe™dt
oR

01

0
— ZR/ 2€i)\Rcost—)\Rsintf (Reit) eitdt

01
e portanto
02 s
/ ei)\Zf(z)dz S R/ ef)\Rsint}f(Reit)}dtS R/ ef)\Rsint|f(Reit)|dt.
OR 01 0
Sendo

() = max | £(2)

temos entao

/ e f(2)dz gRa(R)/ e ARsinbgg
OR 0

Fazendo 6 = m — ¢ obtém-se

T /2
/ e—)\Rsintdt :/ / e_)‘RSinedQ
/2 0

e a majoragao anterior pode escrever-se na forma

/G e f(2)dz
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0
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Atendendo agora ao lema 12.10 temos

w/2 ARsin 6 m
— Sin de
/O ¢ SR

e de (16.1) resulta
me(R)

<
A

/U e f(2)dz

o que estabelece o enunciado, pois a condic¢do lim,_,, f(z) = 0 implica

RLHEOO e(R) =0.

Lema 16.18 - Dado o € |0,7] sejam D C C um conjunto aberto que
contenha o sector A
{TEZGITZOCOSQS(J},

e f: D — C uma funcdo analitica. Se

lim f(z)=0 e A>0,

Z2—00

+o00o
/ e f(z)dx
0

entao o integral

é convergente.

Demonstrag¢do. Para cada R > 0 sejam pp, or € Tr 0os caminhos definidos
por
pr(t) =t com te€[0,R],

or(t) = Re com t€[0,a] e Tg(t)=te' com t€[0,R)].

Entdo, pondo vz = pp + or +75 0 exemplo 11.35 mostra que cada vy €
um caminho fechado elementar orientado positivamente cujo interior é o sector
circular

Sa:{rew:0<r<Re0<9<oz}.

Como S, C D e f é analitica em D temos
/ e f(z)dz =0,
TR
ou seja,

Az dz + Az dz — Az dz = 0.
/pRe f(z)dz /GRe f(z)dz /e f(z)dz

TR
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Atendendo ao lema anterior temos ainda

lim e f(2)dz =0

R—+o0 oR
e obtém-se
lim / e? f(z)dz = lim e f(2)dz,

R—+oc0 PR R—+oc0 TR

ou seja,

R R
: it _ ot : i\t cos cv— At si i
REIEOO ; et f(t)dt — el REIEOO ) elAtcosa sin af (tewc) dt

pelo que o enunciado fica estabelecido se se provar a convergéncia do integral
+OO . . .
/ ez)\t cos af)\tsmaf (tela) dt.
0

Como a continuidade de f e a condi¢do lim,_ f(z) = 0 exigem que f
seja limitada no conjunto {tew‘ it > 0}, sendo M um majorante de |f| neste
conjunto temos entao

}ei)\tcosaf)\tsinaf (teioz)} — ef)\tsina |f (teia)} < Mef)\tsinoz-

A relacdo Asina > 0 mostra agora que o integral dado é absolutamente conver-
gente.
|

Nota 16.19 - No lema anterior é importante observar que a convergéncia

do integral
+oo
/ e f(z)dx
0

é consequéncia de se ter lim, ., f(z) = 0 com
ze{rew:TZOeOSGSa},

e ndo resulta simplesmente da condi¢do lim,_, 4o f(z) = 0. Assim, no integral

too  xsinz
e’ — dx
0 T4 + 1

0 rsin?x
o
0 x4 + 1

e pode ver-se que este integral diverge. Dado um inteiro n > 1 temos efectiva-
mente

/ " @sin® Liw > 1T / " sin® zdx = —mrz 1
(n—1)m 2 +1 “nr2 41 (n—1)r 2(m2n24+1)  2n

a parte imagindria é
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pelo que
. T sin® @
im

——dx = +o0.
n—+oo [ 2 +1 *

Podemos agora provar um teorema que generaliza e refor¢a o coroldrio do
teorema 16.13.

Teorema 16.20 - Sejam H, o semiplano superior {z € C:Im(z) >0}, D
um conjunto aberto tal que Hy UR C D, P C D\ R um conjunto finito e
f:D\ P — C uma fungao analitica. Se

lim f(z)=0 e A>0

zZ—00

tem-se entao

/+°O e f(z)dx = 2mi Z Res (e f(2);c) .

cePNH

Demonstragio. Tome-se Ry > 0 tal que P C B(0, Ry) e para cada R > 0
seja or o caminho semi-circular definido por

or(t) = Re™ com t€[0,n].

Atendendo ao teorema dos residuos 16.1 temos entao, como na demonstracao
do teorema 16.13,

R
/ e“‘xf(x)dx +/ e)\zif(z)dz = 273 Z Res (ei)\zf(z); c) .
—R OR cePNH

Do lema de Jordan 16.17 resulta agora

lim eMif(2)dz =0

R—+o0 oR

e obtém-se

R
lim e f(x)dx = 2mi Z Res (ei’\zf(z); ¢)

R
“toJ-R cEPNH,

pelo que o enunciado fica estabelecido se se provar a convergéncia do integral
+oo
/ e f(z)da.
— 00

Como P ¢é um conjunto finito pode escolher-se o € 10, 7| tal que se tenha
argw > « para cada w € PN H,. Entao o sector

{rem:TZOeOS@Sa}
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estd contido em D\ P e o lema 16.18 mostra que o integral

+oo
/ e f(z)dx
0
converge. Da relacao
o R R
: AT o AT R F AT
REI-I"}OO _Re f(x)dschl_l)rj_loo _Re f(x)dx R1—1>r£oo ; e f(x)dx

deduz-se agora, sucessivamente, a convergéncia dos integrais

0 +oo
/ e f(x)dr e / e f(z)d.

—00 —0o0

Exemplo 16.21 - Tem-se

+oo 3
sin \x _
— T sdr=rme A se N\a> 0.
oo It a

Efectivamente, pondo
z

10 =ara

a unica singularidade de f no semiplano superior Hy é um polo simples no
ponto ¢ = ta. Temos entao

—Aa
Res(e* f(2);ia) = lim (z —ia) e f(z) = c
z—1ia 2
pelo que
+o0 Az
/ xze de = ime
oo THF1

e daqui resulta a férmula pretendida.

Coroldrio - Sejam H_ o semiplano inferior {z € C:Im(z) <0}, D C C
um conjunto aberto tal que H- UR C D, P C D\ R um conjunto finito e
f: D\ P — C uma fungao analitica. Se

lim f(z) =0 e A<O0

Z—00

tem-se entao

/ " @) = 2 > Res (€ f(2)ic).

- cEPNH_
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Demonstragio. Pondo g(z) = f(—z) temos

/+OO e f(z)dx = /+OO Nz g(2)dx.

—0o0 —00

Como — P ¢ o conjunto dos pontos singulares de g e a condi¢ao a € (—P)NH
equivale a —a € PN H_, aplicando o teorema anterior a fun¢ao g temos

“+o0
/ ei\)\|xg(x)dx By Z Res(eil’\‘zg(z);a>

ac(—P)NH4

= 2mi Z Res(eil’\‘zg(z);fc)

cePNH_

Atendendo ao exemplo 14.25 é entao

+oo
/ ew"’”g(x)dx = -2 Z Res (ew‘zg(_z);c)

cePNH_

o que estabelece o enunciado.
|

Se a fungao f tiver algum polo em R todos os integrais da forma

+o00o
/ e f(z)dx

— 00

sao divergentes. No entanto, se f tiver apenas um polo simples no ponto
z = 0 a singularidade de (e“‘z — 1) f(2) nesse ponto é removivel e podersd haver
convergéncia dos integrais da forma

+Oo .
/ (€™ — 1) f(z)da.

—00

O teorema seguinte mostra como o método dos residuos pode ser usado para
calcular integrais deste tipo.

Teorema 16.22 - Sejam Hi o semiplano superior {z € C:Im(z) > 0},

D C C um conjunto aberto tal que Hy UR C D, P C D\ R um conjunto finito

e f: D\ P — C uma funcao analitica. Se lim,_ ., f(z) existir e for finito,

para cada A > 0 tem-se
R _ixx Az

lim e—_lf(x)d:c =mi lim f(z)+42mi Z Res (u

zZ—00

R 0o x z
—toJ-R cePNH,

f(Z);C)-
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Demonstragio. Tome-se Ry > 0 tal que P C B(0, Ry) e para cada R > Ry
seja op o caminho semicircular definido por og(t) = Re® com t € [0,7].
Representando ainda por g o prolongamento por continuidade de

ei)\z —1

z

f(2)

ao ponto z = 0 e notando que esta fungao é analitica em D\ P, do teorema dos
residuos 16.1 resulta, como na demonstragao do teorema 16.13,

/ R / =i Y Rea(gio).

x
R oR c€PNH4

No entanto, como lim,_, f(z)/z = 0, do lema de Jordan 16.17 deduz-se

iz __
lim < 1f(z)dz =— lim / @dz.
R—+4o00 oR z R—+4o00 or %

Pondo a = lim,_,« f(z) e notando que

e! . .
/ —dz:a/ idt = i
OR z 0
temos por outro lado

/ @dz:m'a—i—/ mdz.
OR z OR z
Aplicando agora o lema 16.12 obtém-se

lim / Mdz:m'a,
OR z

R—+o00

pelo que

) ei)\z -1 )

lim f(z)dz = —mia

R—+oo J,p0 z
e conclui-se a relacao
R ei)\x -1
lim —— f(x)dx = mice + 2mi Z Res (g;c) .

R e} xT
—toJ-R cePNH,

Exemplo 16.23 - Tem-se




E efectivamente

+oo 3 R _ix 1
/ 12 j = Im ( lim / ¢ dac)
o T R—+o00 T

- -R

e a funcao definida por (eiz — 1) /z nao tem polos no semiplano superior H .

Exemplo 16.24 - Tem-se

+oo ;
/ &dxzi(l—e_“) se a > 0.
o Z(z?2+a?) a?

Efectivamente, pondo

1
élim, . f(z)=0e
e* —1 1—e @
Res ( . f(2); za) 57

Exemplo 16.25 - Tem-se
+oo .2
/ %dwzi(l—e_za) se a>0.
oo TEHa 2a

Temos efectivamente

1 — cos2x 1 .
.2 2
sin x:—2 = ERe(e”fl)
e sendo
f(2) = 5=
22 4 a?

resulta entao

+oo c 2 1 R 2z _ 1
/ S0 T gz =—-Re( lim / c flz)dz ).
oo X2+ a? 2 R—-too

—R T

Como lim,_, f(z) = 0 pode aplicar-se o teorema anterior, e a relagdo

R eZiz -1 ) e—2a -1
es| ————=s1a | = ——————
22 +a? 2ia
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conduz directamente ao resultado.

O teorema seguinte trata da aplicagao do métodos residuos quando a fungao
integranda apresenta um polo simples no ponto z = 0.

Teorema 16.26 - Sejam H, o semiplano superior {z € C:Im(z) > 0},
D C C um conjunto aberto tal que Hy UR C D, P C D\ R um conjunto finito
e f: D\ P — C uma fungdo analitica. Se

lim f(z)=0

zZ—00

ou se f for da forma

f(Z) = ei)\zg(z) com A>0 e lim @ =0
tem-se

e R
lim lim f=) dx +/ 1) dz | = mif(0)+2mi Z Res (_f(Z).;C) )
e—0+ R—+o0 —R T € x b, >

Demonstrag¢iao. Como P ¢é finito e 0 ¢ P existem constantes ¢ e Ry tais que
0<eg<RyeP CB(0,Ry)\B(0,g). Fixados € €]0,e0[ ¢ R > Ry sejam p,
OR, T € 0. 0s caminhos definidos respectivamente por

p(t) =t comt € e, R], or(t)=R" comte|0,n],

7(t)=tcomt € [-R,—¢] e o.(t)=ce" comtel0,n7].

Pondo v = p+ or + 7+ 07 o exemplo 11.36 mostra entdo que v é um
caminho fechado elementar orientado positivamente cujo interior é o conjunto

T:{Teit:£<r<ReO<t<7r}.

Como a fungdo definida por f(z)/z é analitica em D\ (P U{0}) e é vélida a
inclusao PN H; C T, do teorema dos residuos 16.1 resulta

/v@dz:%ri > R65<@;C>a

cePNH

/fd+/fd+‘€f /f

=2mi Y Res (@;c) .

cePNH

ou seja,
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Aplicando agora o lema 16.12 se lim,_,» f(z) = 0 ou o lema de Jordan 16.17
na hipétese de ser f(z) = e*?g(z) com A > 0 e lim,_, g(2)/z = 0, temos

lim / @dz:o

R—+o00

—€ R
lim lim ( de + / Md:ﬂ)
e—0t R—+o0 _R T c x

=271 Z Res (@;c) + lir(1)1+/ @dz.

cEPNH

pelo que

Por outro lado, como a fun¢ao definida por f(z)/z tem um polo simples no
ponto ¢ = 0 com residuo f(0), existe uma fungao analitica h tal que

@ :@m(z) se ze D\ (PU{0})
e resulta
/ @dzf(@)/ %dz+/ h(z)dz.
Dado que

1 T jeett
/—dz:/ ,tdt:ﬂ'i
0. ? o €€

e que h é limitada em B(0,¢), da majoragéo

/UE h(z)dz

lim/ @dz:m'f(()),

< me sup |h(2)]

|z[=e

obtém-se

e—0*t

o que estabelece o enunciado.
|

O integral do exemplo 16.23 pode agora calcular-se aplicando directamente
o teorema anterior a fungdo definida por f(z) = e*. Temos com efeito

+oo ; —€ iz +oo iz
/ Smxdxhn( lim (/ e—d1'+/ e—dx))
—oo x e—0+t oo T c x

e como f é inteira obtém-se

—€ eiz‘ +o00o eiz‘
lim —dz + —dx = mi.
- T

e—=0t J_ T
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Exemplo 16.27 - Tem-se

T g —sing 1 1 1—e@
— 5 ndr=T(55 -5+ se a > 0.
oo X3 (22 +a?)

Efectivamente, como é

. e —1—1iz 1
m——-e=—=
z—0 22 2’

define-se uma funcdo f analitica no semiplano Im(z) > —1 pondo

e —1—1z

f(Z) = m se Im(z) >—-1¢ z 7é 0,
e f(0) = —1/2a%. Dado que € & limitada neste semiplano tem-se também
lim f(z) =0.
e como .
Res —f(z);ia ¢ —-7a —1+a7
z 2a%

do teorema anterior resulta

—& +oo —a __
lim @d:ﬁ/ RGBSt e .

e—0+ J_ o x 242 a*

Temos assim

+oo o —& +oo
/ _z—sinz o Mdﬁ/ fl@) .
oo T3 (22 + a?) e—0+t \J_ oo T R x

a

T l—a—e"
= —‘,—7‘[’

2a? at

O teorema dos residuos 16.1 pode também ser aplicado ao célculo de cer-
tos integrais no intervalo [0, +o0o[. Comegaremos por estabelecer um resultado
auxiliar.

Lema 16.28 - Sejam a,b tais que 0 < a < b, Oy € ]0,27] e E o conjunto

{reei ca<r<be |0 < 90}. Dadas duas fungoes continuas f : E — C e
g: la,b] — C ¢é entdo

b . b
lim [ f(te”) g(t)dt = / f(t) g(t)dt.

0—0 J,
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Demonstragdo. Como E é um conjunto compacto, a funcao f é uniforme-
mente continua. Para cada § > 0 existe entao g9 > 0 tal que

|f(tew) —f(t)] <8 se teab] e }tew —t| < eo.
Escolhendo € > 0 de modo que |ei0 — 1| < eo/bse 0] < g, temos assim
[te’ —t| <eo se te[ab] e |0] <e,
e pondo

A(0) = max |f (te'?) — f (¢)]

tela,b]
segue-se que
AO) <d se |0] <e.
E pois limg_.o A(0) = 0 e o enunciado resulta agora da relagao

b b b
[ rtetyaar- [ 1o s <x6) [ ool ar

Teorema 16.29 - Sejam P C C\ R* um conjunto finito e
f:C\P—C
uma fungao analitica. Dado p € C\ Z suponha-se que
lim |} £(2) = lim [&l* £() = 0.
Tem-se entao

+oo T
/0 o f(x)de = — Z Res ((—2)" "' f(2);c) .

ST (o}

Demonstragio. Como P\ {0} ¢ um conjunto finito que ndo intersecta R
existem constantes positivas €g, Ry e 6y tais que para cada w € P\ {0} se
tem g9 < |w| < Ry e Jargw| > 6p. Dados 0 € 0,00, ¢ € ]0,e0[ ¢ R > Ry
consideremos entao os caminhos p;, 01, p, € o2 definidos respectivamente por

pr(t) =te? com t € [¢,R], o1(t) = Re' com t € [0, 21 — 0],

py(t) = te'® = com t € [¢,R] e o3(t) =ee com t € [0,2r — 0],

Pondo v = p; +01+p5 +05 0 exemplo 11.36 mostra que este ¢ um caminho
fechado elementar orientado positivamente cujo interior é o conjunto

T:{re“:s<r<Re9<t<27r79}.
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Sejam agora A e g as fungdes definidas em C \ Rj por A(z) = In(—z) +i7 e
g(z) = e DA e 2 € C\RY.

Como g e fg sdo analiticas em C \ (R(J{ U P) e atendendo ainda & inclusao
P\ {0} C T, do teorema dos residuos 16.1 resulta entao

[ fae)a =2mi 3 Res(r)g(:0).
i

ce P\{0}
Pondo
S= 3 Res(f(2)g(2):0) (16.2)

ce P\{0}

obtém-se assim a identidade
d dz — dz — dz = 2miS.
[ rerateraz + / RO / gt / etz = 2m0

Dado z = re®¥ com 0 < ¢ < 27 pode agora ver-se que A(z) = In7 + ig.
Efectivamente, se 0 < ¢ < 7 é ¢ = arg z e do exemplo 10.5 resulta

In(—z)+ir=Inz=1Inr+ip.
Sem <@ <2méargz = — 21 <0 e o mesmo exemplo mostra que
In(—z)+ir =Inz+2mi =Inr +i(argz + 2m) = Inr + ip.
Temos assim
g (rei‘p) =Y g0 r >0 e 0< <2,

e daqui deduz-se

R
[ @tz =en [Toiy ety at,

P1 €

27 —0
| feaiz=i [ Ry (ret) i

1

R
/ f(2)g(2)dz =m0 / th=Lf (te=™) dt

P2

27 —0 ) )
/ f(2)g(z)dz = i/@ ete™ f (ee) dt.

Fazendo 6 — 0 e usando o lema 16.28 resulta entao
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R 27 R
/ tHLf(t) dt + i / RFe™ f (Re™) dt — ™ / tHLf (t) dt
€ 0 €

2T
fi/ gheitt f (se”) dt = 2miS. (16.3)
0

Sendo .
M = sup }e““f }
te[0,27]

temos ainda

2m
/ ReeM f (Ret) dt' < 2rM sup ||z|" f(2)]
0 |zI=R

2m
/ e f (ee™) dt' <27M sup ||2|" f(2)],
0

|z|=¢

pelo que as condigoes lim, o |2|" f(2) = lim,_o |2|" f(2) = 0 implicam
2m 2m
li RFe™ f (Re'™) dt = i et f (ee') dt = 0.
Rl f, R Ry d= Ty et (=)

Fazendo sucessivamente ¢ — 0 e R — 400 em (16.3) chegamos assim a relagao

(1 — e2rim) / - =1 f(t)dt = S,
0

donde se deduz

+oo L S
H— —
/0 o (dt = T

pois a condigao u ¢ Z impoe que seja e>™* # 1. Finalmente, como
AMz) =1In(—2) +im,
da definigdo de g resulta
g(z) = (=)L DT se 2 e C\RY

e a relacdo (16.2) transforma-se assim em

S = ¢iln=brm Z Res ((—2)" "' f(2);¢).

ce P\{0}
A férmula do enunciado obtém-se agora notando que

omien=1m  9pjeinT 2i T

1 —e2min e2mip ] einm _ g=ium  gin
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Coroldrio - Sejam P C C\ R{ um conjunto finito e f : C\ P — C uma
funcgao analitica. Se existir o > 0 tal que

f@=0(7) (=00,

a formula do teorema anterior é vdlida para todo o p € C\ Z que verifique a
condi¢go 0 < Re(u) < a.

Demonstra¢do. Atendendo a relagao
Re
12" ()] = % 121,

de Re(i) > 0 deduz-se lim, .o |z|" f(z) = 0 pois f ¢ analitica no ponto 0. Da
mesma relacao vem ainda

12l ()] = 1207 2] £ 2)]
e as condigdes Re(p) < ae f(z) =0 (|z|_°‘) (z — o0) implicam que se tenha
Tim 2" (=) = 0.
|

Exemplo 16.30 - Tem-se

400 oh—1 ei@(p,—l)
/ —dr = 1— se 0<Re(p)<1l e —m<O<m.
0 T+ e sin pum

Efectivamente, atendendo ao coroldrio anterior pode aplicar-se o teorema
16.29 & fungao definida por

1
f(z) = P
com 0 < Re(u) < 1. Como a tnica singularidade desta fungao ¢ um polo simples
com residuo 1 no ponto ¢ = —e'? ¢ R, obtém-se directamente
+oo —1 )
/ z’t o — T (eie)(l‘*l) — T D) ln(ele),
0 T+ e sin pum Sin pum

e da condicao —7 < 0 < 7 resulta In (ew) = 10.

Exemplo 16.31 - Tem-se

+o0 A0 _ 2O
cos Az T et —e
= AeR\{0 0<4 .
/Oo e+ e 2cos0 " smfert e °F ERV{O} e 0<O<m

E efectivamente

/+°O COS AT d /+°° e i
T = T
o €¥+e T+ 2cosh oo €T e T+ 2c0s0
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e com a mudanca de varidvel ¢ = e” este integral transforma-se em

o0 t?)\
— dt.
/0 t2 + 2tcosf + 1

Pode agora aplicar-se o teorema anterior com g = 1+ ¢\ notando que as unicas
singularidades da funcao definida por

1

1) = 22 +2zcos0 +1

sdo polos simples nos pontos —e*® e —e~*. Obtém-se assim

+00 4iX o T e—\0 . N
o t2+2tcosf+1 ~ 2isin (7 + i) sinf  sinf
7 (e — =) n oM _ e

2isin (A7) sinf  sinf erm — e~ AT’

O teorema dos residuos 16.1 pode também ser usado para calcular a soma
de séries da forma

com base no seguinte teorema:

Teorema 16.32 - Seja ¢ uma fung¢ao meromorfa em C cujas singularidades
sao polos simples nos inteiros e suponha-se que @ é limitada nos conjuntos

U {z€C:|Re(z)| =n+1/2} e U {z€C:|Im(z)| =n+1/2}.

nezt nezZt

Dados um conjunto finito P C C e uma fungao analitica f: C\ P — C tal
que lim,_, o zf(z) = 0, tem-se entdo
m
lim Z f(n)Res (p;n) = — ZR@S (fo;0).

m— 00
n=—m ceP

n¢P

Demonstragio. Para cada inteiro positivo m ponha-se a,, = m + 1/2 e seja
v, um caminho rectangular da forma

(—Gm — 1Qmy O — 1Ay A+ 1, — QG+ 1A, — Gy — 10

Entao v,,, € um caminho fechado elementar orientado positivamente cujo interior
é o rectangulo aberto

R, ={2€C:|Re(z)| <m+1/2 e [Im(z)| <m+1/2}.

235



Como P é finito pode escolher-se k € ZT de modo que P C Ry, e para cada
m > k o teorema dos residuos permite escrever

f(2)p(2)dz = 2mi g Res (fo;n) + 2mi g Res (fo;c).
Tm n€Z\P cepP
In|<m

Atendendo agora a que as singularidades de ¢ sdo polos simples, para cada
n € Z\ P tem-se

Res (foin) = lim (z —n) f(2)p(2) = f(n) lim (2 — n)p(2) = f(n)Res (p;n)

e resulta
f(2)p(2)dz = 2mi Z f(n)Res (p;n) + 2mi Z Res (fp;c),  (16.4)
TYm n€Z\P ceP

In|<m

se m > k.
Por outro lado, para cada z € [y,,] ¢

[Re(2)| =m+1/2 ou |Im(z)] =m+1/2.

De acordo com a hipétese feita sobre ¢ existe entao uma constante K tal que
lo(2)] < K se z € Up>1[7V,,], € pondo

Lm = Ssup |f(Z)|
ZE[ ]

obtém-se a majoragao

f(2)p(2)dz

TYm

<4@2m+1)KL,, se m>k.

Além disso, se z € [v,,] €
|z] > max{|Re(z)|, Im(z)|} =2m+1
pelo que

2m+ 1)L, < sup |zf(2)],
2€[V ]

e a condigao lim, . 2f(z) = 0 exige entao

hrﬂ (2m+1)L,, =0.

Resulta assim

lim / f&Z)p(z)dz=0

m—-+o0
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e o enunciado obtém-se fazendo m — 400 em (16.4).
|

Coroldrio 1 - Sejam P C C um conjunto finito e f : C\ P — C uma
fungao analitica tal que lim, . 2f(z) = 0. Tem-se entdo

lim i fln)=-— Z Res (f(z)wcotwz;c)

m——+o0o
n=—m ceP
n¢P
(§
m
lim (=D)"f(n) = fZRes (f(z)meserz;c).
oo n=—m ceP
n¢pP

Demonstrag¢io. Pondo ¢(z) = mcot mz define-se uma fungdo analitica em
C\ Z e o exemplo 14.21 mostra que ¢ tem um polo simples com residuo 1 em
cada inteiro. Analogamente, a fun¢do definida por 7 csc 7wz também é analitica
em C\Z e as suas singularidades sdo polos simples em cada inteiro n com residuo
(—1)". Para estabelecer o enunciado basta agora mostrar que estas fungoes sao
ambas limitadas nos conjuntos

U {z€eC:|Re(z)|=n+1/2} e U {ze€C:|Im(z)| =n+1/2}.
nezZt nezt

Sendo entdo z = a + ib com a,b € R, temos

ia—b __ efiaer efb _ €b
sin (a 4 b)| = 5; > 5 = |sinh b| = sinh |b|
i
¢ ja—b | ,—ia+b b ,—b
|cos (a + ib)| = c +26 < cte _ cosh b = cosh |b| .

Se para algum n € Z* for |Im(z)| = n + 1/2 resulta assim

1 cosh (nw + 7/2)
lescmz] < ————= e |eotmz| < —————.
sinh (nm + 7/2) sinh (nm + 7/2)
Como
1 o coshw e "
sinh z sinhz sinh z

sao ambas decrescentes em RT deduz-se entao
cosh (7/2)

t < .
e leotmzl < Gn/2)

1
P
szl < SR 2)

Por outro lado, supondo que para algum n € Z* é |[Re(z)| = n+1/2 e
Im(z) = b, de (10.26) e (10.27) resulta

|cosmz| = |sinh7b| e |sinmz| = /1 + sinh? 7b = |coshd|,

237



pelo que

sinh 7b

lescmz| = <1 e |cotmz|=

|cosh 7b| cosh b

Coroldrio 2 - Sejam P C C um conjunto finito, f : C\P — C uma fung¢do
analitica tal que lim, .o 2f(z) =0 e A € [0,27]. Tem-se entdo

lim i f(n)e" = — ZRes f(z)Lei/\z'c .
m——4-00 e2miz _ 1’

n=-—-m ceP
n¢pP

Demonstragio. Fixado A € [0,27] e pondo

2) 2mietN?
)= ———
¥ eZTrzz -1

define-se uma fung¢do meromorfa em C cujas singularidades sdo polos simples
com residuo e em cada ponto n € Z. Atendendo ao teorema anterior basta
agora provar que ¢ é limitada nos conjuntos

A= ) {z€C:|Re(z)| =n+1/2} e B= | {z€C:[Im(z)| =n+1/2}.

nezZt nezZt
Seja entdo z =a+ib € AU B com a,b € R. Supondo b > —1 temos
|ei)\z} — < A

e da identidade )
2mi

’/TCOt’iTZ*’/TZ:m

resulta
lo(2)| < (Jmcot wz| +7) e,

Dado que na demonstragao do coroldrio anterior se provou que a funcao definida
por wcot 7wz é limitada em AU B, conclui-se assim que ¢ ¢ limitada no conjunto
(AUB)N{z e C:Im(z) > —1}.

Por outro lado, para todo o z = a + ib temos

—Ab —Ab

2me 2me
lo(2)] = |e2miag=2nb _ 1| |e—27b _ e—2mia|’

€ Como

)

|6727rb o 6727ria} > }6727rb o 1|
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se b < —1 obtém-se

Ab Alb)| 27|b| 27

lo(2)] < 2me” _ 2me 2me 2me
PEN=qem2mb T T el 1 S 2nlbl 1 = e2m _ 1

Exemplo 16.33 - Dado w € C\ Z tem-se

+oo

1 2
> -

= (n—w)®  sin’rw’

Efectivamente a tnica singularidade da fungao definida por

1

e
¢ um polo duplo no ponto w. Aplicando o exemplo 14.24 temos
/ w2
—Res (f(z)mcot mz;w) = — lim (mcot mz) = —
z—w sin” Tw

e a férmula resulta directamente da primeira parte do coroldrio 1 do teorema
anterior.

Exemplo 16.34 - Dado a € R\ Z tem-se

+00 n
-1
Z ( ) o 7'('2 COSTTa

(n+a)? = sin’ra’

n=—oo
Efectivamente a tnica singularidade da fungao definida por

1

f(Z)Zm

¢ um polo duplo no ponto —a. Aplicando o exemplo 14.24 temos
cosTa

—Res(f(z)mesemz; —a) = — Zl_i)nila (mesc WZ)/ = sinZ 7a

e a férmula resulta directamente da segunda parte do coroldrio 1 do teorema
anterior.

Exemplo 16.35 - Dados a € Rte \ € [0, 27]

Jio cosnA 7 cosh (m — N a 1

“~n?+a®> 2a sinhma 2a%°
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Efectivamente as unicas singularidades da funcao definida por

1
22 4 a?

f(z) =

sao polos simples nos pontos +ia com residuos +1/2ia. Aplicando o coroldrio
2 do teorema anterior temos entao

2mieN® T e e 7 elm—Na
—Res | f(2)Zm— = " ——ma =50
e -1 ae —1 2asinhma
¢ (m=X)
2mieir® T e e (T—Ma
—R ———ia | = =
€’ (f(z) e2miz — 10 ¢ ) ae2™ —1 2q sinhwa ’
pelo que
+oo

Z cosnA _ weosh(m—A)a
n2+a2 a sinhma

n=—oo

A férmula do exemplo resulta agora de ser

+ZOO cosnA Z cos nA 1
1n2+a2_2 n2+a? 202

n=

Exemplo 16.36 - Tem-se

™

Z :l+ T smh\/—cosh\/—Jrsm\/—cos\/—
nt4+1 2 22

n=0

o0 1

_m

sin? \/- + sinh? 7

Efectivamente, pondo a = (1 + 1) /v/2, as tnicas singularidades da funcao

definida por
1
&=

sao polos simples nos pontos +a e +a. Temos

s = I TG w1 SaRef)m() 1

e analogamente,
1
R ;) = ——.
s ((2):) = ——

Como f é uma fungao par, do exemplo 14.25 resulta entao

Res (f(z);—a) = —7- e Res(f(2);~7) = = -
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Atendendo agora que a func¢éo cotangente é fmpar e & relagdo cot ra = cot 7a,
obtém-se

— ZRes (f(z)mcotmz;c) = —Im (@) = f% Im ((1 — ) cot ma) .

Por outro lado, das identidades (10.23), (10.24) e (10.25) deduz-se

sin v cos a — 4 sinh 3 cosh 3

cot (a+18) = se a,f €R,
( f) sin® a + sinh? 8 b
e pondo ¢ = 7r/\/§ temos entao
T sinh ¢ cosh ¢ + sin ccos ¢

——=Im((1 —i)cotma) =c

V2

A férmula apresentada resulta agora da primeira parte do coroldrio 1 do
teorema anterior, notando que

sin? ¢ + sinh? ¢

SR
n4+1_2n nt+1 2

n=0 =—00

241



17 - Zeros de fungoes inteiras

Dados um conjunto aberto D C C e duas fungbes analiticas f,g : D — C
nao identicamente nulas nalguma componente conexa de D, diremos abrevia-
damente que f e g tém a mesma estrutura de zeros se ambas as fungoes se
anularem nos mesmos pontos e se as ordens dos respectivos zeros forem iguais.

Teorema 17.1 - Dada uma funcdo inteira f ndo identicamente nula, as
funcades inteiras com a mesma estrutura de zeros de f sao as funcgoes da forma
fel em que h é uma funcio inteira.

Demonstrac¢ao. Se f tiver um zero a de ordem m a definicao de ordem mostra
directamente que a ainda é zero de ordem m da funcdo fe”. Como todo o zero
de fel também é zero de f vemos assim que as funcoes f e fe” tém a mesma
estrutura de zeros.

Por outro lado, se g for uma fungéo inteira com a mesma estrutura de zeros
de f, representando por Z o conjunto destes zeros vemos que a fungio g/f é
analitica em C\ Z e néo se anula. Além disso, como g/ f tem uma singularidade
removivel em cada ponto w € Z e lim,_,, g(2)/f(2) # 0, o prolongamento
por continuidade de ¢g/f a C ¢ uma fungao inteira ¢ sem zeros. Dado que
C ¢é simplesmente conexo, a condi¢cao 5 do teorema 13.16 mostra que existe
um ramo h do logaritmo de ¢, e h é entdo uma fungdo inteira que verifica a
condigio ¢ = €. Temos assim g(z) = f(z)e*) para cada z € C\ Z e esta
relacao permanece valida nos zeros de f.

|

Coroldrio 1 - As fungdes inteiras cujo conjunto de zeros é finito sdo as
funcées da forma Pe em que P é uma fungdo polinomial e h wma funcdo
mteira.

Demonstracao. Efectivamente, dada uma fungfo inteira f com um conjunto
finito de zeros {z1,...,2,} e sendo my,...m,, as respectivas multiplicidades, a
fungao polinomial P definida por

P2)=(z—2z1)"" .z —2z)™

é uma fungao inteira com a mesma estrutura de zeros de f. O enunciado resulta
agora directamente do teorema anterior.
[

Coroldrio 2 - Dada wma funcao inteira f com um conjunto finito de zeros,
seja (21, ..., zn) uma sucessio formada com os zeros de f em C\ {0} e tal que
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cada zero figura um numero de vezes igual & sua ordem. Entdo f é representdvel

na forma
f(z) = zmeM?) (1 - i) (1 - i) (17.1)

em que h é uma funcdo inteira e m é a ordem do zero de f no ponto 0 se
f(0) =0, ou m=0 se f(0)#£0.

Demonstracao. Sendo
Plz)y=2"(1-2z/z1)...(1 —z/zn),

as fungoes f e P tem a mesma estrutura de zeros pelo que o enunciado resulta
directamente do teorema anterior.
[

Seja agora f uma funcdo inteira ndo identicamente nula e suponha-se que
ela tem um conjunto infinito Z de zeros. Resulta entdo do coroldrio do teorema
9.10 que Z ndo tem pontos de acumulagdo em C e o teorema 2.14 mostra que
Z é um conjunto numeravel. Pode assim formar-se uma sucessio (z,) com os
elementos de Z de modo que cada elemento de Z figure na sucessdo (z,) um
nimero de vezes igual & sua ordem como zero de f. Como a condi¢do de Z
nao ter pontos de acumulagdo em C exige que para todo o r > 0 o conjunto
{zn : |2n| < r} seja finito, segue-se que lim |z, | = +00. Diremos abreviadamente
que uma sucessio (z,) deste tipo é uma sucessio admissivel dos zeros de f.

Dada uma funcao inteira f com uma infinidade de zeros e procurando para
f uma representacdo semelhante a (17.1), somos naturalmente conduzidos a
estudar os andlogos multiplicativos das séries, que sao os chamados produtos
nfinitos.

Dada uma sucessdo complexa (uy,) a sucessao (P,,) definida por

n>p’

m
Pm:HUn s€ mZp
n=p

diz-se a sucessao dos produtos parciais do produto infinito

—+o0
]
n=p

Se a sucessdo (P,,) for convergente escreve-se

+oo m
H U, = lim H U
e diz-se que o produto infinito converge para o valor lim P,,.
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Dado um produto infinito H;Zj, uy, diz-se que ele é o produto infinito de

termo geral (uy,) e diz-se também que os wu,, sdo os seus factores. Da defini¢do
resulta que qualquer produto infinito com algum factor nulo converge para zero.

Exemplo 17.2 - Seja (zy)

nulos. Se a série Z;Zj, In z, for convergente o produto infinito converge para
um valor ndo nulo.
Efectivamente, se a série »

n>p Wma sucessao de nidmeros complezos nao

+oo
n=p

m m
H Up = €XP (Zlnun> se m > p,
n=p n=p

Inu,, for convergente temos

e resulta

+oo +oo
H Uy = €XP (Zlnun> #0.
n=p

n=p

Teorema 17.3 - Seja (zy,) uma sucessao de numeros complexos tal que

o oo . - e oo
a série Z::p |z, — 1| é convergente. Entdo o produto infinito ::p

converge e o seu valor é nulo sse algum dos seus factores for nulo.

nzp
Zn, também

Demonstrag¢ao. Da definigao de convergéncia resulta directamente que o pro-
duto infinito converge para zero se algum dos seus factores for nulo. Suponha-se
entdo z, # 0 para todo o n > p. Como a série Z;Z; (zn, — 1) converge tem-se
lim (z, — 1) = 0 e a relagao

Iz, =|In(1+z, —1)] ~ |z, — 1
mostra que a série
+oo
Zln Zn
n=p

é absolutamente convergente. O enunciado resulta agora do exemplo anterior.
[

Dados D C C e uma sucessao ( f")an de aplicagoes de D em C, diz-se que

o produto infinito
+oo
I £:.(2)
n=p

converge uniformemente em D se a respectiva sucessao de produtos parciais

Pu(z) = H Jn(2)

n=p

for uniformemente convergente em D.
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Para estudar a convergéncia uniforme de produtos infinitos de fungoes
analiticas sao teis as duas desigualdades expressas no seguinte lemas:

Lema 17.4 - Dada uma sucessdo complexa (zn)n>p, para cada m > p tem-se

< exp <i |zn|> (17.2)

m

H (14 2p)

n=p n=p

€
[[a+z) -1 <exp (Z |zn|> —1. (17.3)
n=p n=p

Demonstra¢ao. Para cada m > p temos efectivamente

ﬁ (14 z,) H|1+zn|<H (14 |zn)) <ﬁ62”:exp<i|zn|>
n=p n=p n=p

o que estabelece (17.2). A relagdo (17.3) resulta agora de aplicar (17.2) a
desigualdade

m

[T+z) -1

n=p

< ﬁ (L+|z)) —1 (17.4)

n=p

que se prova por indu¢do em m. Efectivamente (17.4) reduz-se a uma identidade
para m = p. Admitindo que ela é védlida para um certo m > p temos ainda

m+1 m
H (I4+2z,)-1] = H 14 z,) +Zm+1H (142, —1
n=p =p n=p
m m
< AT (4 20) = 1]+ lzmaal T 11+ 20l
n=p n=p
m m
< ] @+ 12 = 1+ [zl J] 1+ 120])
n=p n=p
m-+1
= H (1 +]zal) =
n=p

pelo que a desigualdade permanece vélida para m + 1.
[

Estamos agora em condigoes de provar um teorema fundamental sobre a
convergéncia uniforme dos produtos infinitos de fungoes analiticas.
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Teorema 17.5 - Sejam D C C um conjunto aberto e (f) UMa SUCESSA0

nzp
de funcgoes analiticas f, : D — C. Se a série Z:z; | fn(2) = 1| for uniforme-

mente convergente em cada subconjunto compacto de D entao o produto infinito

+o00
[1 f-(2)

converge em D para uma funcao analitica f e a convergéncia é também uniforme
em cada subconjunto compacto de D. Além disso, os zeros de f sdo os pontos
onde se anula algum dos factores do produto infinito, e se nenhum desses factores
for identicamente nulo nalguma componente conexa de D, a ordem de cada zero
de f é a soma das suas ordens como zero de cada factor f,.

Demonstragao. Nas condigoes do enunciado o teorema 17.3 mostra que o
produto infinito converge em cada ponto z € D.

Por outro lado, devido a convergéncia uniforme de Zz; | fn(2) — 1] a fungao
h definida por

+oo
h(z)=> |fa(z)=1| se z€D

é analitica. Dado um conjunto compacto K C D e sendo L um majorante de h
em K temos entdo, atendendo a (17.2),

1Pu(2) = [T fal2)

< exp <Z|fn(z)_1|> <eh® < el g m>p e z€K.
n=p

Seja agora
+oo
5m = sup Z |fn(z) - 1| se m > p.
ZeK'n:m—l—l

Dado ¢ > 1 e supondo P,,(z) # 0, de (17.3) resulta

p (Z) m+q m+q
'%1' H fu(2) — 1] <exp Z |fn(z) — 1] —1§e5m71,
Pm(Z) n=m+1 n=m+1
pelo que

|Prntg(2) = Pua(2)] < [Pon(2)] (27 — 1) < eF (e — 1),

e estas desigualdades sdo trivialmente verdadeiras se P,,(z) = 0. Fazendo
q — 400 obtém-se entao

+o00 m
14 ] (2

n=p n=p

geL(eé’"—l) se z€ K

246



e como lim,,_, o e” (65m - 1) = 0 conclui-se que o produto infinito é uniforme-
mente convergente em K.

Dado que os produtos parciais P, sdo fung¢oes analiticas, do teorema de
Weierstrass 13.9 resulta que o mesmo sucede com a funcdo f definida pelo
produto infinito, e o teorema 17.2 mostra que f sé se anula nos pontos que
anulem algum dos factores do produto.

Suponha-se agora que para algum a € D é f(a) = 0, e seja r > 0 tal
que B (a,r) € D. Como a série Z:; | fn(z) — 1| converge uniformemente em

B (a,r), existe uma ordem k tal que |f,(z) — 1| < 1/2 para todoo n >k e
z € B(a,r), pelo que as fungdes f,, ndo se anulam em B (a,r) quando n > k.
Aplicando de novo o teorema 17.2 resulta que a funcao ¢, definida por

+oo
I £
n=k+1

nao se anula em B (a,7), e a identidade
k
f(2)=er(2) ] fulz) se z€ D
n=1

. k
mostra que a ordem de a como zero de f é a sua ordem como zero de [ [} _; fn(2)
se este produto nao for identicamente nulo nalguma vizinhanca de a.

m

O teorema seguinte diz respeito a derivagao de um produto infinito.

Teorema 17.6 - Sejam D C C aberto e (f,),>, uma sucessao de fungoes
=

analiticas f, : D — C tal que o produto infinito 1], —, fn(2) € uniformemente
convergente em cada subconjunto compacto de D. Se a funcdo f definida em
D por este produto infinito nao tiver zeros, para todo o z € D é

fl2) KR fa)
flz) 2 Fa(2)

e a convergéncia da série é uniforme em cada subconjunto compacto de D.

Demonstracao. Para cada m > p seja
Pn(2) = [] fa(2) se z€D.
n=p

Como a sucessdo de fungoes analiticas (Pm)m>p converge uniformemente
para f nos subconjuntos compactos de D, de acordo com o teorema de
Weierstrass 13.9 temos entao

m(z) = f/(z) se z€D
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e a convergéncia da sucessao (P)))
compacto de D.

Dado que nenhuma das fungbes f, se anula em D, tomando a derivada
logarftmica de P,, temos

m>p também ¢ uniforme em cada subconjunto

P (2) = Zf”z se z€D

e fazendo m — 400 obtém-se

+o0o Z
Zf se z€ D,
n(2)

o que justifica a férmula do enunciado
Para provar que a série S °° » fn(2)/ fn(2) converge uniformemente nos
subconjuntos compactos de D ponha—se

") PLe)
ep fu(2)  Pm(z2)

Sm(z) = se m>p e z€D,

e considere-se um conjunto compacto K C D. Entao f’ é limitada em K e como
f nao se anula é também

min |f(2)]| > 0.

min | /(2)

Dado que a sucesséo (P,;,) ndo se anula em K os exemplos 7.4 e 7.5 mostram
agora que a convergéncia uniforme de (P,,) e (P/,) em K implica a convergéncia
uniforme em K da sucessao ,
m
]

Dada uma uma fungao inteira f com uma infinidade de zeros e nao identica-
mente nula, procurando para f uma representagdo semelhante a (17.1) vamos

agora estudar o produto infinito
+oo .
(=)
Zn

n=1

em que (z,) é uma sucessdo admissivel dos zeros de f em C\ {0}. O teorema
seguinte descreve o resultado mais simples deste tipo.

Teorema 17.7 - Seja (z,) uma sucessao admissivel dos zeros de uma fungdo
inteira f em C\ {0} e suponha-se que a série



é convergente. Entdao f é representdvel na forma

+oo
= O ] <1 _ i)

em que h é uma funcdo inteira e m é a ordem do zero de f mo ponto 0 se
f(0)=0, ou m=0 se f(0)#0.

Demonstra¢do. Dado um conjunto compacto K C C e tomando r > 0 tal
que K C B(0,r), temos

i SL se €K
|2n |

Zn
donde se deduz que a série Zzz 2/zn| € uniformemente convergente em K.

De acordo com o teorema 17.5 o produto infinito

(=)

n=1

define entdo uma fungao inteira g para a qual (z,) é uma sucessdo admissivel
de zeros e tal que g(0) = 1. Tomando o inteiro m > 0 descrito no enunciado
segue-se que z"'g tem a mesma estrutura de zeros de f e o enunciado resulta
agora directamente do teorema 17.1.

]

. ~ , . —+o0 . .
Em certas situagoes em que a série Y~ 1/ |z,| diverge o teorema seguinte
permite ainda obter uma representacao da fungao através de um produto
infinito.

Teorema 17.8 - Seja f uma funcdo inteira com paridade definida e (wy,)
uma sucessao admissivel dos seus zeros na Tegiao {Tew r>0e0<b< 71'},
Se a série

o0 1
> =
n=1 |wn|

for convergente entdao f é representdvel na forma

400 ZQ
m _h(z

em que h é uma funcdo inteira e m é a ordem do zero de f mo ponto 0 se
f(0) =0, ou m=0 se f(0)#£0.

Demonstragdo. Como f tem paridade definida, para cada zero w de f na
regiao A
H:{remzr>060§9<7r}
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existe um zero —w de f com o mesmo grau de multiplicidade (cf. exemplo 9.14)
e —w € C\ H. Definindo a sucessao (zy),~; POI' Z2n—1 = Wy, € 22, = —Wp, esta
é entao uma sucessao admissivel dos zeros de f em C\ {0}.

At oo 2 -
Por outro lado a convergéncia de Y% 1/ |w,|* mostra que a série

+oo

D

n=1

22

2
Wy,

é uniformemente convergente em cada subconjunto compacto de C. Nestas
condicgoes, do teorema 17.5 resulta que o produto infinito

s 22 s z z
1—-— ) = 1-— 11— —
nl;[l ( 'UJ,,%) nl;[l ( ZZn—l) ( 22n>

define uma funcao inteira g para a qual (z,),~, ¢ uma sucessdo admissivel dos
zeros e tal que g(0) = 1. Entdo a fungao definida por 2™g(z) tem a mesma
estrutura de zeros que f e o enunciado resulta ainda do teorema 17.1.

]

O teorema anterior permite representar a fungdo seno na forma de um
produto infinito.

Teorema 17.9 (Euler) - Para todo o z € C tem-se

Demonstrac¢ao. O zeros da fungdo definida por sin 7z sdo os inteiros, e todos
~ . . . / ~ .
estes zeros sdo simples pois (sinwz)" = 7 cos 7z ndo se anula em Z. Como sin 7z
é impar, o teorema anterior mostra entao que é vilida uma relagao da forma

+o0 22
. h
sinz = ze"® Il (1_ﬁ> se z€C,

n=1
em que h ¢ uma funcdo inteira.

Atendendo ao teorema 17.6 temos agora

1 =X 2
7TCOt7TZ:;+hI(Z)+nZ:1m se z€C\Z

e comparando com o desenvolvimente da fungdo cotangente dado por (15.4)
conclui-se que h’ é identicamente nula em C\ Z. Entao h é constante e para um
certo a € C tem-se

+o0 2

sinez _ 7 (1%> se z€C\{0}.

z
n=1
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Tomando o limite quando z — 0 obtém-se a férmula do enunciado.
|

Corolario - Para todo o z € C tem-se

o0 ZQ
coswz:zH 1—-—— 1.
(n -3

n=1 2)2

Demonstra¢do. Atendendo ao teorema anterior temos

g 422
sin 2wz = 27z H (1 — F)

n=1

€ Como

—+o0 2 2m 2
4 4
[[(1-—) = lm 1- =
n2 m——+oo 1 n2
n=

n=1
m
472 422
= i 1—— ) (1- ——
mtoo 11 ( (2n - 1>2) ( <2n>2)

resulta
i

sin2mwz = 2sinnwz <1 - —>

n=1 (n o l)?

donde se deduz

Notando agora que a série
+00 2

2 (n—1/2)?

n=1

converge uniformemente nos subconjuntos compactos de C, o teorema 17.5

mostra que o produto infinito
+oo
H 1 — z—z
(n— 17

1
n=1 2

define uma fungao inteira. Como cos 7z também é uma fungao inteira, aplicando
o principio do prolongamente analitico conclui-se que a identidade anterior
permanece vdlida em Z. m
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Procurando generalizar o resultado do teorema 17.7 de modo a englobar
+o0 :
todos os casos em que ). '~ 1/]|z,| diverge, vamos agora estudar produtos

infinitos da forma .
I (1 _ Zi) (=) (17.5)

com

w w
Pn(w):w+7+...+7.

Comegaremos por estabelecer um resultado auxiliar sobre as fungoes E,, definidas
por

22 z™
E,(2)=(1—2z2)est=TT% se n>0, (17.6)

em que o expoente é nulo quando n = 0 (soma vazia).

Lema 17.10 - Para cada inteiro n > 0 tem-se

4 n+1 1
< —— < -,
Ba() =11 £ —= o™ se J2] < 5
Demonstragao. Pondo
22 z"
An(2) zln(l—z)—i-z—l—?—i—...—i—? se |z] <1
temos
+oo Zk
)\n(z) = — z
k=n+1
pelo que
“+o0 k n+1 +oo n+1
2" _ |2 k ||
[An(2)] < — < 2" = ——=<77—
k:;rl k n—l—lkZ:O (n+1)(1—|z2|)
e portanto 5
1
n+1
< < —. .
M) € = A <1 e [l < 5 (7.7
Atendendo a (17.6) é, por outro lado,
En(z) = eM®) (17.8)
e dado w € C tal que |w| < 1 temos
+oo |w|k—1 +o00o 1
e~ 1] < ol Yo < el Y = ol (e = 1) < 2.
k=1 ) k=1 "
De (17.7) e (17.8) resulta entao
1
—1|< il <.
Ba() =11 € — 5" se |2/ < 5 .
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Podemos agora provar um resultado que traduz a propriedade fundamental
dos produtos infinitos da forma (17.5).

Teorema 17.11 (Weierstrass) - Seja (z,) uma sucessdo de pontos de
C\ {0} tal que lim |z,| = +00. Entdo o produto infinito

1oo z z 1( =z )2 1( =z \™
I1 (1 _ _> e t3(E) A ()

n=1

converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto de C e define uma
fungao inteira para a qual (z,) é uma sucessio admissivel dos seus zeros.

Demonstra¢do. Dado um conjunto compacto K C C tome-se r > 0 tal que
K C B(0,r). Como lim |z,| = 400 existe uma ordem k para a qual

|zn] > 2r se n > k.

Se z € K e n > k temos entao

z T 1
- S - S —
Zn, lzn| — 2
e do lema anterior resulta
z 4 |z ™ 2"
E,[—)—-1] < — <2|— <— sen>k e zeK.
Zn n+1|z, Zn 2n
Vemos assim que a série
+o0 .
n=1 Z’IL

converge uniformemente em K, e o teorema 17.5 mostra que o produto infinito

1o z z 1(_z )2 1(_z\"
I1 (1 _ _> e t3(E) A ()
n=1 #n

verifica as condigoes do enunciado.

Coroldrio 1 - Dada uma sucessio (z,) de complezos tal que lim |z,| = +o0,
existe uma fungdo inteira para a qual (z,) é wma sucessao admissivel dos seus
2€T08.

Demonstra¢do. Se nenhum dos z, for nulo o enunciado resulta directamente
do teorema anterior. Supondo que exactamente m termos da sucessdao (z)
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sao nulos, o teorema anterior mostra que existe uma funcao fy para a qual
(Zn4m),,>; € uma sucessao admissivel de zeros. Entao a funcao f definida por

f(z) = 2" fo(2)

verifica as condigoes do enunciado.
[

Coroldrio 2 - Seja Z C C um conjunto sem pontos de acumula¢ao em C,
e para cada w € Z seja m(w) um inteiro positivo. Existe entdo uma fungdo
inteira cujo conjunto de zeros é Z e tal que cada w € Z é um zero de ordem
m(w).

Demonstragdo. Se Z for um conjunto finito {wy, ..., w, }, 0 polinémio definido

por
m(w1)

m(wn)

verifica as condigoes do enunciado. Supondo que Z é infinito ele € um conjunto
numersvel e pode entdo formar-se uma sucessio (z,) com os elementos de Z
de modo que cada elemento w € Z figure em (z,) um nimero de vezes igual
a m(w). Como Z ndo tem pontos de acumulacdo em C é lim|z,| = +oo
e o coroldrio anterior mostra agora que existe uma fungao nas condigoes do
enunciado.

[

Coroldrio 3 - Toda a fungdo meromorfa em C é o quociente de duas funcdes
mteiras.

Demonstra¢ao. Seja f uma fung¢@o meromorfa em C, P o conjunto dos seus
polos, e para cada w € P seja m(w) a ordem de w. Dado que P nédo tem
pontos de acumulagao em C o coroldrio anterior mostra que existe uma fungao
inteira g que admite P como conjunto de zeros e tal que cada zero w tem ordem
m(w). Entdo fg tem singularidades removiveis nos polos de f, e sendo h o
prolongamento por continuidade de fg obtém-se uma fungdo inteira tal que
f=h/g.

Estamos agora em condigbes de caracterizar a classe das fungoes inteiras com
uma infinidade de zeros.

Teorema 17.12 - As fungoes inteiras e nao identicamente nulas com uma
infinidade de zeros sao as funcées da forma

+00o 5 R .
I (1 - _) et et ()
n=1 #n

em que h é uma fungdo inteira, m um inteiro nao negativo e (z,) wma sucessao
de pontos de C\ {0} tal que lim |z,| = 4o0.
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Demonstracao. Aplicando o teorema 17.11 verifica-se que todas as funcoes
desta forma sao inteiras, nao identicamente nulas, e tém uma infinidade de zeros.

Reciprocamente seja f uma fungao inteira com uma infinidade de zeros. Se
f néo se anular no ponto zero e (z,) for uma sucesséo admissivel dos seus zeros,
como lim |z,| = +o00 segue-se que (z,,) verifica as condi¢oes do teorema 17.11.
Entao a fungao g definida por

too z 2 n
o) =] <1 - _> eEHH(E) ()
n=1 #n
tem a mesma estrutura de zeros que f e o teorema 17.1 mostra que f se pode
escrever na forma do enunciado com m = 0.

Finalmente, se f tiver um zero de ordem m no ponto zero, a fun¢do definida
por z™g(z) tem a mesma estrutura de zeros que f e o enunciado resulta ainda
do teorema 17.1.

[

Em muitos casos a representagao dada pelo teorema anterior pode ser
consideravelmente simplificada. Neste sentido é importante o seguinte resultado
que generaliza o teorema 17.7:

Teorema 17.13 - Seja (z,) uma sucessao de pontos de C\{0} e suponha-se
que para algum inteiro p > 0 a série

00 1

>

|P+1
n=1

|2n

é convergente. Entdo o produto infinito

g z z 1(_z)\2 1( 2 \P
IT(1-= e= T3 (E) + 41 (F)
n=1 Z"L

converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto de C e define uma
fungao inteira para a qual (z,) é uma sucessio admissivel dos zeros.

Demonstra¢do. Dado um conjunto compacto K C C tome-se r > 0 tal que
K C B(0,r). Como a convergéncia de

>
|Zn|erl

n=1

implica lim |z, | = 400, existe uma ordem k tal que |z,| > 2r se n > k.
Pondo ainda

22 2P
E(2)=(1—-2)t7 T % s 2€C,
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atendendo ao lema 17.10 temos entao

4
g (2) 1] < 4
Zn p+1

e da convergéncia de

p+1

& < 4pptt

se n>k e ze K,

Zn |Zn|p+1

00 1

>

n=1

5 (5

converge uniformemente em K. O enunciado resulta agora do teorema 17.5.
]

|Zn|erl

deduz-se que a série
—+o0

>

n=1

Coroldrio - Seja (z,) uma sucessdo admissivel dos zeros de uma fung¢do
inteira f em C\ {0}. Se para algum inteiro p > 0 a série

— |Zn|;U+1

for convergente, entao f € representdvel na forma

+oo
OEE | (1 - i) o () e b (2
Zn
n=1
em que h é uma funcdo inteira e m é a ordem do zero de f mo ponto 0 se

f(0)=0, ou m=0 se f(0)#0.

Demonstra¢io. Como a sucessao (z,) verifica as condigoes do teorema
anterior segue-se que a funcao definida por

T z z 1( 2z )2 1( 2 \P
11 (1 _ _) o= HH(E) et ()
Zn
n=1

tem a mesma estrutura de zeros que f. O enunciado resulta entao directamente
do teorema 17.1.
|

Uma classe importante de fungoes inteiras que verifica a hipétese do coroldrio

anterior é a classe das funcgoes inteiras de ordem finita que serd estudada na
secgao 20.
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18 - O principio do médulo méximo

O teorema seguinte traduz uma propriedade caracteristica das fungoes
analiticas que nao tem qualquer andlogo em Anélise Real.

Teorema 18.1 (Principio do médulo méaximo) - Sejam D C C um
conjunto aberto e conexo e f : D — C uma fun¢do analitica. Se |f| tiver
algum mdzximo local entdo f é constante.

Demonstrag¢do. Suponha-se que f ndo é constante e seja a € D. Se f(a) =0
existe necessariamente ¢ € D tal que |f(c)| > |f(a)| e vamos provar que isso
sucede também quando f(a) # 0.

Seja entao h : D — C a fungao definida por

Como h néo é identicamente nula, sendo p a ordem do zero de h em a existe
uma fungdo analitica g : D — C tal que g(a) #0 e

;Ezi =1+4+g9(z)(z—a)? se z€D.
Pondo agora =) @
_ g®) —gla
(p(z)—W se z€ D,
existe r > 0 tal que B (a,7) C D e |p(2)| < 1/2se z € B (a,r). Como é
;Ezg =1+4+g(a)(z —a)’ + ¢(2)g(a)(z —a)? se z€ D,

temos entao
o az—ap_l a)(z—a)?’| se z€ Bla,r
> 40— a7l - @l -] s seBlan).  (181)

Por outro lado, sendo § = argg(a) e c=a + re~ /P temos também

g(a)(c—a)” = [g(a)| " = |g(a)(c — a)”|

pelo que

1+ g(a)(e — a)?] — 5 lg(a)(c — a)?] = 1+ 5 |g(a)(c — a)?| > 1,
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e de (18.1) resulta

195,
f(a)
como se pretendia.
[
Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto, limitado e conexo, e

f: D — C uma fun¢do analitica em D e continua em OD. Para cada w € D
é entao
|f(w)] < max {[f(z)| : z € ID}

valendo a desigualdade estrita se f nao for constante.

Demonstragao. Se f € constante a relagao do enunciado € trivialmente verda-
deira. Supondo que f ndo é constante, como D é compacto e |f| é continua,
existe um ponto a € D onde |f| é maximo. Dado que |f| ndo tem um méaximo
local em D entao necessariamente a € 0D, e para cada z € D é

[f(w)] <[f(a)] = max{|f(2)| : z € OD}.

Exemplo 18.2 - Dados a € C ¢ R € RT, seja f : B(a, R) uma funcio
analitica em B(a, R), continua em C(a, R) e ndo constante. Pondo

M(r) = max{[f({)] : [( —al =r} se rel0,R]

a fungcdo M é estritamente crescente.
Efectivamente, dados r,s € [0, R] tais que r < s e tomando ¢ € C tal que
|f(c)] = M (r), o coroldrio anterior mostra que |f(c)| < M (s).

Corolario 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e limitado, e f : D — C
uma fun¢do analitica em D e continua em OD. E entdo

sup | f(z)| = sup |f(z)].
z€D z€0D

Demonstragio. Dado w € 0D existe uma sucessao (z,) de pontos de D com
limite w, e da continuidade de |f| resulta

|f(w)| =lim [ f(zn)| < sup [ f(2)]
z€D

pelo que
sup |f(2)] < sup |f(2)].
z€0D z€D

Dado w € D seja agora C' a componente conexa de D a que pertence w.
Aplicando o coroldrio 1 ao conjunto C' tem-se

f(w)] < max | f(2)]

z€0C
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e do teorema 5.29 resulta ainda 8C C 8D. E assim

)] < max|f()] se ce D,

o que implica a relacao do enunciado.
|

Coroldrio 3 (Principio do médulo minimo) - Sejam D C C um conjunto
aberto e conexo, e f : D — C uma funcdo analitica. Se f mdo é constante
entio f anula-se em cada ponto onde |f| tenha um minimo local.

Demonstragdo. Suponha-se que |f| tem um minimo local num ponto a e
que f(a) # 0. Tomando r > 0 tal que B(a,7) C D e |f(z)| > |f(a)| para todo
o z € B(a,r), segue-se que f ndo se anula em B(a,r). Entdo 1/f define uma
fungao analitica em B(a,r), e como |1/ f] tem um méaximo local em a o teorema
anterior mostra que f é constante em B(a,r). Do principio do prolongamento
analitico 9.10 resulta agora que f é constante em D.

|

Exemplo 18.3 - Sejam D C C um conjunto aberto, limitado e conexo, e
f: D — C uma fungdo analitica em D e continua em OD. Se |f| é constante
em 0D e f nao se anula em D entdo f é constante.

Efectivamente, suponha-se que f néo é constante e seja p o valor de |f| em
0D. Atendendo ao coroldrio 1 temos |f(z)| < p para cada z € D, pelo que
o minimo de |f| em D & atingido nalgum ponto de D. Entdo o principio do
modulo minimo exige que f se anule em D contrariamente & hipétese.

Coroldrio 4 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo, e f: D — C
uma fungdo analitica. Se alguma das fungées Re (f) ou Im (f) tiver um extremo
local entao f é constante.

Demonstra¢ao. Para cada z € D temos

)ef(z) — Re(f(2)

pelo que os pontos de extremo local de Re (f) sdo os pontos de extremo local
de |ef } Como ef ¢ uma fungio analitica sem zeros, se Re (f) tiver um extremo
local os principios do médulo méximo e do médulo minimo exigem que ef seja
constante. Daqui resulta que f tem derivada identicamente nula e isto implica
que f seja constante. Quanto & segunda parte do enunciado, ela deduz-se da
primeira atendendo a identidade Im (f) = — Re(if).

[

Chama-se por vezes "paisagem analitica" de uma funcao de varidvel com-

plexa z ao grifico do seu médulo no espago tridimensional, como funcao das
coordenadas de z. Alguém formulou os principios do médulo maximo e do
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moédulo minimo com uma frase sugestiva: "Se uma funcao é analitica, na sua
paisagem analitica nao h& montes e quando chove s6 se formam lagos em torno
dos seus zeros"...

O principio do médulo minimo permite também estabelecer outra propriedade
caracteristica da Andlise Complexa.

Teorema 18.4 (Teorema da aplicagdo aberta) - Sejam D C C um
conjunto aberto e conexo, e f : D — C uma fun¢do analitica. Se f nédo é
constante o contradominio de f é um conjunto aberto.

Demonstragio. Seja ¢ = f(a) um ponto do contradominio de f. Como f
nao é constante, do principio do prolongamento analitico 9.10 resulta que existe
r > 0 tal que f(z) # ¢ para todo o z € C(a,r). Seja entdo

e=min{|f(z) —c|: 2€ C(a,r)} >0
e tome-se w € B(c,e/2). Dado z € C(a,r) temos
1f(2) —w| 2 |f(2) —c| = [w—c| >e—¢e/2=¢/2

e |f(a) —w| = |c—w| < &/2. Entdo o mimimo da fungdo |f —w| em B(a,r) é
atingido num ponto de B(a,r) e isto mostra que |f — w| tem um minimo local.
Como esta fung@o néao é constante, do principio do médulo minimo resulta que
ela se anula, ou seja, que w € f[D]. Conclui-se assim que B(c,e/2) C f[D] pelo
que c é interior a f[D].

|

Podemos agora estabelecer o seguinte resultado sobre a inversdo de fungoes
analiticas:

Teorema 18.5 (Teorema da funcgdo inversa) - Sejam D C C um
conjunto aberto, f : D — C wma fun¢do analitica e a € D. Se f'(a) # 0
existe um conjunto aberto U C D que verifica as sequintes condigdes:

1-a€U e f aplica injectivamente U sobre uma vizinhanga do ponto f(a).
2 - f'nao se anula em U e a fungdo inversa da restri¢do de f a U é analitica.

Demonstragio. Seja r > 0 tal que B(a,7) C D e |f'(z) — f'(a)] < |f'(a)| /2
se z € B(a,r). Temos entdo |f'(z) — f'(a)| < |f'(a)| se z € B(a,r) pelo que f’
nao se anula em B(a,r).

Por outro lado, como f(z) — f’(a)z é uma primitiva de f'(z) — f'(a), dados
u,v € B(a,r) temos

f0) = fu) = f(a) (v —u) = /v (f'(2) = f'(a)) dz,
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e sendo «y o caminho linear definido por v(t) = v + t(v — u) com t € [0,1], &
ainda

v 1
[ @@ -r@yd=e-w [ ¢ 6o) - @
Como o segmento [u, v] estd contido em B(a,r) obtém-se assim

F@) — £ - F@ -l <o - D < @@ -w) e v-uro

e daqui resulta
f)—f(u)#£0 se v—u=0.

Isto mostra que a restrigdo de f ao conjunto B(a,r) é injectiva e do teorema
da aplicagao aberta 18.4 deduz-se que f aplica B(a,r) sobre um conjunto aberto
G. Entéo, tomando p > 0 tal que B(f(a),p) C G, o conjunto

U={z€B(a,r): f(z) € B(f(a),p)}

é aberto (cf. teorema 3.7), verifica a primeira condigdo do enunciado, e f' nao
se anula em U.

Representemos agora por ¢ a restrigdo de f a U, e dados § > 0 e um ponto
b € B(f(a),p), seja ¢ = ¢~ 1(b). Como o conjunto ¢ [B(c,d)] é aberto, existe
e > 0 tal que B(b,e) C ¢[B(c,0)], e para cada w € B(b,e) necessariamente
¢~ H(w) € B(c, ). E entdo |7 (w) — @1 (b)| < 0 se Jw—b| < € e isto mostra
que ¢! & continua no ponto b. Como p~! é continua no seu domfnio e ¢’ nio
se anula em U, do teorema 6.9 resulta que ¢! é diferencidvel e conclui-se que
@~ ¢ uma funcdo analitica.

[

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto, f : D — C uma func¢do
analitica e a € D. Suponha-se ainda que f ndo é constante nalguma vizinhanga
de a e seja p a ordem do zero de f — f(a) no ponto a. FExistem entdo um
conjunto aberto U C D e uma fung¢do analitica ¢ : U — C que verificam as
sequintes condigoes:

1-a€Ue f(2) = f(a) + ¢P(2) para cada z € U.
2 - ¢’ nao se anula em U e ¢ aplica injectivamente U sobre uma vizinhan¢a
do ponto 0.

Demonstragdo. Sendo p a ordem do zero de f — f(a) no ponto a, o teorema
9.12 mostra que existe uma fungéo analitica g : D — C tal que g(a) #0 e

f(z)=fla)+ (z—a)Pg(z) se z€ D.

Pondo



a funcao h é analitica em D e anula-se no ponto a, pelo que existe r > 0 tal que
B(a,r) C D e |h(z)] <1 se z € B(a,r).
Entdo, como 1+ h(z) ¢ Ry se z € B(a,r), a fungdo ¢ definida por
o(2) = (2 —a)g"/P(a)(1 + h(2))"? se z e Bla,r)
é analitica, e da relagdo g(z) = g(a)(1 + h(z)) resulta
f(z)=fla)+ ¢P(2) se z € Bla,r).

Atendendo a definigdo de ¢ temos ainda

¢’ (a) = g"/P(a)(1 + h(a))'/” # 0,

e como é também @(a) = 0 o teorema anterior mostra que existe um conjunto
U C B(a,r) C D verificando as condigoes do enunciado.
]

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e f: D — C uma func¢do
analitica. Se f é injectiva entdo f' nao se anula e a funcdo inversa de f é
analitica.

Demonstra¢ao. Supondo que f’ se anula nalgum ponto a € D segue-se que o
zero de f — f(a) em a tem ordem p > 2. Com as notagoes do coroldrio anterior
seja

f(z) =fla) +¢"(z) se zeUCD,

em que ¢ aplica U sobre um circulo B(0,r). Dados w € B(0,7) e z; € U tal
que ¢ (z1) = w, existe zo € U para o qual

© (22) — weZ‘n’i/p

e tem-se entdo f (z1) = f (22), 0 que contraria a hipé6tese de f ser injectiva. A
segunda conclusao do teorema da fungao inversa mostra agora que para cada
z € D a fungao f~! é analitica no ponto f(z).

|

O corolario anterior ndo ¢ vdlido em Anélise Real, como se pode verificar
com o exemplo da funcio definida em R por f(z) = x3.

Por outro lado, a exponencial complexa mostra que o nao anulamento da
derivada de uma fung¢éo analitica ndo implica a sua injectividade, embora esse

seja um resultado verdadeiro em Anilise Real.

O principio do médulo méximo 18.1 permite enfraquecer as hipdteses na
aplicacao do teorema de Weierstrass 13.9, como resulta do teorema seguinte.
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Teorema 18.6 - Sejam D C C um conjunto aberto e limitado, e
fn i D — C uma sucessao de func¢do analiticas em D e continuas em OD.
Se (fn) for uniformemente convergente em 0D entdo a convergéncia também é

uniforme em D.

Demonstragio. Como (f,) converge uniformemente em 9D o teorema 7.6
mostra que para cada § > 0 existe uma ordem k tal que

sup |fm(2) — fu(2)] <3 se m,n > k.
z€0D

Aplicando o corolario 2 do principio do médulo méximo 18.1 & fungao f,, — fn
temos entao também

sup | fm(z) — fu(2)| <0 se m,n>k
zeD

pelo que

Sup|fm(z)*fn(z)|<6 se m,n >k
ZEB

e isto mostra que (f,,) converge uniformemente em D.
|

Exemplo 18.7 - Dados a C C e R € R, se uma série de poténcias de
z —a converge uniformemente em C(a, R) ela também converge uniformemente
em B(a,R).

Efectivamente, dada uma série Z::(’) ¢n(z — a)™ basta aplicar o teorema
anterior as fungdes f,, definidas por

fm(z):icn(zfa)" se 2z€ B(a,R).

n=0

Exemplo 18.8 - Sejam D C C um conjunto aberto, K C D um conjunto
compacto e f, : D — C uma sucessio de fun¢io analiticas. Se (fy) for
uniformemente convergente na fronteira de K entdo a convergéncia também é
uniforme em K.

Efectivamente temos K° C K pelo que 0K° C 0K e a convergéncia de (fn)
em JK° também é uniforme. Aplicando o teorema anterior segue-se que (f)
converge uniformemente em K°, e portanto também em K° UJK = K (cf.
exemplo 7.1).

Sejam D C C um conjunto aberto e f : D — C uma funcao analitica em
D e continua em D. Se D for limitado, o coroldrio 2 do principio do médulo
maximo 18.1 mostra que sup,cp |f(2)] = sup,csp |f(2)]. No caso de D ser
ilimitado esta relacao pode ja nao ser védlida como mostra o seguinte exemplo:
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Exemplo 18.9 - Sejam D = {z € C:|Re(z)| <7/2e Im(z) >0}, ¢ f a
fungdo definida em D por f(z) = exp (e_iz). Entao f ¢é limitada em 0D mas
é ilimitada em D.

Temos efectivamente

0D ={z€C:|Re(z)|=7/2 e Im(z) >0} U[-7/2,7/2].

Pondo z = 4m/2 + iy com y € Ry, é |f(2)] = |exp (+ieY)| = 1 e como f ¢
limitada em [—7/2,7/2] segue-se que f é limitada em OD. Temos, por outro
lado, limy_ o f(iy) = limy . exp (e¥) = 400, pelo que f nao é limitada em
D.

Se o conjunto D for ilimitado mas a fungao f for limitada, o teorema seguinte
mostra que a relagao sup,cp |f(2)| = sup,csp | f(2)| se mantém vilida.

Eeorema 18.10 - Sejam D C C um conjunto aberto ilimitado, e
f: D — C uma funcdo analitica em D e continua em 0D. Se f for limitada
tem-se

sup | f(z)| = sup |f(z)].
z€D z€0D

Demonstra¢do. Como na demonstragao do coroldrio 2 do teorema 18.1, da
continuidade de | f| em 0D resultasup,csp | f(2)| < sup,cp |f(2)| pelo que basta
estabelecer a relacao sup,cp |f(2)| < sup,cop |f(2)]-

Supondo sem perda de generalidade que f nao é constante, seja ¢ € D e
tome-se a € D tal que f(a) # f(c). Entdo a funcdo g : D — C definida por

g(a) = f/(a) o
o) =T =ID e D\ fa),

Z—a

¢ analitica em D, continua em D, e tem-se g (c¢) # 0. Além disso, por f ser
limitada é lim,_, g(z) = 0 e existe C' > 0 tal que

lg(2)] <C se z€D.

Ponha-se agora

M = sup [f(z)]
z€D
e para cada inteiro n > 1 seja
hn(2) = g(2)f"(2) se z € D. (18.2)

Como lim; . g(z) = 0, dado X > sup,c5p | f(2)| existe uma sucessao (R,,) tal
que lim R,, = 400, R,, > |c| para cada n e

lg(z)| < C (%) se |2|=R, e z€D. (18.3)
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Sendo D,, = DN B(0, R,,) pode entdo ver-se que é vilida a majoragéo

|hn(2)] < CA"™ se z € OD,,.

Efectivamente, se z € DN C(0,Ry,), de (18.2) resulta |h,(2)| < |g(z)| M" e
(18.3) implica |h,(z)] < CA™. Se z € 9D, mas z ¢ DN C(0, R,,) segue-se que
z € DNB(0,R,) e a condicio z € dD,, exige z € dD. Neste caso, das definicdes
de h,, e de A resulta directamente |h,,(z)] < CA™.

Atendendo ao coroldrio 2 do principio do médulo maximo 18.1 é entdo
|hn(2)] < CA™ para todo o z € D, e como |c| < R, é também |hy(c)] < CA™.

De (18.2) resulta agora
C 1/n
()
T2

e fazendo n — 400 obtém-se |f (¢)] < A. Dado que ¢ é um ponto genérico de
D segue-se que sup,cp |f(2)] < A, e como A > sup,cgp |f(2)| é arbitario isto

exige sup,ep | f(2)| < sup,eop [f(2)]-
| |

Um método desenvolvido por Phragmén e Lindelof permite ampliar a relagao
sup | f(z)| = sup |f(2)]
z€D z€0D

a funcoes ilimitadas e a certos conjuntos ilimitados, desde que |f(z)| ndo cresga
com demasiada rapidez quando z — oo.

No caso de D ser uma faixa ou semifaixa vertical, o resultado bésico é
traduzido pelo seguinte teorema:

Teorema 18.11 (Phragmén-Lindelsf, 1908) - Dados yo € [—00, +00[ e
a,b e R tais que a < b, sejam

D={ze€C:a<Re(z) <be Im(z) >y}

e f: D — C uma fun¢io analitica em D e continua em OD. Se existirem
constantes positivas A, B,y tais que v < 7/(b—a) e

|f(2)| < Aexp <Be”‘z‘> se 2z €D,

é entao
sup | f(2)] = sup [f(2)].
z€D 2€0D

Demonstragdo. Como na demonstracao do teorema anterior basta estabe-
lecer a relagao sup,cp |f(2)] < sup,cspp|f(2)], e sem perda de generalidade
pode supor-se que a fungéo |f| é majorada em 9D.

Tomando 0 € |y, 7/(b—a)], c = (a+b)/2 e e > 0, seja g. a fun¢ao definida
por

9e(2) = exp (—s <ei9(z—0) + e‘ie(z_c)» se z€D.
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Dado z =z + iy € D com z,y € R temos
Re (ew('z_c) + e_w(z_c)> = (ee‘y‘ + e_elyl) cosf(z — ¢),

e como [0(z —c)| = O]z —c| < 0(b—a)/2 < m/2, pondo p = cos (0(b— a)/2)
deduz-se cos@(x — ¢) > p > 0. E entao

lge(2)] < exp (fsu (eely‘ + e_e‘yl)) <1se z€D eIm(z)=y, (184)
e daqui resulta
|£(2)g:(2)| < Aexp (Be”‘z‘ — el <ee‘y| + efely‘» se z€D e Im(z) =y.

Sendo agora m = max {|a|,|b|}, na relagdo anterior temos ainda |z| < m + |y|
donde vem

Bell?l — ¢y (et‘)lyl + e—G\y\) < Be"me Wl ¢y (et‘)lyl + e—G\y\) ,
e portanto
|f(2)ge(2)] < Aexp <Be”mew‘y‘ —ep <ee|y| + e%}@\)) . (18.5)
Como da condigao v < 6 se deduz

m}f Be™eWl — gy <e9\y| + e—O\y\> = —00,
y—+oo

de (18.5) conclui-se
lim  [f(2)g:()] = 0. (18.6)

Im(z)—+o0

Dado A > sup,cgp | f(2)| temos por outro lado, atendendo a (18.4),
[f(2)ge(2)] <A se z€ 0D

e a relagdo (18.6) mostra que existe L > 0 tal que |f(z)g-(z)| < A se Im(z) > L
ez€D.
Suponha-se agora yo > —oo e considere-se o rectangulo

R={2ze€C:a<Re(z)<beyo <Im(z) < L}.

Temos entao | f(2)ge(2)| < A se z € OR, e do principio do médulo maximo 18.1
resulta |f(2)g-(2)| < A para cada z € R. E assim |f(2)g-(2)| < A para todo o
z € D, e tomando o limite quando ¢ — 0 deduz-se |f(2)] < A se z € D. E pois

sup | f(2)] <A se A > sup |f(2)],
z€D z€0D

o que exige sup.¢p | f(2)] < sup.epp | £(2)]-
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Na hipétese yg = —o0, da condigao v < 6 deduz-se ainda

lim Be™elV —ep <ee‘y| + e%}@\) = —00

Y——00

e atendendo a (18.5) e (18.6) conclui-se

lim =~ [f(2)g:(2)] = 0.

Im(z)—+o0

Dado A > sup,cpp|f(2)| existe entao L > 0 tal que [f(2)g-(z)] < A se
[Im(z)| > L e z € D. Por outro lado, considerando o rectangulo

R={z€C:a<Re(z)<be [Im(z)| <L}

verifica-se como anteriormente que é |f(2)g:(z)| < A para cada z € R. Daqui

resulta |f(2)g:(z)| < A para todo o z € D, o que conduz novamente ao resultado
pretendido.
n

Nota 18.12 - No enunciado do teorema anterior a condi¢do v < 7/(b — a)
nao pode ser enfraquecida. Efectivamente, tomando

D ={zeC:|Re(z)| <7/2 e Im(z) > 0},

esta condi¢ao equivale a 7 < 1, e para a funcao f do exemplo 18.9 temos
|f(2)] <exp }e_iz} < exp (e|z|).

Para um sector do plano complexo limitado por duas semi-rectas pode agora
estabelecer-se o seguinte resultado:

Coroldrio - Dados a, 8 € R tais que a < 5 < o+ 2w, sejam
D:{rew:r>0 ea<0<p},

e f: D — C uma funcio analitica em D e continua em OD. Suponha-se que
existem constantes positivas A, B~y tais que v < /(8 — «a) e

|f(2)] < Aexp (B|2|") se z€D.
Tem-se entdao
sup [ f(z)] = sup [f(2)].
zeD z€0D
Demonstragio. Sendo E = {z € C: a < Re(z) < 8}, como a funcado definida

por ¢(z) = €** transforma E em D e OF em 0D \ {0}, tem-se

sup |f (p(2))] = sup [ f(2)]
zER z€D
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sup [f(p(2)[ = sup |f(2)].

z€0E z€dD\{0}

Basta agora aplicar o teorema anterior, notando que a condi¢ao imposta sobre
f conduz a

If (p(2))] < Aexp (B }eiz}ﬂ{) < Aexp (Be”‘zl) se z€ E

e que

sup |f(z)] = sup [f(2)].

2€0D 2€8D\{0}
[ ]

Exemplo 18.13 - Seja f wma funcdo inteira e suponha-se que existem
constantes positivas A, B, tais que v < 1/2 e

|f(2)| < Aexp (Blz|") se ze€C.

Se existir o € R tal que f é limitada na semi-recta {re’®:r >0} entio a
funcao f é constante.
Efectivamente, fazendo 8 = a + 27 no coroldrio anterior temos

D=C\{re":r>0} e 9D ={re"*:r>0}.

Deduz-se entdo que f é limitada em D = C e a conclusio resulta de aplicar o
teorema de Liouville.

Exemplo 18.14 - Seja f uma func¢do inteira e suponha-se que existem
constantes positivas A, B,y tais que v <1 e

|f(2)] < Aexp(B|z]") se z€C.

Se f for limitada ao longo do eixo real ou do eizo imagindrio entdo a funcdo f
€ constante.

Efectivamente, suponha-se por exemplo que f é limitada ao longo do eixo
real. Aplicando o coroldrio anterior com « = 0, 8 = 7w ecom a =7, f = 27
resulta que f é limitada em C e a conclusdo obtém-se aplicando o teorema de
Liouville.

O teorema de Phragmen—Lindelof 18.11 permite também obter majoragoes
mais precisas do médulo de uma fungao analitica limitada, definida numa faixa

vertical:

Teorema 18.15 -Dados a,b € R tais que a < b, sejam

D={z€C:a<Re(z) <b}
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e f: D — C uma funcdo analitica em D e continua em OD. Se f for limitada,
pondo
M(x)= sup |f(2)] se a<z<b
Re(z)=z
tem-se
M(z)b™* < M(a)*"*M(b)*™% se a <z <b.

Demonstra¢ido. Suponha-se em primeiro lugar M(a) > 0 e M(b) > 0, e
considere-se a fun¢@o g definida por

b—z -

g(z) = M(a)®=a M(b)5= se z e C.

Entéo g e 1/g sao fungdes inteiras, e se Re(z) = z € [a,b] tem-se
l9(2)| = M(a)P= M(5) 7% > min {M(a), M(b)}

pelo que 1/g é limitada em D. Tem-se ainda

(|1

Re(z)=z g(Z)

> M(z) se a<zxz<b

)

M (a) 5= M(b) 5=+
Aplicando o teorema de Phragmén-Lindelsf 18.11 a fungdo f/g obtém-se entao

e em particular

. 5

Re(z)=a g(z)

)=, (156

M(z) — <1 se a <z <,

M{(a)v= M(b)i=e

o que equivale & desigualdade do enunciado.

Supondo finalmente M (a)M(b) = 0 e considerando, por exemplo, o caso
M(a) = 0, pode ver-se que que o enunciado permanece valido pois f é entéo
identicamente nula. Efectivamente, se M(b) = 0 isto resulta directamente do
teorema de Phragmén-Lindelsf 18.11. Supondo M (b) > 0, para cada ¢ > 0 tal
que € < M (b) ponha-se

M. (z)= sup |f(z)+¢| se a<z<b.
Re(z)=z

Temos entdao M:(a) = ¢ > 0 e M.(b) > M(b) —e > 0, pelo que a parte jd
demonstrada do enunciado conduz a

]\45(96)Szell::_zng(b)E se a<z<hbh.

Daqui vem

M(z) < M(z)+e <ebs (M(b)+¢e)= +e se a<az<b
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e fazendo € — 0 resulta M(x) = 0 se x € [a, [, 0 que contraria a hipGtese pois
isto implica M (b) = 0.
|

Nas condigoes do teorema anterior, se f nao for identicamente nula as cons-
tantes M (a) e M(b) sdo ambas positivas, e tomando logaritmos na desigualdade
do teorema obtém-se

b—x T —a
<
In M(z) < 2 alnM(a)+ -

InM(b) se a <z <h.

Como a recta que une os pontos (a,ln M(a)) e (b,In M (b)) tem equagao

b—x T—a
Yy = bialnM(a)—i— bfalnM(b)’

aquela desigualdade traduz que o ponto (x,In M(z)) estd situado abaixo desta
recta e isto significa que a fungdo In M é convexa.

Exemplo 18.16 - Dados a,b € R tais que a < b, sejam
D={zeC:a<Re(z) <b}

e f: D — C uma fungio limitada, analitica em D e continua em 0D. Entdo
é continua a funcao M definida por

M(x)= sup |f(2)] se a<z<bh.
Re(z)=z

Efectivamente, dado ¢ € [a,b] e tomando = € Jc,b] temos, pelo teorema
anterior,

x—c

M(z) < M(c)#=% M(b) 3=

e daqui resulta lim,_, .+ M(z) < M(c). Por outro lado existe uma sucessao (,,)
de pontos de ]c,b] tal que limz,, = ¢ e lim M (x,,) = lim_,_, + M(x). Tomando
z=c+ 1y com y € R e pondo z, = x,, + 1y, segue-se que

[f(2)] = 1im [f(zn)| < Tm M (z,) = lim,_, .+ M ().

E assim |f(z)| < lim, .+ M(z) se Re(z) = ¢, o que exige M(c) < lim, .+ M(z).
Temos entdo lim,_ .+ M(z) = M(c) e andlogamente se mostra que para cada
¢ €la,b] & lim, .- M(z) = M(c).

Se o dominio for uma coroa circular podemos agora estabelecer um resultado
atribuido a Hadamard.

Coroldrio (Teorema dos trés circulos) - Dados 71,72 € R tais que

ry < re, sejam
D={zeC:r <|z| <ro}
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e f: D — C uma funcio analitica em D e continua em OD. Entdo, para a
funcdo M definida por

M(r) = sup [f(2)] se m <7<,

[z|=r
tem-se

M(T)ln(m/rl) < M(Tl)ln(7‘2/r)M(T2)ln(7'/7"1) se 1 <r <7y

Demonstragao. A fungao ¢ definida por p(z) = e* transforma a faixa vertical
E={zeC:Inr; <Re(z) <Inrqe}
em D e cada recta Re(z) = Inr na circunferéncia C(0,r). Pondo

L(z)= sup |f(e®)] se Inm <z <lnrg
Re(z)=z

é entdo M(r) = L(Inr) e o enunciado resulta directamente de aplicar o teorema
anterior & fungdo f oy em F.
|

O teorema de Phragmén-Lindelsf 18.11 pode também ser usado para estimar
a rapidez de crescimento de certas funcoes analiticas definidas em semifaixas
verticais e que nao sao limitadas na fronteira do seu dominio.

Teorema 18.17 (Lindelsf, 1908) - Dados yo > 0 e a,b € R tais que a < b,
sejam
D={zeC:a<Re(z) <b e Im(z) >yo}

e f: D — C uma funcio analitica em D e continua em OD. Suponha-se que
existem constantes positivas o, 3, C tais que

Ifla+iy)| < Cy™ e |f(b+iy)| < Cy® se y>yo.

Sendo X\ a fungdo linear definida em C pelas condig¢oes X (a) = a e A(b) = 5,
existe entdo uma constante M tal que

@ +iy)| < My*™) se zefab] e y=yo

Demonstracao. Seja g a funcao definida por

g(z) — e)\(z) ln(fiz)-

Dado z = x+iy com z,y € R temos In (—iz) = In (y — ix) pelo que g & analitica
no semiplano Im(z) > 0. Temos ainda

. . x
1-— z—‘ + ¢ arctan (——) ,
Y Y
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e como A(z) tem a forma cz+d com ¢,d € R, é entdo

Re (A(2)In(—iz)) = A(z) Iny + h(2)

em que
T T
h(z) = A(x)In|l1 — z—‘ — ¢y arctan (——) .
Y Y
Dado que
z\| _ lzl _ [
arctan | — = arctan <
Y Y Y

segue-se que h ¢ limitada em D, e daqui resulta que existe uma constante A

para a qual .
"l < A se 2€D.

Como
lg(2)] = "M@ Imy — h(ZyA@) g0 ;= g 44y e D,

das hipéteses feitas sobre f conclui-se agora
‘% < Ce™ ™) < CA se Re(z) € {a,b} e y>1o,

e dado que f/g é limitada no conjunto compacto
{z € C:Re(z) € [a,b] e Im(z) =yo}

segue-se que f/g ¢ limitada em 9D. O teorema de Phragmén-Lindelsf 18.11
mostra entdo que existe uma constante B que majora |f/g| em D, e temos
assim

|f(2)] € Be"® @) < AByM®) se 2 =z +iy com z € [a,b] ey > yo,

o que estabelece o enunciado.
|

Coroldrio - Dados yg > 0 e a,b € R tais que a < b, sejam
D={zeC:a<Re(z) <b e Im(z) > yo}

e f: D — C uma funcido analitica em D e continua em OD. Suponha-se
ainda que existem constantes positivas «, 8,C tais que

[fla+iy)| < Cy* e [fb+iy)| < Cy® se y>yo.
Entao a fungdo p definida em [a,b] por

() =inf{y>0: f(z+iy) =0 (y") (y — +o0)},

272



verifica a condi¢do

b—x r—a
bh—

se x € [a,b].

Demonstra¢ao. Para cada € > 0 existe uma constante C; tal que
|f (at+iy)| < Ccy @ e |f (btiy)| < Cy' @ se y >y,

Sendo A; a fungao linear tal que A; (a) = p(a)+¢c e Az (b) = p(b)+¢, do teorema
anterior resulta
w(z) < A (z) se z € [a,bl.

Como & .
—x T—a
Ae =X(a)——+ A (b )
(1) = Ao (0) =2 +Ac (0) 7=
a desigualdade do enunciado obtém-se agora tomando o limite quando & — 0.
|

O corolédrio anterior mostra em particular que g é uma fungao convexa.

Exemplo 18.18 - Nas condig¢des do coroldrio anterior a fun¢ao 1 é continua
em ]a, b|.
Efectivamente, dado ¢ € ]a, b e tomando x € |¢, b] temos

() < ey — + (b=

o que implica lim,_ .+ p(z) < p(c). Temos também

r—cC c—a
+

()

Tr—a r—a

p(c) < p(a)

pelo que lim, .+ pu(z) > p(c). E pois lim,_,.+ p(z) = pu(c) e do mesmo modo
se prova que lim,_, .- p(x) = u(c).

Nota 18.19 - Sendo M e p as fungdes introduzidas respectivamente no
teorema 18.15 e no coroldrio do teorema 18.17, a convexidade de In M e de u
leva a que aqueles resultados sejam algumas vezes referidos como o primeiro e
o sequndo teorema da converidade para funcgoes analiticas.
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19 - O lema de Schwarz e o teorema da aplicagao de Riemann

O principio do médulo méximo conduz directamente a um resultado com
numerosas aplicagoes conhecido por Lema de Schwarz.

Teorema 19.1 (Lema de Schwarz) - Dado R € R* sejam
f:B(O,R) —C

uma fungdo analitica tal que f(0) =0, e M um majorante de |f|. Tem-se entdo

1£(2)| < % 2 se 0<|2| <R (19.1)

[F(0)] <

Além disso, se em (19.1) for vdlida a igualdade para algum z € B(0, R) \ {0},
ou se for vdlida a igualdade em (19.2), existe v € C tal que |y| =1 e

(19.2)

f(z)= 'y%z se z € B(0,R).

Demonstragdo. Seja g a fungéo definida em B(0, R) por g(0) = f/(0) e

9(z) = @

Entéo g é analitica em B(0, R)\{0} e continua em 0, pelo que também ¢é analitica
nesse ponto. Dados z € B(0, R) e r € ]|z|, R, pelo principio do médulo méximo
temos

se 0<|z| <R.

M

l9(2)] < maxg(Q)] < ==

e tomando o limite quando r — R resulta

M
< =
902 < 7

o que estabelece as duas desigualdades do enunciado.

Finalmente, se se verificar alguma das hipdteses da segunda parte do enun-
ciado existe z € B(0, R) tal que |g(z)| = M/R e o principio do médulo méximo
exige que g seja constante. Existe entdo v € C tal que |y| =1 e g(z) = yM/R
para todo o z € B(0, R), o que equivale a

f(z):%z se z € B(0,R). |
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Uma funcao analitica em B(0, R) cuja parte real é majorada pode nao ser
limitada, como mostra a funcao f definida em B(0, 1) por iIn(1—z). Neste caso
temos efectivamente Re(f(z)) = —arg (1 — 2z) e Im(f(2)) = In|1 — 2|, pelo que
[Re(£(2))] < 7/2 e lim. 1 [Tm(f(2))| — +oc.

Usando o lema de Schwarz pode no entanto estabelecer-se uma desigualdade
que permite majorar o médulo de uma fungao analitica em B(0, R) a partir de
um majorante da sua parte real:

Teorema 19.2 (Borel-Carathéodory) - Dado R € Rt seja
f:B(0,R) — C
uma fungdo analitica em B(0, R) e continua em C(0,R). Pondo

A(r) =maxRe(f) e M(r)=max|f(z)| se re€][0,R],

|z|=r |z|=r
tem-se 9 R4
r r
M A < .
(r)_R_T (R)+R—r|f(0)| se 0<r<R
Demonstrag¢iao. Consideremos em primeiro lugar o caso f(0) = 0. O

enunciado é entdo trivial se f for constante, e se isto ndo suceder o corolédrio
4 do principio do médulo méximo mostra que é A(R) > Re(f(z)) para todo o
z € B(0,R). Temos assim A(R) > 0 = Re(f(0)), e partindo de f(z) = u+ v
com u,v € R resulta

12A(R) — f(2)]* = (QA(R) — u)® +v? = 4A(R) (A(R) — u) + u® +v* > u® +v°.
E pois [2A(R) — f(2)| > |f(2)| se z € B(0, R) pelo que, pondo

e
#E) = 24w - )

fica definida uma fungao analitica em B(0, R) tal que ¢(0) =0 e |p(z)| < 1 para
todo o z € B(0, R).
Do lema de Schwarz resulta agora

2]

P <5 se Al <R

ou seja,
R|f(2)] < |2 |2A(R) — f(2)] < [2| (A(R) + |f(2)]) se [2| <R
e portanto

27|

FGI< g

A(R) se |z| <R.
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Dado r € [0, R[ obtém-se entdo

M(r) < 2r

- R-— TA(R)

e o enunciado fica estabelecido neste caso.
Passando ao caso geral temos agora

‘rglglf(Z) - fO)] < RQi -

(A(R) —Re (£(0)))
e o enunciado resulta das desigualdades
gllgslf(Z) —fO)] = M(r) = [f(0)] e A(R)—Ref(0) < A(R) +[f(0)].

O teorema anterior permite ainda estabelecer um resultado que representa
um refor¢o substancial do exemplo 14.17.

Coroldrio (Lema de Hadamard) - Sejam [ uma fungdo inteira e o > 0.
Se existirem uma constante C' > 0 e uma sucessao de nimeros positivos (ry)
tais que limr, = 400 e

Re(f(2)) < Clz" se [z] =mn,
entdo f é um polindmio cujo grau nao excede c.
Demonstra¢ao. Aplicando o teorema anterior com R = 27 obtém-se
M(r) < 2A(2r) + 3|f(0)].

Temos assim
M (rn/2) < 2Cry + 3| £(0)]

e existe uma constante L > 0 tal que
M (rn,/2) < Lry .

Por outro lado, sendo ZISE) cn 2" a série de Maclaurin de f, das desigual-
dades de Cauchy resulta

M(r) > |eg| 78 se k> 0.
Para cada k > 0 temos entao
lek| < 2kerL‘_k

e fazendo n — 400 conclui-se ¢, = 0 se k > a.
| ]
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Como aplicagao do lema de Schwarz podemos também caracterizar todas
as fungoes analfticas que aplicam injectivamente o conjunto B(0,1) sobre si
préprio. Comegaremos por um teorema que descreve as propriedades de uma
classe particularmente importante de fungoes daquele tipo.

Teorema 19.3 - Para cada a € B(0,1) seja ¢, a fungdo definida por

a—=z

@a(z) = 1 _ az'
Entio o, ¢ analitica em B(0,1), aplica injectivamente cada um dos conjuntos
B(0,1) e C(0,1) sobre si proprio e tem-se p; ' = @, .

Demonstragio. A fungdo ¢, tem dominio D, = C ou D, = C\ {1/a}
consoante for a = 0 ou a # 0. Como ¢, é analitica em D, e |a| < 1, segue-se
que existe 7 > 1 tal que ¢, é analitica em B(0,r).

Por outro lado, dado z € C(0,1) temos 1 —az = 2Z — az pelo que

a—=z a—=z

pa(2)] =

zZ—a

2z —az

e ¢, aplica C(0,1) em C(0,1). Notando que |p,(0)] = |a| < 1, do principio do
modulo méximo resulta entdo |¢,(z)] < 1 se |z| < 1, e isto mostra que ¢, aplica
B(0,1) em B(0,1).

Finalmente, para cada z € D, verifica-se directamente que ¢, (¢,(2)) = z
pelo que ¢, ¢é injectiva e ;' = ¢,. Dado z € B(0,1) e pondo

w=,(2) € B(0,1)

segue-se que @, (w) = z e isto mostra que ¢, aplica B (0,1) sobre B (0,1).
Daqui resulta entao que ¢, aplica B(0,1) sobre B(0,1) e C(0,1) sobre C(0,1).
=

Teorema 19.4 - Seja [ uma aplica¢ao analitica e injectiva de B(0,1) sobre
B(0,1). Pondo a = f~%(0), existe 6 € R tal que

0 A — Z
610

f(z) =

1—az
Demonstracao. Seja ¢, a funcdo definida no teorema anterior e ponha-se
g = fo ¢,. Entéo g aplica injectivamente B(0,1) sobre B(0,1) e tem-se

9(0) = f (¢,(0)) = 0.

Aplicando o lema de Schwarz 19.1 sucessivamente a g e a g~ '

resulta

9(2)| < |2 = [97" (9(2))] < lg(2)] se 2 € B(0,1)
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e existe uma constante v de médulo unitério tal que
g(z) =vz se |z] < 1.
Pondo § = arg~ e notando que f = go ¢! = go ¢,, conclui-se
F(2) = 7pa(2) = €9, (2)

para todo o z € B(0,1).
|

Coroldrio - Dados r, R > 0 seja f uma aplicagdo analitica e injectiva de
B(0,7) sobre B(0,R). Pondo a = f~1(0), existe § € R tal que

a—=z

z) =e%rR .
7(2) e
Demonstracao. A fungdo g definida por

glw) = %f(r'w) se |w| <1

¢ uma aplicac@o analitica e injectiva de B(0, 1) sobre B(0, 1), tal que g(a/r) = 0.
Entéo, atendendo ao teorema anterior existe § € R para o qual

0 /T —w
g(w) =e em se |'UJ| < 1.
Temos assim
Q= TWw
frw) =e?R—— se |w| <1
r

e pondo w = z/r obtém-se o enunciado.
]

As fungbes ¢, definidas no teorema 19.3 podem ser utilizadas na resolucdo
de uma vasta gama de problemas em Andlise Complexa, como se ilustra no
seguinte exemplo:

Exemplo 19.5 - Uma fungdo inteira cujo mddulo seja constante em C(0,1)
é um polinémio da forma az™.

Efectivamente, seja f uma funcao nao identicamente nula nestas condigoes.
Se f nao se anula em B(0,1) o exemplo 18.3 mostra que f é constante em
B(0,1) e do principio do prolongamento analitico 9.10 deduz-se que f é da
forma indicada com n = 0. Suponha-se agora que f se anula em B(0,1) e seja
(21, ..., 2n) uma sucessdo formada pelos zeros de f neste conjunto, em que cada
zero figura um nmimero de vezes igual ao grau de multiplicidade respectivo.

Pondo g = ¢,,...¢p, , como os zeros de f e g em B(0,1) sdo os mesmos e tém
o mesmo grau de multiplicidade, os zj sdo singularidades removiveis de f/g.
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Notando ainda que os polos de g nos pontos 1/z; tais que zj # 0 sdo também
singularidades removiveis de f/g, podemos tratar f/g como uma fungéo inteira
com zeros nesses pontos. Dado que esta fun¢do tem mdédulo constante em C(0, 1)
e ndo se anula em B(0, 1) resulta, como anteriormente, que f/g é constante em
C. Entdo g nao tem polos em C, pelo que os zj sdo necessariamente nulos e
conclui-se que existe ¢ € C tal que

f(z) = cpp(z) = c(-1)" 2"
para todo o z € C.

Associando o lema de Schwarz 19.1 as funcoes ¢, podem também obter-se
resultados mais detalhados sobre as fungdes analiticas que aplicam o conjunto
B(0,1) em si préprio.

Teorema 19.6 (Lindeldf) - Se f é uma fungio analitica que aplica o
conjunto B(0,1) em si préprio, para cada z € B(0,1) tem-se

FOL= [ _ (0o 1O+
O E AR ONER

Demonstragdo. Sendo a = f(0) e pondo g = ¢, o f temos ¢g(0) = p,(a) = 0.
Aplicando o lema de Schwarz 19.1 & funcdo ¢ resulta entdo |g(z)| < |z| para
cada z € B(0,1), ou seja

a—[f(z)
1-af(z)

Pondo agora b = f(z) e partindo da identidade

la—b> + (1 - |a|2> (1 - |b|2> — 1 —ab|?

<lz] se |z| <1 (19.3)

obtém-se
2 2 2 2
oo _ o, (1oleP) (12|b| )., (1-iP) (12|b| )
1—ab |1 —ab| (L —lal |b])
_ [ dal=pel [P
1 —|al (0]
Temos assim
a—f(2) | o llal = If(2)]l
1—af(z)| ~ 1—|al|f(2)|
e de (19.3) deduz-se
lla] = [f(=)]|
Tl 170\ Al 1702)] <|z| se |z| < 1.
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Para cada z € B(0,1) é entao

[f(2)] = lal la| = 1/(2)]
———— <|z| e /=7 <7,
el = Tl =

e as desigualdades do enunciado resultam agora de ser a = f(0).

Teorema 19.7 - Se f é uma fungdo analitica que aplica o conjunto B(0,1)
em si proprio, para cada z € B(0,1) tem-se

Lz

Demonstrag¢io. Dado a € B(0,1) seja b= f(a) e g = p, 0 fop,. Entéo a
fungdo g é uma aplicacdo de B(0,1) em B(0, 1) que verifica

9(0) = ¢y (f(a)) = ¢ (b) = 0

e do lema de Schwarz 19.1 resulta |¢’(0)| < 1. Temos no entanto

9'(0) = ¢ (f (9a(0))) £ (#a(0)) £ (0) = @3, (b) f' (@), (0)

e por derivacao directa verifica-se que

1
"0)=la* =1 e ¢)(b) = ——.
A0 = 1o =1 e H0) = 17—
Obtém-se assim
) 21l <
1- o] ~

o que equivale ao enunciado.
|

Teorema 19.8 - Seja f uma fun¢do analitica que aplica o conjunto B(0,1)
em si prdprio. Se a equagdo f(z) = z tiver mais de uma solu¢do entdo f é a
fungao identidade.

Demonstrag¢io. Dados a,b € B(0,1) tais que a # b, f(a) = a e f(b) = b,
seja g = ¢, o f op,. Temos entdo g(0) = ¢, (f (a)) = ¢,(a 0 e, pondo
c= (pa(b) #0,¢é @a(c) = (pz;l(c) = b pelo que g(c) = Pa (f(b)) = @a(b) =c

Aplicando a g o lema de Schwarz 19.1 resulta que existe uma constante
tal que g(z) = 7z para todo o z € B(0, 1), mas a condicdo g(c) = c exige v = 1.
E assim f o, = ;' = ¢, pelo que f =, 0.

]

I e

As fungdes definidas no teorema 19.3 permitem também estabelecer uma

importante generalizacdo da desigualdade (19.1) para fungées analiticas em
B(0,1).
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Teorema 19.9 - Sejam f : B(0,1) — C uma fun¢do analitica, limitada e
nao identicamente nula, e M um majorante de |f|. Seja ainda (21, ..., 2,) uma
sucessdo finita de zeros de f em que cada zero figura um nidmero de vezes ndo
superior a sua ordem. Tem-se entdo

Z — 2k

se z € B(0,1).

1—7Zpz

FEI <M ]
k=1

Além disso, se ma relacao anterior for wvdlida a igualdade para algum
z € B(0,1)\ {z1,..., 2n}, existe v € C tal que |y =1 e

para todo o z € B(0,1).

Demonstragdo. Seja g = ¢, .0, e tome-se z € B(0,1). Se g(z) =0 ¢
também f(z) =0 e a desigualdade do enunciado é valida para z.

Supondo g(z) # 0, seja ro = max{|z|, |z1], ..., |2n|} € ponha-se
") ol e n<r<
p(r) = sup |—| se o <r <L
Ic)=r19(C)

Como no exemplo 19.5 podemos considerar que a expressdo f/g define uma
fungdo analitica em B(0, 1) e do principio do médulo méximo resulta

'f(Z) f©)

—~| < sup —‘<Mu(7“) se ro <r <1

9(2)| ™ i¢=r19()

Seja agora (c,) uma sucessao de complexos tais que rg < |c,| < 1,

pllel) = | =2

e lim |¢,| = 1. Passando se necessdrio a uma subsucessdo podemos supor que
(cn) converge para um ponto ¢ € C(0,1). Como para todo o n é

1) M
‘g@ < Mu(lea) = o
temos f( ) M M

'g(z) sty " M

e obtém-se a desigualdade do enunciado.
Finalmente, supondo que é |f(z)| = M |g(z)| para algum z ¢ {z1,...,2,},

como g(z) # 0 tem-se
'M _

g(z)|
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e do principio do médulo méximo resulta que f/g se reduz-se a uma
constante aM, com |o| = 1. Para todo o z € B(0,1) \ {z1, ..., 2, } temos pois
f(z) = aMg(z) e esta igualdade é trivial quando z € {z1,..., 2, }. O enunciado
¢ entao vélido com v = (—1)" a.

|

O teorema anterior permite obter uma estimativa eficaz sobre o nimero de
zeros de uma fungédo analitica, conhecida por desigualdade de Jensen.

Coroldrio 1 (Desigualdade de Jensen) - Dado R > 0, seja f : B(0,R) — C
uma fung¢ao analitica, limitada, e tal que f(0) # 0. Para cada r € ]0,R]
represente-se por N(r) o nimero de zeros de f em B(0,7) contados de acordo
com as ordens respectivas, e seja M = sup|f|. Tem-se entdo

R 1 M
< .
N<1+s) S htxo oy ¢ €70

Demonstra¢ao. Dado € > 0 sejam

R
r= ,
1+¢

e (21, ..., Zm) uma sucessao formada com os zeros de f em B(0,r), onde cada zero
figura um nimero de vezes igual & sua ordem. Seja ainda g a funcao definida
em B(0,1) por g(z) = f (Rz2).

Como cada zx/R é um zero de g, mudando f em g no teorema anterior e
fazendo z = 0 temos

m
FO)] = 19(0)] < suplg| T] | 55| = =iz,
k=1

Da desigualdade
1 m| > (1 5)m
resulta entao

m i
W+a™ < TFoy

o que equivale & férmula do enunciado.
|

Nota 19.10 - Existe uma versao do coroldrio anterior na forma de uma
identidade, que pode ser estabelecida sem recorrer ao teorema 19.9.

Teorema (Jensen) - Dado R > 0 seja f uma funcio analitica em B (0, R)
que ndo se anula na circunferéncia C (0, R), e tal que f(0) # 0. Seja ainda
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(21, ..y 2n) uma sucessio formada com os zeros de f no circulo B(0, R), em que
cada zero figura um numero de vezes igual ¢ sua ordem. Tem-se entdo

|f( )| B i/27r1n|f(Rem)}d9.
0

|zl Zn] 2

Demonstragdo. Suponha-se em primeiro lugar R = 1 e seja F' a fungao

definida por
L ZkZ
1 Z— Zk

Sendo D C C o dominio de f, a inclusdo B(0,1) C D mostra que
d(0,C\ D) > 1, e para todo o r tal que 1 < r < d(0,C\ D) a fungdo F
¢ analitica em B (0,7). Como F ndo se anula em B (0,1) e o conjunto dos
seus zeros em B (0,7) é finito, pode escolher-se r > 1 tal que F' ndo se anule
em B(0,7). Existe entdo um ramo do logaritmo de F' em B(0,7) e sendo 7 o
caminho circular definido por () = € com 6 € [0,2x], pela férmula integral
de Cauchy temos

1 InF(z 2
wr0) = g [P0~ L i

Tomando a parte real desta identidade resulta

2w
In|F(0)] %/O In|F (") do,

e como
P =1 ) T gy = 17 )
obtém-se o
In Zf(oz)n :% /0 In|f (e)]do.

Passando finalmente ao caso geral, seja g a funcdo analitica em B (0,1)
definida por g(z) = f (Rz). Como os zeros de g séo os zi/ R, usando a identidade
acabada de estabelecer temos

g(O)R"
Z1...2n

= 1 /%ln}g (ew)}dH
2 0 ’

o que equivale & férmula do enunciado.
|

Coroldrio 2 (Blaschke, 1915) - Seja f : B(0,1) — C uma fungado
analitica, limitada, com uma infinidade de zeros e nao identicamente nula. Seja
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ainda (zp) uma sucessao formada com os zeros de f, em que cada zero figura
um niumero de vezes nao superior ¢ sua ordem. Tem-se entdo

—+o0

Z(l —|zn|) < +o0.

n=1

Demonstragio. Supondo f(0) # 0 e fazendo z = 0 no teorema 19.9 vemos
que a sucessao |z1...z,| € minorada por

£(0)]
sup[f| =

Como esta sucessao ¢ decrescente, segue-se que ela converge para um certo limite
A > 0 e daqui resulta que a série Zzz In |z, | converge para In A. Temos entao
lim|z,| = 1 pelo que 1 —|z,| ~ —1In|z,| e isto prova que a série Z:ﬁ(l —|znl)
também é convergente.

Supondo agora f(0) = 0, seja m a ordem do ponto 0 como zero de f e
consideremos a fungao analitica g : B(0,1) — C definida por

g(z) = J;S? se z€ B(0,1)\ {0}.

Como ¢(0) # 0 e g também ¢ limitada, tomando um indice p tal que 2z # 0
para k > p pode aplicar-se a parte do teorema ja estabelecida a funcéo g e &
~ . ] “+o00
sucessdo (25),>,- Resulta assim que a série ) 2 (1 — |2|) converge, pelo que
o enunciado permanece vélido neste caso.
]

Coroldrio 3 - Sejam (z,) uma sucessio de pontos distintos de B(0,1), E
o conjunto dos z, e f,g: B(0,1) — C duas fungdes analiticas e limitadas que
coincidem em E. Entao, se a série

+oo

> (1= |zl)

n=1

for divergente as funcoes f e g sdo idénticas.

Demonstra¢ao. Nas condigoes do enunciado f — g é uma fungdo analitica
e limitada, com um zero em cada ponto z,. Entao o coroldrio anterior mostra
que f — g é identicamente nula.

[

Vamos agora provar que a condi¢ao de Blaschke dada pelo corolario 2 do
teorema anterior é também suficiente para que uma sucessdo (z,) de pontos
de B(0,1) seja a sucessdo dos zeros de uma funcdo analitica que aplica este
conjunto em si proprio.
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Teorema 19.11 (Blaschke, 1915) - Seja (z,) uma sucessao de pontos de

B(0,1) tal que

—+o0

D (1= |zn]) < +o0.

n=1
Eziste entao uma fungdo analitica f : B(0,1) — B(0,1) cujos zeros sao 0s
zn € tal que a ordem de cada zero é igual ao numero das respectivas ocorréncias
na sucessao (zp).

Demonstragio. Para cada indice n seja f, a funcdo definida em B(0,1) por

In(z) = P ¢, (2) = o 1-7 se zp, #0
e
fa(2) = —pp(z) =2 se z, =0.
Dado z, # 0, para cada z € B(0, 1) temos
([2n] = 1) (25 + |2n] )
n(z) —1= —
fa(z) zn (1 —Zp2)
pelo que
1+ |z
1< (1= |z |)—2L
) =11 < (1= anl) T2
Se z, # 0 é assim
2

[fn(z) =1 < (1 -]z |)17|Z|
e esta desigualdade permanece vilida quando z, = 0.

Sejam agora K um subconjunto compacto de B(0,1) er = max {|z| : z € K}.
Temos entao

se ze K

[fn(2) =1 < (1= |zn])

2
1—r
e o critério de Weierstrass mostra que a série Z:j |fn(2) — 1| converge

uniformemente em K. Atendendo ao teorema 17.5 a func@o f definida em
B(0,1) por

+o00o
1) =TT fal2)

é analitica e os seus zeros tém as propriedades exigidas. Como cada f, aplica
B(0,1) em B(0,1), dado z € B(0,1) tal que f(z) # 0 temos ainda

+oo +o00o
= AT a2l < T] 1al2)l <1

n=2 n=2

e conclui-se que f também aplica B(0,1) em B(0,1).
|
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Atendendo & importancia do teorema de Weierstrass 13.9, vamos agora
estudar condi¢Ges que garantam que uma dada sucessao de funcoes analiticas
seja uniformemente convergente nos subconjuntos compactos do respectivo
dominio.

Dado um conjunto D C C, uma sucessao (f,) de fungdes f,, : D — C
diz-se uniformemente limitada num conjunto A C D se existir M > 0 tal que
| fn(2)] < M para todo o indice n e para todo o z € A. Supondo D aberto diz-se
ainda que (fy,) é localmente limitada se for uniformemente limitada em cada
subconjunto compacto de D.

Exemplo 19.12 - Dado um conjunto aberto D C C, uma sucessao (f,) de
fungoes fr, : D — C ¢é localmente limitada sse para cada ponto de D existir
uma vizinhanga onde (f,) é uniformemente limitada.

Efectivamente, se (f,) é localmente limitada, dado a € D e escolhendo r > 0
tal que B (a,7) C D segue-se que (f,) ¢ uniformemente limitada em B (a,7), e
portanto também em B(a,r).

Reciprocamente suponha-se que para cada ponto de D existe uma vizinhanca
onde (f,) é uniformemente limitada. Dado um conjunto compacto K C D,
do lema de Heine-Borel resulta que existe uma coleccao finita {Vi,...,V,} de
vizinhangas de pontos de D tal que K C V3 U...UV, e (f,) é uniformemente
limitada em cada V;. Entao (f,,) é uniformemente limitada em V; U...UV, e
conclui-se que o mesmo sucede em K.

Exemplo 19.13 - Dados um conjunto aberto D C C e uma sucessao (fy)
de fungoes analiticas f, : D — C, se (f,) for uniformemente convergente nos
subconjuntos compactos de D entao (f,) € localmente limitada.

Efectivamente o teorema de Weistrass mostra que a funcao limite f é analitica
em D, logo limitada em cada conjunto compacto K C D.

Por outro lado, da definigao de convergéncia uniforme resulta que existe uma
ordem m tal que | f,(2) — f(2)] < 1sen >me z € K. Sendo p e p1,, majorantes
respectivamente de |f| e de | f,,| em K, segue-se que

|fn(2)] < max {1+ p, g, pp} se z€Ken>1

Ainda como aplicagdo do lema de Schwarz 19.1 vamos agora estabelecer um
resultado preliminar sobre sucessoes localmente limitadas de fungoes analiticas.

Lema 19.14 - Sejam D C C um conjunto aberto e (f,) uma sucessio
localmente limitada de fungoes analiticas f, : D — C. Dados a € D e § > 0,
existe entdo € > 0 tal que para todas as fungoes f, se tem

|fn(w) = fu(2)| <d se w,z € B(a,e).

Demonstra¢ao. Dado a € D seja r > 0 tal que E(a,%) C D e tome-se
z € B(a,r). Pondo

D,={ueC:|lu+z—al <2r},
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se u € D, entdo u+ z € B(a,2r) C D e para cada indice n pode definir-se uma
funcao g, : D, — C por

gn(u) = fu(u+2) = fu(2).

Nas condigdes do enunciado existe M > 0 tal que |f,(¢)| < M para todo o
indice n e para todo o ¢ € B(a,2r). E entéo |g,(u)| < 2M para cada u € D,,
donde vem

2M
lgn ()] < T lu| se ueD, e |uf>r.
Notando ainda que B(0,7) C D, e ¢,(0) = 0, podemos aplicar o lema de
Schwarz a g, em B(0,r) e resulta
2M
9 ()] < 25 Jul s ful <,
pelo que a relagao
2M
lgn(u)| < —u| se n>1
r
é vélida para todo o u € D,. Tomando agora w € B(a,r) e pondo u = w — z,
como u € D, fica estabelecida a desigualdade

|fn(w)—fn(z)|§¥|w—z| se z,w € Bla,r) e n>1.

Dado § > 0 seja entdo € > 0 tal que ¢ < min{r,76/(4M)}. Se z,w € B(a,¢) &
|lw—z| <2 <rd/(2M) e resulta

|fn(w) = fr(z)| <d se z,we Bla,e) e n>1.
]

Usaremos também outro resultado auxiliar que traduz uma propriedade de
sucessoes arbitrarias de fungoes complexas.

Lema 19.15 - Dado um conjunto numerdvel E C C seja (f,) uma sucessio
de fungoes fn : E — C. Se para cada ¢ € E a sucessao numérica (fn(c)) for
limitada, existe uma subsucessdo de (f,) que converge em todos os pontos de
E.

Demonstragdo. Como E é um conjunto numerdvel existe uma sucessao
(¢n),;>; com contradominio £. Atendendo a que (f, (c1)) é uma sucessao limi-
tada de nimeros complexos, ela tem uma subsucessao convergente, pelo que

existe uma subsucessao ( fa“)) de (f») que converge no ponto c;.
Indutivamente, dado k£ > 1 e supondo escolhida uma subsucessao ( fa““))

que seja convergente no ponto ¢, pode escolher-se uma subsucessao ( fa<k+1>)
n
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de (fa(k)), convergente no ponto cp41 € tal que oz(lkH) > oz(lk). Pondo ainda

Ik.:{oz%k):n21} se k>1

temos assim Ix41 C I, pelo que I, C I, se n > k.

Seja agora 3, = ;" para cada n > 1, e considere-se a sucessio ( fgn).
Como (,,) é uma sucessao estritamente crescente de indices segue-se que ( fﬁn)
é uma subsucessao de (f,). Por outro lado, fixado k > 1, para cada n > k

temos 3, = a(ln) € I, C I, pelo que (fﬁn)n>k é uma subsucessiao de (faac)).

Entéo (fs, ), ., converge no ponto ¢ e conclui-se que (fg, ) converge em todos
os pontos do conjunto E.
n

Com base nos dois lemas anteriores estamos agora em condigoes de
estabelecer a propriedade fundamental das sucessoes localmente limitadas de
funcoes analiticas.

Teorema 19.16 (Montel, 1908) - Sejam D C C um conjunto aberto e (fy)
uma sucessao localmente limitada de fungées analiticas f, : D — C. Entdo
(fn) tem uma subsucessdo que converge uniformemente em cada subconjunto
compacto de D.

Demonstragdo. Seja Q o conjunto dos pontos de D cujas partes real e
imagindria sdo ambas racionais. Entao () ¢ numerdvel e do lema anterior resulta
que (f,) tem uma subsucessao (g,) convergente em cada ponto de (). Notando
que (g,) ainda é locamente limitada, dados um conjunto compacto K C D e
0 >0, o lema 19.14 mostra que para cada a € K existe uma vizinhanca B(a, )
tal que

0
lgn (V) — gn(u)] < 3 ¢ WVE B(a,e) e n>1.
Como K é compacto existe uma colecgéo finita
{B(ala 51)7 () B(ap7 5P)}

destas vizinhancas que cobre K, e por @ ser denso em D cada B(a;,€;) contém
um ponto ¢; € Q. Entdo, dado que a sucessao (g,) converge em cada c;, pelo
teorema de Cauchy-Bolzano 1.7 existe uma ordem k tal que

)
9 (&) = gn () < 3 s mn>k e 1<j<p.

Tome-se agora z € K e seja j € {1,...,p} tal que z € B(aj,g;). Se m,n >k
temos entao

|gm (2) = gn (2)] < |gim (2) = gm ()| +1gm (¢j) = gn (¢j)] +1gn (¢j) — gn (2)| <O

e o teorema 7.6 mostra que a sucessao (g,) converge uniformemente em K. ®
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Nota 19.17 - Na demonstragao do teorema de Montel a hipétese de as
fungoes f,, serem analiticas s6 foi utilizada para estabelecer o lema 19.14 e isto
sugere a possibilidade de generalizar a conclusao do teorema a fungdes de outro
tipo.

Dados um conjunto D C C e uma familia F de aplicagoes de D em C, diz-se
que F é equicontinua se para cada § > 0 existir € > 0 tal que

Fw) = f(z)| <6 se fEF e Jw—z]<e.

Diz-se ainda que F é localmente equicontinua se cada ponto de D tiver uma
vizinhanga onde F é equicontinua.
Pode agora provar-se a seguinte generalizagao do teorema de Montel:

Teorema (Arzela-Ascoli) - Dado um conjunto D C C seja F uma familia
localmente equicontinua de aplicagées de D em C. Se para cada a € D o
congunto {f(a) : f € F} for limitado, entdo cada sucessio de funcoes de F tem
uma subsucessdo que converge em todos os subconjuntos compactos de D.

Demonstra¢do. Dados a € D e § > 0, da condicao de F ser localmente
equicontinua resulta que existe € > 0 para o qual

|f(w) = f(z)|<d se feF e z,we B(a,e)ND,

o que corresponde & conclusao do lema 19.14.

Por outro lado, dados um conjunto numerédvel £ C D e uma sucessao (f,)
de membros de F, a segunda condigao verificada por F permite aplicar a (f,)
o lema 19.15 e obter uma subsucessdo que converge em cada ponto de F. A
demonstracao anterior do teorema de Montel mantém-se agora vélida e permite
tirar a conclusao pretendida.

[

Os coroldrios seguintes mostram que as premissas do teorema de Weierstrass
13.9 permanecem validas para sucessoes localmente limitadas de funcoes anali-
ticas que satisfagam algumas restrigdes adicionais.

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto e (fn) uma sucessdo
localmente limitada de funcdes analiticas f, : D — C. Se toda a subsucessdo
de (fn) que seja uniformemente convergente nos subconjuntos compactos de D
tiver por limite uma mesma fungdao f, entio (f,) converge uniformemente para
f em cada subconjunto compacto de D.

Demonstragdo. Se o enunciado fosse falso existia um conjunto compacto
K C D tal que a sucessao

sup | fn(2) — f(2)]
z€EK
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nao tinha limite zero. Existiam assim Jo > 0 e uma subsucessio (g,) de (fy)
tais que
sup |gn(2) — f(2)| = do (19.4)
z€EK
para todo o indice n. Por outro lado, como (g,,) ainda é localmente limitada, do
teorema de Montel resulta que (g, ) teria uma subsucessio (h,,) uniformemente
convergente em todos os subconjuntos compactos de D. No entanto, dado que
(hy,) € uma subsucessdo (f,), ela seria convergente para f em K, e (19.4) mostra
que isso é impossivel.
]

Coroldrio 2 (Blaschke, 1915) - Sejam (f,) uma sucessio limitada de
fungoes analiticas f,, : B(0,1) — C e (z,) uma sucessao de pontos distintos
de B(0,1) tal que

+o00o

Z (1 = |zn]|) = +o0.

n=1
Entao, se a sucessio (fn) convergir em cada ponto zy, ela é uniformemente
convergente em todo o subconjunto compacto de B(0,1).

Demonstragio. Ponharse E = {z, : n > 1} e sejam g e h os limites de duas
subsucessoes de (f,,) uniformemente convergentes nos subconjuntos compactos
de B(0,1). Como (f,) € limitada também f e g sdo limitadas, e dado que
estas fungbes coincidem em FE, o coroldrio 3 do teorema 19.9 mostra que elas
coincidem em B(0, 1). O enunciado resulta agora do corolario anterior.

[

Coroldrio 3 (Teorema de Vitali, 1903) - Sejam D C C um conjunto
aberto e conezxo e (f,) uma sucessao localmente limitada de fungoes analiticas
fn 1 D — C que converge nos pontos de um conjunto com algum ponto de acu-
mulagao em D. Entao (f,) é uniformemente convergente em cada subconjunto
compacto de D.

Demonstrag¢io. Seja E C D o conjunto onde (f,) converge. Entao, dadas
duas subsucessbes de (f,) uniformemente convergentes nos subconjuntos
compactos de D, as respectivas fungoes limite sdo analiticas e coincidem em
E. Pelo principio do prolongamento analitico 9.10 segue-se que estas fungoes
coincidem em D e o enunciado resulta agora do corolério 1.

[

Atendendo ao exemplo 19.13 vemos que o teorema de Vitali dd condigbes
minimas para que uma sucessao de funcgOes analiticas seja uniformemente
convergente nos subconjuntos compactos do dominio, o que faz dele um
instrumento poderoso no estudo da convergéncia deste tipo de sucessoes. Como
aplicacao deste teorema vamos provar o seguinte resultado:
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Teorema 19.18 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo, e (f,) uma
sucessao localmente limitada de funcgoes analiticas f, : D — C. Se existir

a € D tal que para todo o k > 0 as sucessoes (ﬁ(lk)(a)> sao convergentes, entio

(fn) € uniformemente convergente em cada subconjunto compacto de D.

Demonstragao. Dado r > 0 tal que B(a,r) C D, seja M um majorante dos
| frn(2)| em B (a,r). Das desigualdades de Cauchy resulta entdo que para todo
o n sao vélidas as desigualdades
(k) _ 41k
¥ (a) <yl

o e k>0 ezeC.

(z—a)*

Pondo agora

L = e k>0

(k)
a
n—-+00 k!
e notando que a série
+o0 k
Z |Z — a|
k
k=0 "

converge quando z € B(a, r), o teorema 7.11 mostra que

hm fu(z) = lim

n—-+oo n~>+oo

= ch(z —a)* se z € B(a,r).

Entao a sucessdo (f,) converge em B(a,r) e o enunciado resulta agora do
teorema de Vitali.
]

Ainda como aplicacdo do teorema de Vitali vamos agora estabelecer um
resultado que traduz uma propriedade profunda dos pontos regulares das fungées
definidas por séries de poténcias.

Teorema 19.19 (Fatou, 1906) - Seja % o Cn 2" uma série de poténcias
com raio de convergéncia R=1 e suponha se que limc, = 0. Entdo, se z =1
for ponto reqular da funcdo definida por 3% ¢, 2™ em B(0,1), a série 3,75 ¢,
é convergente. Além disso, existe o € 10, 7[ tal que a série Zn 0 Cn2" converge
uniformemente no sector

{z € B(0,1) : |arg(z)| < a}.

Demonstragdo. Como 1 é um ponto regular da funcao definida pela série,
existem ¢ > 0 e uma funcio analitica f : B(0,1) U B(1,d) — C tais que

+o00
= chz" se z€ B(0,1). (19.5)
n=0

291



Sejam agora p € |]1,14 6] e § €]0, 7] para os quais

. 14+6—
6% 1] < Rl ity

p
e considere-se o sector circular

S={re?:0<r<p e |0 <B}.

Dado z € S tal que |z| > 1 temos

le—1=|r (e’ —1)+r—1|<ple? —1|+p—1
e como |e'? — 1|2 =2(1 — cosf) é ainda

1+6—
c2To07Pp
p

pelo que |z — 1| < §. Resulta assim a inclusdo S C B(0,1)UB(1,0) e isto mostra
que f é analitica em S.
Seja agora (g, ) a sucessao de fungoes definidas em B(0,1) U B(1,0) por

1] =

el —1] < [e? -1

gn(2) = Zn—1+1 (f(z) - chzk> (z— ) (z — e_lﬂ) se z#0
k=0

e gn(0) = ¢pp1 =lim,_ g, (2). Entao as fungoes g, sdo analiticas em S, e para
provar que a sucessao (g, ) € limitada em S basta mostrar que ela é limitada no
conjunto

85’:{reiﬁ:OSTSp}U{re*w:OSTSp}U{pew:|9|§p}.
Como lim ¢, = 0, a sucessao (c,) € limitada. Sejam entao
C=sup{ley|:n>0} e M=max{f(z):2€S5}.

Se z =re'® com 0 < r < 1, de (19.5) resulta

n +o00o
fz2) =) et > ot
k=0

k=n+1
e atendendo as relagoes

400 n+1
k_ Clz
<C ), ' =T
k=n+1

|z—eP|=1—z] e|z—e | <|2]+1<2
conclui-se A
lgn(2)] <2C se z=re® com 0<r < 1.

Suponha-se agora z =re"® com 1 <r < p. Ser =16 gy(z) = gn (¢¥¥) =0
e podemos sup6r 1 < r < p. Temos entao

f(2)4*§§:Ckzk

k=0

C|Z|n+1

SM+CZ|Z|I€§M+|Z|—_1

k=0
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e como ‘ ‘
|z—elﬁ|:|z|—1 e |z—eﬂﬁ|§|z|+1§p+1,

obtém-se
9a(2)] < (H% ¥ H%) (12l = 1) (o +1) < (M +0) (p+1)

pois (|z| —1) /|z|"™" < 1.

Vemos assim que a sucessdo (g,) ¢ limitada no segmento [0, peiﬁ], e por
razoes andlogas ¢ também limitada no segmento [0, pe~**]. Supondo agora
z = pe'? com |0| < 3 temos, como anteriormente,

n C |Z|’IL+1
k
—_ < Z =
‘f(z) chz <M+ B
k=0
e dado que ‘ A
|Z—€’LB| }Z_e*’bﬁ}g(p_i_l)Z’
obtém-se
Co" 'Y (p+1)? 9 2
< < E— .
mta) < (34 L) L < (a4 S ) )

Concluimos entéo que (g,,) é limitada em S e vamos agora provar que (gy,)
tem limite 0 em todos os pontos do conjunto

E={re?:0<r<1 e |0]<pB}.

Sendo €, = sup {|ck| : k > n}, para cada z € E temos

n +o0 |Z|n+1
f(z) - chzk = Z ezt < Ent17
k=0 k=n41 — ||

e da relagdo |z — €| |z — e7| < (|2] + 1) resulta

En+1 2
< 1)°.
9n()] < T2 (1l + 1)

Como a hipétese lim ¢,, = 0 exige também lim e,, = 0 conclui-se entao

lim gn(2) =0 se z€ E.
n—-+oo
Atendendo agora ao teorema de Vitali, a convergéncia de (g,) em E implica
a convergéncia uniforme de (g,) em todos os subconjuntos compactos de S°,
e como a fungao limite é analitica conclui-se que ela é identicamente nula em
S°. Em particular, tomando « € ]0, 8] segue-se que a sucessao (g,) converge
uniformente para 0 no sector

L:{rew:Ogrgl e |0 <a}.
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Como

n
_ k| _ gn(2) n+1
‘f(z) kZ:OCkZ (z — €iB) (z — e—iP) || )
sendo
_ B _ B
uw= IZHEIII|(Z e’ )(z e )}>O
temos

se z€ L

n
- E ck.zk
k=0

e isto mostra que a série Zn o Cn2™ converge uniformemente para f em L.
]

_ loa2)
I

Coroldrio 1 - Seja : oCn(z —a)™ uma série de poténcias com raio de

convergéncia R € Rt e tal que lime,R" = 0. Entdo a série converge em todos

0s pontos requlares da funcdo que ela define em B(a, R). Além disso, se zy é
. P o0 n

um ponto regular existe o € 10,7 tal que a série Y ") cn(z — a)™ converge

uniformemente no sector
z—a
arg <a,p.
zZ0 — a

Demonstra¢ao. Sendo zy um ponto regular da fungao definida pela série em
B(a, R), para algum r > 0 existe uma fungao analitica

{z € B(a,R) :

f:B(a,R)UB (z29,7r) — C
tal que
= ch(zfa)” se |z—a|l <R.
n=0
Pondo agora ¢(w) = a + w(zp — a), a fungdo ¢ aplica B(0,1) em B(a, R) e

B(1,7/R) em B (zg,7) pelo que f o é analitica em B(0, 1)UB (1,7/R). Pondo
ainda b, = ¢,(z0 — a)™ temos

“+o00
flow)) = anw" se |w| <1
n=0
e como |b | |cnR"| segue-se que limb,, = 0. Aplicando o teorema anterior
a série Z o bnw™ conclui-se entdo que ela ¢ uniformemente convergente num
sector S da forma
{we B(0,1) : Jarg(w)| < a}.

Dado que

icn(z Zb (0—a>n an

n=0
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e como ! transforma o sector do enunciado em S, conclui-se que a série inicial
é uniformemente convergente nesse sector.
|

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto, f : D — C uma fung¢do
analitica e Z;Z% en(z — a)™ a série de Taylor de f relativa a um dado ponto
a € D. Se esta série tiver raio de convergéncia R < 400 e lime, R" = 0, entdo
a série converge em todos os pontos de C(a, R)N D.

Demonstragio. Nas condigoes do enunciado, todos os pontos de C(a, R)N D
sao pontos regulares da funcdo definida pela série em B(a, R). A convergéncia
da série nesses pontos resulta entao, directamente, do corolédrio anterior.

[

Nas condigoes do coroldrio anterior o estudo da convergéncia da série de
poténcias nos pontos da fronteira do seu circulo de convergéncia onde f é
analitica, fica assim reduzido a saber se o respectivo termo geral tem af
limite nulo.

Em 1851 Riemann enunciou uma propriedade fundamental do plano
complexo que passou a ser conhecida por "Teorema da aplicacdo de Riemann":
Dado um conjunto D C C, simplesmente conexo, ndo vazio e distinto de C,
existe uma fungao analitica e injectiva que aplica D sobre B(0,1). Para obter
este resultado vamos comecar com uma definigao:

Dados um conjunto aberto D C C e uma funcgao analitica f : D — C
chama-se ramo da raiz quadrada de f a uma funcgao analitica ¢ : D — C tal
que 0% = f.

Exemplo 19.20 - Se D C C é um conjunto simplesmente conexo, para toda
fungao analitica f: D — C\ {0} existe um ramo da raiz quadrada.

Efectivamente a condi¢ao 5 do teorema 13.16 mostra que existe um ramo A
do logaritmo de f. Pondo o = e*/2 temos entdo 02 = e* = f pelo que o é um
ramo da raiz quadrada de f.

Exemplo 19.21 - Sejam D C C um conjunto aberto, f : D — C\ {0}
uma funcgao analitica e injectiva, e o um ramo da raiz quadrada de f. Entdo o
é injectiva e —o [D]No [D] = @.

Efectivamente, dados z,w € D tais que o () = o (w), temos 02 (z) = o2 (w)
pelo que f(z) = f(w) e portanto z = w. Supondo que existem z,w € D tais
que o (w) = —o (z) terfamos também f (z) = f(w) e portanto z = w. Seria
entdo o (z) = —o (2) pelo que o (z) = 0 e daqui resultava f (z) = 0% (2) =0, o
que é impossivel.

Provaremos ainda um resultado auxiliar cuja demonstracao se faz a custa
das propriedades das fungoes definidas no teorema 19.3.
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Lema 19.22 - Seja D C C um conjunto aberto e simplesmente conexo.
Dados zy € D e uma fungdo analitica e injectiva f : D — B(0,1), se
fID] # B(0,1) existe uma fungdo analitica e injectiva g : D — B(0,1) tal
que 1g'(z0)| > |f" (20)]-

Demonstragio. Para cada w € B(0,1) seja ¢,, a fungao definida por

w—z

Sow (Z) - 1 — 7wz :

Dado a € B(0,1) \ f[D], como a fungao ¢, o f nunca se anula e ¢ injectiva,
os dois exemplos anteriores mostram que existe um ramo o da raiz quadrada de
©,°f que também é uma fungao injectiva. Pondo ¢ = o (29) a fungio g = ¢, 00
é entdo uma aplicagdo injectiva de D em B(0, 1), tal que g(z9) = 0. Seja ainda
5(z) = 22 para cada z € B(0,1), e considere-se a fungdo F = ¢, 0 s0 ¢,. Como
ot =, ep,l =, temos entdo

Fog=g,0s500=¢,00> =9, 0p,0f=f

pelo que
f'(20) = F' (9(20)) ¢'(20) = F'(0)g'(20)-

Dado que F' aplica B(0,1) em B(0,1), do lema de Schwarz resulta
|F'(0)] < 1, valendo a igualdade sse existir v tal que || = 1 e F(z) = vz
para cada z € B(0,1). No entanto, nesta tltima hipétese a fungdo F seria
injectiva e o mesmo sucedia entao com s = ¢, o F o ¢, o que é falso. Temos
assim |F'(0)| < 1, e daqui resulta

[ (z0)l = [F'(0)]1g'(20)] < 1¢'(20)],

pois g é injectiva e o coroldrio 2 do teorema da funcao inversa mostra que isso

exige ¢'(z9) # 0.
|

Podemos agora provar o teorema fundamental.

Teorema 19.23 (Teorema da aplicagdo de Riemann) - Seja D C C
um conjunto aberto, simplesmente conexo, nao vazio e distinto de C. Existe
entdo uma fungdo analitica e injectiva que aplica D sobre B(0,1).

Demonstra¢io. Fixado um ponto ¢ € C\ D, dos exemplos 19.20 e 19.21
resulta que existe uma funcao injectiva ¢ que é um ramo da raiz quadrada de
z—ccom z € D.

Por outro lado, atendendo ao teorema da aplicacao aberta 18.4 existem a € C
er >0 tais que B (a,7) C o[D]. Se w € B (—a,r) No[D] seria

|—w—al =|w—(-a)] <r
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pelo que —w € B (a,r) C o[D], e o exemplo 19.21 mostra que isto nao pode
suceder. E entdo necessariamente B (—a,r) N o[D] = @ o que exige que para
todo o z € D seja |o(2) + a| > r.

Vemos assim que a funcao f definida por

f(z):ia se z€D

é uma aplicacao injectiva de D em B(0, 1) e isto mostra que o conjunto F das
fungoes analiticas e injectivas que aplicam D em B(0, 1) é nao vazio.
Tome-se agora um ponto zy € D e ponha-se

p=sup{|f'(z0)|: f € F}.

Como cada f € F & injectiva, do coroldrio 2 do teorema da fungdo inversa
18.5 resulta |f’ (z0)| > 0 e conclui-se que p € ]0,+00]. Por outro lado, aten-
dendo & definigdo de p existe uma sucessao (f,) de membros de F tal que
lim |f] (20)] = p, e para cada n tem-se sup,cp |fn(2)] < 1. Entado (f,) é
uniformemente limitada e o teorema de Montel 19.16 mostra que existe uma
subsucessdo (g,) de (f,) uniformemente convergente nos subconjuntos com-
pactos de D.

Sendo g = lim g,,, a fun¢éo g é analitica, e como (g,) converge para g’ temos
ainda

19/ (z0)| = lim|g, (0)| = lim | (z0)] = .

Em particular segue-se que |¢’ (z0)] € R* pelo que g nao ¢ constante e os
coroldrios 2 e 3 do teorema de Hurwitz 16.9 mostram que g € F. Para cada
f € F temos no entanto |f'(z0)| < |¢’ (20)| e 0 lema anterior permite concluir
que g[D] = B(0,1).

]

Nota 19.24 - No teorema anterior a restri¢do D # C ¢é essencial pois uma
funcao analitica que aplique C em B(0,1) é uma funcéo inteira limitada, e o
teorema de Liouville mostra que ela é necessariamente constante.

Coroldrio - Seja D C C um conjunto aberto, simplesmente conexro, nao
vazio e distinto de C. Dado ¢ € D existe uma e uma sé fung¢do analitica
e injectiva f que aplica D sobre B(0,1) e wverifica as condigées f(c) = 0 e
f'(c) e RT.

Demonstragdo. Dada uma funcao analitica e injectiva F' que aplica D sobre
B(0,1) seja a = F(c). Pondo entdo h = ¢, o F' é h(c) = 0, e como h também
aplica injectivamente D sobre B(0,1) conclui-se que a funcao

verifica as condi¢oes do enunciado.



Suponha-se agora que g é uma fungao que verifica as mesmas condigoes.
Entdo fog~! é uma fungao analitica e injectiva que aplica B(0, 1) sobre B(0,1)
e tem-se (fog™')(0) = 0. De acordo com o teorema 19.4 segue-se que existe
v e Ctalque |y =1e (fog™t)(z) = vz para todo o z € B(0,1). E pois
f =g o que implica f = g, pois da relagao f'(c) = v¢'(c) deduz-se v = 1.

[ ]

Diz-se que dois subconjuntos de C sdo homeomorfos se existir uma fungao
continua, injectiva e com inversa continua que aplique um conjunto sobre o
outro. Diz-se entao que essa funcao estabelece um homeomorfismo entre os dois
conjuntos.

Exemplo 19.25 - A fungdo ¢ definida por

p(z) =

z
B(0,1
=1 se z€ B(0,1)

estabelece um homeomorfismo entre B(0,1) e C.
Efectivamente ¢ é continua e aplica B(0, 1) sobre C, pois dado w € C é

7 (1 +w|w|)

=w.
Além disso, de ¢ (z) = w deduz-se
|w|
2| =
14 |wl
pelo que uma relagdo ¢ (z1) = @ (z2) exige |z1| = |22| e portanto também

21 = z. Entdo ¢ ¢ injectiva, e como ¢~ ! ¢ a funcdo continua definida em

C por
w

-1
w) = ———,
o) = T3

segue-se que @ estabelece um homeomorfismo entre B(0,1) e C.

Podemos agora dar novas caracterizagoes dos conjuntos abertos simples-
mente conexos, que complementam o teorema 13.16.

Teorema 19.26 - Se D C C é um conjunto ndo vazio, aberto e conexo, as
sequintes condigoes sao equivalentes:

1 - D ¢ simplesmente conezxo.

2 - Para cada fungao analitica f : D — C\ {0} existe um ramo da raiz
quadrada.

3 - D = C ou existe uma aplicagio analitica e injectiva de D sobre B(0,1).

4 - D é homeomorfo a C.

5 - Dois caminhos em D com 0s mesmos pontos iniciais e 0s mesmos pontos
finais sao homotdpicos em D com extremidades fizas.

298



6 - Todo o caminho fechado em D é homotdpico em D a um caminho pontual.

Demonstra¢ao. O exemplo 19.20 mostra que a condic¢ao 1 implica a condigao
2. Para vermos que esta condicao implica a condi¢ao 3 basta observar que nas
demonstracoes do lema 19.22 e do teorema da aplicacao de Riemann, entre as
propriedades dos conjuntos simplesmente conexos apenas foi utilizada a que se
traduz pela condigao 2.

Suponha-se agora que a condi¢ao 3 se verifica. Entao, dado D # C existe
uma fungdo analitica e injectiva f que aplica D sobre B(0, 1) e, sendo ¢ a fungio
definida no exemplo 19.25, a funcao ¢ o f estabelece um homeomorfismo entre
DeC.

Se a condigao 4 se verifica existe uma aplicagao continua e injectiva f de D
sobre C. Dados dois caminhos 7 e ¢ em D com os mesmos pontos iniciais e os
mesmos pontos finais, entdao f o~y e f oo sdo caminhos em C que verificam as
mesmas condigoes e o exemplo 13.21 mostra que eles sdo homotépicos em C com
extremidades fixas. Sendo H a funcao que estabelece essa homotopia, resulta
da definicdo que f~! o H estabelece uma homotopia do mesmo tipo entre v e o
em D.

Se a condicao 5 se verifica, qualquer caminho fechado em D é homotépico
com extremidades fixas a um caminho pontual com os mesmos pontos inicial
e final, e daqui resulta que a condi¢do 6 também se verifica. Finalmente, o
coroldrio 3 do teorema 13.20 mostra que a condi¢ao 6 implica a condicao 1.

[

O teorema anterior tem a seguinte consequéncia puramente topolégica:

Coroldrio - Seja D C C um conjunto aberto, nao vazio e simplesmente
conero. Entdo um conjunto aberto e nao vazio E C C é homeomorfo a D sse
for simplesmente conezxo.

Demonstracao. Se E é simplesmente conexo o teorema anterior mostra que
D e F sao ambos homeomorfos a C pelo que sao homeomorfos entre si. Recipro-
camente, se E € homeomorfo a D, do teorema anterior resulta que E é homeo-
morfo a C, e como E & necessariamente conexo o teorema anterior mostra ainda
que E é simplesmente conexo.

[
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20 - Funcoes inteiras de ordem finita

Uma funcio inteira f diz-se de ordem finita se existir @ € RT tal que
f(z2) =0 (exp(|2]*)) (2 —00),
ou seja, se existirem constantes positivas «, rg, C' para as quais
[f(2)] < Cexp(|2|%) se [z] > ro.
Nestas condigoes, como a funcao definida por
f(z) exp (= [2]%)

¢ limitada em B (0,7(), pode ainda escolher-se C' de modo que a desigualdade
anterior seja valida para todo o z € C.
Dada uma funcao inteira f define-se a sua ordem Ord (f) por

Ord(f)=inf{a>0: f(z) = O (exp(]z|¥)) (z — 00)}.

Desta defini¢ao resulta em particular que se f nao tiver ordem finita a sua ordem
¢ +oo.

Exemplo 20.1 - Sejam f uma fungdo inteira e o € RT. Se existir a > 0
tal que

f(z) = O(exp(alz]")) (z— o0)

entao Ord (f) < a.
Efectivamente, dado € > 0 existe 7o tal que |z|° > a se |z| > 7. Para cada
€ > 0 temos entao

£) =0 (exp (121°7)) (2 = 00)
e conclui-se Ord (f) < a.

Exemplo 20.2 - Dadas duas fungées inteiras f e g, é
Ord(fg) < max{Ord(f),Ord(g)}.
Efectivamente, sendo p = max {Ord (f),0Ord (g)}, para cada o > p é
f(z) = O(exp(|2]*)) e g(z) = O (exp(|2|%))

pelo que
f(2)g(z) = O (exp (2[2]")).
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Do exemplo anterior resulta entdo Ord (fg) < « e isto exige Ord (fg) < p.

Exemplo 20.3 - Toda a fung¢do polinomial tem ordem zero.
Efectivamente, para todo o a > 0 é

lim LZ)& =0
z=o0 exp (|2]%)

pelo que P(z) = O (exp (|z|*)) quando z — oo.
Exemplo 20.4 - Dadas uma func¢do polinomial P e uma funcdo inteira f,

tem-se

Ord (Pf) = Ord (f).

Efectivamente, como 0 = Ord(P) < Ord(f), do exemplo 20.2 resulta
Ord(Pf) < Ord(f). Dado que 1/P & limitada numa vizinhanga de oo, quando
z — 00 é1/P(z) = O(1). Isto implica f(z) = O (P(2)f(2)) (z = o0) pelo que
Ord(f) < Ord(Pf).

Teorema 20.5 - Dada uma funcao inteira f, para cada r > 0 seja

M(r) =sup{[f(2)] : [z =7} .

Tem-se entao

— Inln M (r)
- 1 r——4+oco0-— 5
Ord(f) =lim,_4 oy
Demonstragdo. Sendo
e Inln M(r)
o= limy— oo Inr

para cada a > p existe rg > 0 tal que

Inln M(r)

<a se r>rnrg.
Inr

Temos assim
M(r) <exp(r®) se r>rg

pelo que
f(z) =0 (exp(|2|)) (2 — o)

e isto implica Ord(f) < a. Como « > p é arbitrario segue-se que Ord(f) < p.
Tomando agora a > Ord(f), existe C' > 0 tal que

M(r) < Cexp(r®) se r >0,
e obtém-se uma majoracao da forma

In M(r) <ru(r)
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em que

li =1
A u(r)

Temos entao

Inln M(r) < Inu(r)

<« se >0,
Inr Inr

o que implica p < a. Como a > Ord(f) é arbitrario, isto exige u < Ord(f).
=

Coroldrio - Sejam f uma funcao inteira e o« € RT. Se existirem constantes
positivas A,a, B,b e ry tais que

Aexp (ar®) < sup |f(z)] < Bexp (br®) quando r > 1o,

|z|=r

entao

Oord(f) = a.

Demonstragdo. Com a notagao do teorema anterior temos

Aexp (ar®) < M(r) < Bexp (br®) se r>rg

pelo que
ot 1I1(CL+7'7 hlA) S hlh’lM(T') S o+ M se r Z T0
Inr Inr Inr
e obtém-se
. InlnM(r)
lim ————* =aqa.
r—-+oo Inr
[

Exemplo 20.6 - As funcoes exponencial, seno e coseno tém ordem 1.
Com a notagdo do teorema anterior, para a func@o exponencial tem-se

efectivamente
M(r)y=c¢€"

e para as outras fungoes vale a majoracao

M(r) <e".

Para a fungao coseno temos ainda

s —Tr ‘s
M(r) > |cosir| = cte > <
2 2
e para a funcao seno é
d—e?  1-e?
M(r) > [sinir| =€’ 26 > e 26 se r>1.



O coroldrio anterior mostra agora que todas estas fungoes tém ordem 1.

Exemplo 20.7 - A funcao definida por exp (e?) tem ordem infinita.
Efectivamente, como

lexp (€*)] = exp (Re (¢7)),

para esta fungao é
M(r) = exp (e")

Daqui resulta

. Inln M(r) . r
lim ———= = lim — = +o0.
r—+o0 Inr r—+oo Inr

e teorema anterior mostra que a funcao tem ordem +ooc.

Teorema 20.8 - Se P é um polindmio de grau m tem-se

Ord (e”) = m.
Demonstra¢do. Supondo sem perda de generalidade que P nao é identica-

mente nulo, seja
m
P(z) = chzk
k=0

com ¢, # 0. Como P(2) ~ ¢pnz™ (2 — 00), dado A > m é

lim P(2)

+~ =0

pelo que lim,_, (|P(z)| - |z|)‘> = —o0. Notando que

‘emz) — Re(P(2) < (IP(2)]

temos entao
P(z)

1im67:0 se A>m

2—00 exp (|Z|)\)

e isto mostra que Ord (eP) <m.
Por outro lado, sendo 6 = argc,, e tomando r > 0, temos

P <T€7i0/m> ~lem|r™ (r — +o00)
pelo que também

Re <P <re*i0/m>> ~lem|r™ (r — 4o00)
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e dado A < m é entdo

lim <Re (P (re*i"/m» - M) = +o00.

r—-+00

Temos assim

o [0 (P
r—+00 exp (1)

= 400
e isto mostra que a relagdo Ord (eP ) < A é falsa. Como A < m é arbitrario,
daqui resulta Ord (eP ) > m o que estabelece o enunciado.

O teorema seguinte exprime a ordem de uma funcgao inteira em termos dos
coeficientes do seu desenvolvimento em série de poténcias de z.

Teorema 20.9 - Dada uma funcao inteira f tal que

+o00o
flz)= chz” se z€C,
n=0

Ord(f) = anﬁ.
In }cn |
Demonstragdo. Seja
R el Inn
h= In }cﬁl} )

Dado A > p e tomando « € |, A[ existe uma ordem m tal que

nlnn
Y <o se n>m
ln}cn |
pelo que
1
|cn|<m se n>m,
e portanto
m +oo ’I"n
lf(2)] < Z len| r™ + Z e se |z| =r. (20.1)
n=0 n=m+1

Se n > (2r)* é n'/® > 2r pelo que
+o0 n
r’ 1
Z vy < Z (5) =2. (20.2)
n>(2r)® n=0
Supondo agora r > 1, se n < (2r)” temos

" <)% = exp ((2r)* Inr)
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pelo que

r’ R
Z —Ta <exp((2r)*Inr) Z e
n<(2r)® n=1

e existe uma constante A tal que

Z Z/a < Aexp ((2r)*Inr).
n<@ne "

Atendendo a (20.1) e (20.2) podemos entao escrever
If(2)] < P(r) + Aexp ((2r)%In7) se |z|=r>1,

em que P é um polinémio cujo grau nao excede m. Notando agora que as
funcoes definidas por

P(r) o (2r)*Inr
exp (1) rA

sao limitadas quando r € [1, +00[, conclui-se que existem constantes C' e a tais
que
|f(2)] < Cexp (ar?) se |2] > 1,

e daqui resulta Ord(f) < A. Como A > p ¢é arbitrario isto exige Ord(f) < p e,
em particular, se for g = 0 tem-se Ord(f) = 0.

Suponha-se agora p > 0 e seja a € |0, pu[. Para cada inteiro k& > 0 existe
entao n > k tal que

nlnn
T -«
In |cn }
e daqui resulta
1
|Cn| > W.
Sendo
o = (en)"/®

temos entao
n n T
|enrit| > exp (—) = exp
@ ae
e como as desigualdades de Cauchy implicam

max |f(z)| = |enry|
|z|=rn

conclui-se que existe uma sucessio (z,) de complexos tal que |z,| = r, — 400

) 2l”
Zn
el > e ().
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Dado A < p e tomando « € |\, u[ temos entao

In|f(za)| o |20l
2o T e
pelo que
In |f(z)]|
X
|2|

nao é limitada e isto mostra que Ord(f) > A. Como A\ < pu é arbitrério, é
necessariamente Ord (f) > u e conclui-se Ord(f) = p.
[

O interesse das fungdes inteiras de ordem finita no estudo da factorizacao de
fungbes inteiras baseia-se no seguinte resultado:

Teorema 20.10 - Seja f uma fungdo inteira com uma infinidade de zeros
e nao identicamente nula. Se f tiver ordem finita p e (zy) for uma sucessio
admisstvel dos seus zeros em C\ {0}, para cada o > p a série

+ool

n=1 |Zn|a

é convergente.

Demonstragdo. Suponha-se em primeiro lugar f(0) # 0, e para cada r > 0
seja M(r) = sup{|f(2)] : |2] < r}. Representando por N(r) o nimero de zeros

de f em B (0,7) e aplicando a desigualdade de Jensen temos

1 M(2r)

Dado a > p tome-se A € |p, a]. Existe entdo uma constante C' > 0 tal que

M(2r)
W < Cexp ((27"))\>

e como A > 0 daqui resulta que existem constantes A e rqg tais que
N(r) < Ar* se r>ro.

Sejam agora ¢ uma permutacao de ZT para a qual a sucessio (}Zap(n)|) é
crescente, e k uma ordem tal que }zw(n)| > rg se n > k. Notando que

N (|zm]) 2

temos entao




pelo que

|Z@0(n) }a

e por ser o/ A > 1 segue-se que a série Z:g 1/ }zw(n)|aconverge. Como para
todo o indice m > 1 é

m 1 —+o0 1
7 < —
2T S 2o

conclui-se que também a série 27 1/]2,|* ¢ convergente.

Supondo finalmente que f tem um zero de ordem m no ponto z = 0 e sendo g
a funcdo inteira definida em C\ {0} por g(z) = f(z)/z™, o exemplo 20.4 mostra
que g também tem ordem p. Como ¢g(0) # 0 e (z,) é uma sucessdo admissivel
dos zeros de g, basta agora aplicar a g o resultado ja estabelecido.

]

Dada uma sucessao infinita (z,) de pontos de C\ {0}, o infimo do conjunto

+oo
{a eERT: Z |z ™% < +oo}

n=1

diz-se o expoente de convergéncia de (z,). Se (z,) for uma sucessdo admissivel
de zeros de uma funcgao inteira de ordem finita p, o teorema anterior mostra
entao que o seu expoente de convergéncia p, € finito e que py < p.

Se p for o menor inteiro para o qual a série

o0 1

>

|P+1
n=1

|2n

converge, o produto infinito

1o z z 1(_z\2 1( =2 \P
I1 (1 _ _> e T3 (E) + 41 (F)
n=1 #n

diz-se o produto candnico associado a (z,). O teorema 17.13 mostra que este
produto converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto de C e que
(zn) € uma sucessdo admissivel de zeros da funcao inteira P que ele define.

Podemos ainda provar que a ordem de P é o expoente de convergéncia de
(zn) e vamos para isso estabelecer um lema.

Lema 20.11 - Sejam (z,) wma sucessao infinita de pontos de C\ {0} com
expoente de convergéncia finito py. Sejam ainda p o menor inteiro para o qual
a série

— |Zn|;U+1
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converge, e E, a fungdo definida por
Ey(w) = (1 —w)e™ se weC
com
P
-y
k=1 k

Entao, dado € > 0 existe uma constante L tal que

Zln

|2/2zn|<1/2

z)zn|>1/2 "

Demonstragdo. Pondo w, = z/z, temos
|Ep (wn)| = [1 — wn|exp (Re (sp (wn)))

pelo que
In|E, (w,)| =Re (In (1 — wy) + sp (wy)) .

Se |wy,| <1 é entao

+oo wk
In|E, (w,)] = —Re Z 7"
k=p+1
pelo que
= |w| “
n
In|B, (wn)]| < Y < Jwn” ZI wy|*
k=p+1
e obtém-se

1

| By (wy)[| < 2[wn "™ se |w,| < 3
Como |wy,| < 1 temos

wn|P* < [wn| T se py+e<ptl

e por ser |z| > 1 temos também

+
P+l | |p0 :
[wh,| _| 7 se p+1<py+e,
7L
pelo que
p+1 |Z|po+€ i
|w, [P < o com A=min{p+1,p, +¢}.
Zn
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(20.3)



Atendendo a (20.3) é entao

“+o0
1
> miE < Y lE @l <2l Y
[wn|<1/2 |wn |<1/2 n=1 |Z'n|

o . L. Y
e como o teorema, 20.10 e a hipétese feita sobre p mostram que a série Z:S |2
converge, conclui-se que existe uma constante A tal que

Z In|E, (wn)]| < A K

|lwn|<1/2

Supondo agora |wy,| > 1/2 temos

p |wn|]€ » p 1 » p 2p7k
|sp (wn)] SZ T |w | ZW < Jwy| Z o
k=1 k=1 n k=1
e como p < p, é também
P
|wn|” = % < Jwy|PoHE 2r0 TP,
Existe entao uma constante M tal que
|Z|po+6
sp (wn)| < MW se |w,| >1/2,
n
pelo que
“+o0
1
Re| D sp(wa)|[<]| D splwn)| S M) —p
|wn|>1/2 |wn |>1/2 n=1 |2n|

e conclui-se que existe uma constante B para a qual
Re Z sp (wy) || < Bz,
|wn |>1/2

O enunciado é pois valido com L = A + B.
|

Podemos agora provar o resultado que tinhamos referido anteriormente.
Teorema 20.12 - Seja (z,) uma sucessao infinita de pontos de C\ {0} com

expoente de convergéncia finito. Entao a ordem da funcao definida pelo produto
candnico associado a (z,) € o expoente de convergéncia de (zy).
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Demonstragio. Sendo p, o expoente de convergéncia de (z,) e P a fungdo
definida pelo produto candnico correspondente, para estabelecer o enunciado
basta provar a relagdo Ord(P) < p, pois a desigualdade oposta resulta do
teorema 20.10.

Dado € > 0 seja z € C tal que |z| > 1. Pondo w,, = z/z,, com as notagdes
do lema anterior temos

In|P(z)| = Z In|E, (wy,)| + Re Z sp(wy) | + Z In |1 — wy,|

|wr, |<1/2 |wy,|>1/2 |wn|>1/2
e o lema mostra que existe uma constante K tal que
In|P(z)| < K2+ > Infl—w,|. (20.4)
lwn|>1/2

Temos agora
In|l—wy| <In(1l+|wy|)

e como a func¢ao definida por

In(1+x)

pere . Se € [1/2,400]

¢ limitada, existe uma constante A tal que

1
In (1 + |wn|) < A|wn|p0Jrs se |wn| > 5
E entdo
+oo 1
+
>, mfl-wn <Al o
|wn|>1/2 et 12l

e de (20.4) resulta que existe uma constante C' para a qual
In|P(z)] < Clz|P°** se |z] > 1.

Temos assim
P <exp (CLo ) se |21

e do exemplo 20.1 conclui-se Ord(P) < p,.
|

O resultado seguinte é uma consequéncia imediata dos dois teoremas
anteriores.

Teorema 20.13 - Uma sucessdo infinita (z,) de pontos de C\ {0} é uma
sucessao admissivel de zeros de alguma funcdo de ordem finita sse o seu expoente
de convergéncia for finito.

|
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Dada uma fun¢ao inteira f de ordem finita p tal que f(0) # 0, o coroldrio 1
do teorema 17.1 e o coroldrio do teorema 17.13 mostram que f é representdvel
na forma

e"Z) p(2)

em que h é uma funcao inteira e P é um polinémio ou o produto canénico
associado a uma sucessao admissivel dos zeros de f. Um resultado fundamental,
conhecido por teorema da factoriza¢do de Hadamard, estabelece que nesta
representacdo a funcgdo h é necessariamente um polinémio cujo grau nao
excede a parte inteira |p| de p.

Comegaremos por tratar o caso em que o conjunto dos zeros de f é finito.

Teorema 20.14 (Hadamard, 1893) - Seja f uma fun¢do inteira de ordem
finita p. Se o conjunto dos zeros de f for finito entdo p é inteiro e tem-se

f(2)=e"PP(2)

em que P e h sdo polindmios e h tem grau p.

Demonstracao. Atendendo ao coroldrio 1 do teorema 17.1 basta provar que
h é um polinémio de grau p.

Como o exemplo 20.4 mostra que e” também tem ordem p, para cada o > p
existe entao uma constante C' tal que

‘eh(z) <exp(Clz|*) se z€C.

Temos assim
Re (h(z)) < Clz|* se z€C,

e o corolério do teorema de Borel-Carathéodory 19.2 mostra que h é um polinémio
de grau ¢ < a. Atendendo ao teorema 20.8 é entao

Ord (") =q

pelo que ¢ = p.
|

O resultado seguinte ilustra a profundidade deste teorema.

Coroldrio - Uma fungdo inteira cuja ordem é um numero real nao inteiro
toma uma infinidade de vezes qualquer valor complezo.

Demonstra¢do. Se f € uma funcao inteira de ordem finita nao inteira, dado
a € C a ordem da funcao f — a é a mesma e o teorema anterior mostra entao
que f — a tem uma infinidade de zeros.

[
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Nota 20.15 - Seja f uma funcao inteira nao constante e suponha-se que f
nunca toma um certo valor a € C. Se f tiver ordem finita o teorema 20.14
permite agora mostrar que f toma uma infinidade de vezes qualquer valor
complexo z # a. Efectivamente, como f — a nao tem zeros, do teorema de
Hadamard resulta que f — a tem a forma e” em que h é um polinémio nao
constante. Dado z € C\ {a}, para cada inteiro k existe entdo wy € C tal que
hwy) = In(z — a) + 2kmi pelo que f (wy) = z.

Este resultado é no entanto vilido para toda a fungao inteira, como
consequéncia do Grande Teorema de Picard que provaremos posteriormente
(cf. corolario 3 do teorema 21.11).

Para estabelecer a segunda parte do teorema da factorizacao de Hadamard
usaremos o seguinte lema:

Lema 20.16 - Seja f uma fung¢do inteira de ordem finita p com uma
infinidade de zeros e que ndo se anula no ponto 0. Sejam ainda (z,) uma
sucessio admissivel dos seus zeros e

1o z 1 2 1 P
P(z) = H (1 _ _) e T3(E) 43 (F)

Zn
n=1
a fungao definida pelo produto candnico correspondente. Dado ¢ > 0 existem
uma constante C e wuma sucessio (rn) de nimeros positivos tais que
limr, = +o00 e

|P(2)| > exp <fC’ |z|p+€> se |z| = ry.
Demonstracao. Para cada n > 1 seja

1

- |Zn|p+1

6’”

e tome-se

z€C\ U B(zn,dn)

n>1

tal que |z| > 1.
Com as notagdes do lema 20.11, pondo w,, = z/z, temos

2 D
In|E, (w,)| = In|1 —w,| + Re (wn+%+...+%>’

e como o expoente de convergéncia p, de (z,) nao excede p, daquele lema resulta
que existe uma constante positiva L tal que

w2 w? te
> B, (wa)|+Re | > (wn+§+---+—") < L|z)te.
|wn|<1/2 lwn|>1/2 p
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E entdo
In|P(z)| > —L[z/""+ > In|l—wy (20.5)
|wn|>1/2

e como z ¢ B (zp,0,) temos

|1_w|>6—n_ ! se |w|>1
I P C TR to
Pondo r = |z| é pois
In |1 —wy| > —(p+2)n2r, (20.6)

e representando por N(2r) o nimero de zeros de f em B (0,2r) resulta

> Il —wu| > =N(2r)(p+2)n2r.
[wn|>1/2

Sendo agora

p= sup |f(2)],

2| <4r

a desigualdade de Jensen mostra que é vélida a majoragao

1 1%
N(QT) < mlnm,

e como f tem ordem p segue-se que existe uma constante A tal que

WMON < Aexp ((4r)p+8/2) .

De (20.6) resulta entdo que existem constantes A e B tais que

Z In|l—wy|>— <Arp+5/2 + B) In2r = rP*ec(r)
|wn |>1/2

em que c(r) é limitada no intervalo [1,+o0o[, e isto mostra que existe uma
constante positiva M para a qual

Z In|l —wy,| > —Mrf*e.
|wn |>1/2

Atendendo a (20.5) conclui-se que existe uma constante positiva C' tal que
In|P(z)] > —C |2|"**
e obtemos assim a relagao

|P(2)] > exp (—C’|z|p+€) se 2€C\ U B(2n,0) e |2 >1.  (20.7)

n>1
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Para cada n > 1 seja agora I, = ]|zn| — dp, |2n| + 0n] € tome-se um inteiro
positivo m. Como
ZW

os I,, ndo cobrem o intervalo |m, +o0o[ e existe entdo 7, > m tal que

T'm ¢ U I,

n>1

+oo

|;U+1 < +00,

n1|n

Para todo o z tal que |z| = r,, segue-se que

z€C\ U B(zn,0n),

n>1
pois de |z — z,| < J,, resultaria
|2n] — 0n < |2| < |2n| + 0n
e isto implicava |z| € I,. Entao (20.7) mostra que a desigualdade do enunciado

é vélida quando |z| = 7p,.
|

Estamos agora em condigoes de provar a segunda parte do teorema da
factorizagao de Hadamard.

Teorema 20.17 (Hadamard, 1893) - Seja f uma fungdo inteira de ordem
finita p com uma infinidade de zeros e que nao se anula no ponto 0. Sendo (zy,)
uma sucessao admissivel dos seus zeros e P a funcdo definida pelo produto
candnico associado, tem-se

f(z2) =e"?P(z) se zeC,
em que h é um polindmio de grau q < p.
Demonstracao. Atendendo ao corolario do teorema 17.13 basta provar que h

¢ um polinémio de grau ¢ < p. Dado A > p o lema anterior mostra que existem
uma constante C' > 0 e uma sucesséo (r,,) com limite +o0 tais que

|P(z)| > exp (—C’ |z|)‘) se |z| =rp.
Por outro lado, como f tem ordem p existe uma constante A > 0 tal que
) <exp (Al]) se fel =
e obtém-se a relagao

) e

< exp (K|z|)‘> se |z|=rm

314



com K = A+ C. Temos entao
Re(h(2)) < K || se |z| = rm,

e do coroldrio do teorema de Borel-Carathéodory 19.2 resulta que h é um
polinémio de grau ¢ < A. Como A > p ¢é arbitrério, isto exige ¢ < p.
[

Coroldrio 1 - Seja f wma fungio inteira de ordem finita p com uma
infinidade de zeros e com um zero de ordem m no ponto 0. Sendo (z,) uma
sucessao admissivel dos seus zeros e P a funcao definida pelo produto candnico

associado, tem-se
f(z) = 2" P(z)

em que h é um polindmio de grau q < p.

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior a funcao inteira definida

em C\ {0} por f(z)/z™.
|

O teorema 20.17 e o coroldrio anterior mostram que toda a fungio inteira
de ordem finita f, com uma infinidade de zeros e nao identicamente nula, é
representdvel na forma
f(z) = 2" P(z)

em que m > 0 é inteiro, A um polinémio e P a funcao definida por um produto
canénico. O resultado seguinte esclarece a relagdo entre as ordens das fungdes
feP:

Coroldrio 2 - Seja f uma funcao inteira da forma
f(z) = 2me"P(2)

em que P ¢é a fungdo definida por um produto candnico, h um polindmio de grau
q e m >0 um inteiro. Tem-se entao

Ord(f) = max{q,Ord(P)}.

Demonstra¢iao. Como Ord(P) = Ord (2™ P) podemos sem perda de genera-
lidade supor m = 0. Dado que Ord(e") = ¢, na hipétese ¢ > Ord (P) o exemplo
20.2 mostra que Ord(f) < g, e como o teorema de Hadamard exige ¢ < Ord(f)
conclui-se Ord(f) = gq.

Supondo g < Ord(P), do exemplo 20.2 resulta Ord(f) < Ord(P) e também
Ord(P) < max{Ord (e™"),0rd(f)} = max{q,Ord(f)} = Ord(f) pelo que
Ord (f) = Ord(P).

=
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Coroldrio 3 - Seja f uma funcao inteira de ordem finita p com uma
infinidade de zeros e nao identicamente nula, e (z,) uma sucessio admissivel
dos seus zeros em C\ {0}. Se p ndo é inteiro entio (z,) tem expoente de
convergéncia p.

Demonstragao. Neste caso, do coroldrio anterior resulta p = Ord(P) e o
teorema 20.12 mostra que a ordem de P ¢ o expoente de convergéncia de (zy).
]

Em certas situacoes é 1til a variante do teorema 20.17 que se ilustra no
exemplo seguinte.

Exemplo 20.18 - Seja f uma funcdo inteira de ordem p € Z+, com uma
infinidade de zeros e que nao se anula no ponto 0. Sendo (z,) uma sucessdo
admissivel dos seus zeros, [ é representdvel na forma

+o0o
= M) 1— 2 emt3(E) +t3(5)
f()=e H( )

n=1

em que h é um polindmio cujo grau nao excede p.
Efectivamente, se a série /> |2,| " divergir o teorema anterior mostra
. . ~ . +oo -p
directamente que f admite uma representacdo deste Jtrlpo. Se > 07 |zn| " for
convergente seja ¢ > 0 o maior inteiro para o qual " |z,|”? diverge. Entao
o produto canénico associado a (z,) é

1o 2\ Ed(2) i (=)
P(z):H 1_Z— € zn 2\ zn q\zn
n=1 n

e f é representdvel na forma ¢ (*) P(z) em que hy é um polinémio cujo grau

nao excede p. No entanto, sendo A\ = Ii'i z;k para ¢+ 1 < k < p e pondo
P k
A
hz) =ho(z) = > 7
k=q+1

temos

Foo 1 2 \at1 1(_z \P

f(z) = e"PPp(z) H erti(E) ()
n=1

hz) Foo 2\ () ()
= e H 1 — Z_ ezn | 2\zn PA\zZn .
n=1 n

O teorema da factorizacao de Hadamard permite tornar mais preciso o
enunciado do teorema 17.8 no caso de f ter ordem finita p < 2. Provaremos o
seguinte resultado:
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Teorema 20.19 - Seja f wuma funcdo inteira nao identicamente nula, com
paridade definida, uma infinidade de zeros e ordem p < 2. Se (wy) for uma
sucessdo admisstvel dos seus zeros tais que 0 < arg (w,,) < 7, é vdlida a identi-

dade
czmH<1—)

em que m é a ordem do zero de f no ponto 0 se f(0) =0, ou m =0 se f(0) # 0,
e

Demonstragdo. Como na demonstracao do teorema 17.8 obtém-se uma
sucessao admissivel (z,,) dos zeros de f pondo 22,1 = wy, € 22, = —wy,. Sendo
p o menor inteiro tal que Z:ﬁ 1/ |znl? *1 converge, é necessariamente p = 0 ou
p =1 pelo que o produto canénico correspondente tem a forma

+oo “+o0
f(-2) - 0-2)= (+2)e=-1i0-3)
n=1 n=1 n=1

De acordo com o teorema de Hadamard 20.17 temos entao

f(2) zJ@IIO—O

n=1

em que h é uma func¢ao da forma a + bz e m é o inteiro do enunciado. Como
m tem a paridade de f (cf. exemplo 9.13), a fungdo definida para z # 0 por
f(z)/2™ é par e isto mostra que h também é par. Temos entdo b = 0 pelo que

M2 = ¢ = lim —f(z) = lim M

z—0 sz( ) z—0 zm’

o que completa a demonstragao.
|

O produto infinito de sin 7z obtido no teorema 17.9 aparece agora como uma
consequéncia imediata do teorema anterior, sem depender do desenvolvimento
em fracgoes parciais da fungao cotangente, pois a fungao seno é impar e tem
ordem 1.
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21 - Os teoremas de Bloch, Schottky e Picard

O teorema de Bloch d4 indicagoes titeis sobre a amplitude do contradominio
de uma funcao analitica. Comegaremos por estabelecer um resultado auxiliar.

Lema 21.1 - Dados c € C e r > 0, seja f uma funcio analitica em B (c,r)
e ndo constante, tal que

[f'(2) <21f'(c)| se z€Ble,r).

Entao f[B(c,r)] contém o circulo B(f(c), R), com

R= (3—2\/5) ().

Demonstrag¢do. Suponha-se em primeiro lugar ¢ = f(¢) = 0 e seja h a fungéo
definida em B(0,r) por
h(z) = f(z) = [(0)z.

Como
[R(2)] = [ £/ (0)] |z = | f(2)]

resulta

[F@I = £ O) |2 = h(z)] se [z <7 (21.1)

e pode obter-se uma minoragdo tutil de |f(z)| a partir de uma majoragio
conveniente de |h(z)|. Dado z € B(0,r) temos

z 1
h(z) = / (' () - F(0)) dc = / (=) — 11(0)) =dt
pelo que )
()] < |2 / (1) — £(0)] de. (21.2)
0

Por outro lado, sendo v o caminho definido por ¥(t) = re® com 0 < ¢ < 27,
da férmula integral de Cauchy resulta

S omi ), C—w

fl(w) = L/&dg se we B(0,r),
Y
e portanto

P10 = 55 [ 2 - ML)y

2w J C(C—w) > 21 fy relt —w
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Sendo

M= sup |'(2)]
tem-se entao M Ju
! _ ! O < w
/) = F0)] < 2
e de (21.2) vem
1< / M
T —|2t|
Como por hipétese é
M < 2[f'(0)]
obtém-se assim
1212 1£/(0)]
h
) < E

e atendendo a (21.1) isto conduz & minoragao

2
|f(z)|2|f’(0)|<lzlr|f| ) s |2 <.

Notando ainda que a expressao

atinge o maximo para

e que é

2
7"077“—0 = (372\/5)7*,
T —7T0
conclui-se a relagao
FEIZ 17O (3-2v2)r =R se |2 =7o.

Seja agora D = B (0,7¢) e tome-se w € 8f [D]. Como f[D] é compacto,
segue-se que df [D] C f[D] C f [D] pelo que existe z € D tal que w = f(2). No
entanto, dado que f é analitica em D e nao constante, do teorema da aplicacao
aberta resulta que f[D] é aberto e isto mostra que z € D\ D. Temos entdo
|z| = ro pelo que |w| > R e isto implica B (0,R) N 9f[D] = @. Dado que
por hipétese é f(0) = 0, segue-se que B (0, R) N f [D] # @ e do coroldrio 4 do
teorema 5.22 conclui-se B (0, R) C f[D] C f[B(0,r)], como se pretende.
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Passando finalmente ao caso geral, seja g a funcao definida por

9(z) = f(z+¢) — f(c).

Temos entdo g(0) = 0, e como f ¢ analitica em B (c,r) segue-se que g ¢ analitica
em B (0,7). Como é também

sup |g'(z)] = sup |f'(w)] < 2[f'(¢)] = 2]g'(0)],

|z|<r lw—c|<r
da parte do enunciado ja estabelecida resulta a inclusao
B(0,R) € g[B(0,7)],
e isto mostra que
B(f(¢),R) € g[B(0,r)] + f(c) = f[Ble,r)] .

Podemos agora provar a seguinte versao do teorema de Bloch:

Teorema 21.2 (Bloch, 1924) - Dada uma funcio f analitica em B (0,1)
e nao constante, seja
M = max [f'(2)] (1 — |2]).

Entao f[B(0,1)] contém um circulo fechado de raio
3 3 )
R = 5—\/5 M = 5—\/5 |/ (0)] .-
Demonstragio. A fungdo definida em B (0,1) por |f'(2)| (1 — |z|) atinge o
valor maximo M num ponto ¢ € B (0, 1). Pondo

_1-1d

0
5 >

e dado z € B(c,r), temos
2| <|lz—c|+]d <r+]cf=1—-r.

Entao B(c,r) C B(0,1) e isto mostra que f é analitica em B(c,r). Se z € B(c,r)
temos ainda

[F/(2) (1= [2]) < M =2 |f'(c)]

pelo que
2r |f'(c)]

| (2)] STM’

e como 1 — |z| > r segue-se que

[f'(2) <21f'(c)] se =€ Ble,r).
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Podemos agora aplicar o lema anterior, e pondo

R= (g\/é)M (372\/§>r|f’(c)|

resulta
B(f(c),R) C f[B(c,7)],
pelo que -
B(f(c),R) C f[B(c,7)] C f [B(c,r)] € f[B(0,1)].
[

Corolario 1 - Seja f uma funcio analitica em B (0,1) tal que |f(0)] = 1.
Entdo f[B(0,1)] contém um circulo fechado de raio R =3/2 — /2.

Demonstragao. Resulta imediatamente do teorema anterior notando que a
condicao |f/(0)] = 1 exclui a possibilidade de f ser constante.
[

Nota 21.3 - A constante 3/2 — V2 que figura no enunciado anterior nao é a
melhor possivel. Para cada fungdo f, analitica em B (0,1) e tal que |f'(0)| =1,
seja

A(f) = max{d(z,0f[B(0,1)]) : z € f [B(0,1)]} .
Existe entdo ¢ € f [B(0,1)] tal que B (c, A (f)) € f[B(0,1)], e como
Be,A(f))Nof[B(0,1)] =2

segue-se que B (c,A(f)) € f[B(0,1)]. Representando por D o conjunto das
fungoes analiticas em B (0, 1) cuja derivada no ponto 0 tem médulo 1, define-se
a chamada constante de Landau L por

L=inf{X(f): f € D}.

Para cada func¢do f € D o conjunto f[B(0,1)] contém assim um circulo aberto
de raio L e o enunciado do corolério é vilido para todo o R < L.
O valor de L é desconhecido mas coroldrio anterior mostra que

L>3/2-2>1/12.

Considerando agora a func¢ao f definida em B(0,1) por

fo) =3 (12).

pode ver-se que L < /4 < 4/5. Temos efectivamente f(0) = 1, e como

1 1|z
Re( —|—z> = |Z|2 >0 se |z| <1
1-2 [1— 2]
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élarg (14+2) /(1 —2))| <7/2 pelo que |Im (f (2))] < 7/4.
Estas estimativas podem ainda ser significativamente aperfeicoadas e sabe-se
que
1
o1« I'(1/3)T(5/6)
2 r(1/6)

onde T representa a fun¢ao gama (cf. secgdo 22).

=0.5432... .

Coroldrio 2 - Sejam D C C um conjunto aberto e f: D — C uma fungao
analitica. Se num ponto ¢ € D for f'(c) #0, dado r > 0 tal que B(c,r) C D o
contradominio de f contém um circulo fechado de raio

(% - ﬁ) FF©)l -

Demonstragio. Dado r tal que B(c,r) C D seja g a funcdo definida no
conjunto

a_ D—c¢
T
" frz+ <)
rz+c
=5
Como _
By =20 c g

segue-se que g ¢ analitica em B(0,1). Temos ainda ¢’(0) = 1 e o coroldrio
anterior mostra entao que g [B(0, 1)] contém um circulo fechado de raio 3/2—+/2.
O enunciado resulta agora de ser

f1B(e,r)] =rf(c)g[B(0,1)].

Coroldrio 3 - O contradominio de uma func¢do inteira e ndo constante
contém circulos de raio arbitrariamente grande.
[

O corolario anterior traduz um resultado provisério que ird conduzir a demons-
tragdo de um teorema fundamental em Andlise Complexa, conhecido por
"Pequeno Teorema de Picard". Vamos primeiro provar dois lemas.

Lema 21.4 - Sejam D C C um conjunto aberto e simplesmente conezo, e

f: D — C\{-1,1} uma fungao analitica. Existe entdo uma fun¢io analitica
w: D — C\Z tal que f = cosme.
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Demonstracio. Como 1 — f? nao tem zeros e D é simplesmente conexo, o
exemplo 19.20 mostra que para esta fungao existe um ramo g da raiz quadrada.
E entdo f2 + g% =1, e como

(f+ig) (f—ig)=f*+4°

daqui resulta que a fungdo f + ig nunca se anula. Sendo agora p um ramo do
logaritmo de f 4 ig e = p/im, temos

frig=e™e f—ig=(f+ig) " =e ™

pelo que
eimp + efimp

f= 2

Finalmente, como para cada inteiro n é cosmn = (—1)" e f nao toma os
valores +1, segue-se que ¢ nao toma valores inteiros.
[

= coS .

Lema 21.5 - Dado um conjunto D C C seja ¢ : D — C uma fungao tal
que cos Y ndo toma valores inteiros. Entao ¥[D] ndo contém circulos de raio
1.

Demonstragdo. Sejam (u,,) a sucessdo definida para n > 1 por

Uy, = lln (n—i—\/nz—l)
T

e E o conjunto dos pontos da forma m % 4u, comm € Zen € ZT. Dadoce€ E
e sendo ¢ = m =+ iu,, temos
eiﬂc + e—iﬂc TUn | o= TUn

_c T (1 m €
CoS e 5 (-1 5

= (-1)"nez
pelo que ¥ [D]NE = &.
Temos por outro lado
1+24,/1+2 1
Upt1 —Up = —In———"F——<—In|1+—+4/1+ —
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Notando ainda que u; = 0, para cada z € C pode entdo escolher-se n € ZT
tal que |uy, — |Im(2)|| < 1/2. Tomando agora m € Z tal que |m — Re(z)| < 1/2
segue-se que existe um ponto ¢ da forma m + iu,, para o qual

1
—cl <y/=<1.
|z c|_\/;<

Conclui-se assim que B(z,1) N E # @ e a condigdo ¢ [D] N E = @ mostra que
¥ [D] ndo contém o circulo B(z,1).
[

Podemos agora demonstrar o teorema fundamental.

Teorema 21.6 (Picard, 1879) - O contradominio de uma fun¢do inteira
e ndo constante inclui todos os pontos de C com uma possivel excep¢ao.

Demonstragio. Sejam a,b € C tais que a # b, e h : C — C\ {a, b} uma

funcao analitica. Pondo
Fo h—a
b—a

segue-se que f: C — C\ {0,1} e o teorema fica estabelecido se se provar que
f é constante. Como 2f — 1 nao toma os valores +1, o lema 21.4 mostra que
existe uma fungao analitica ¢ : C — C\ Z tal que 2f — 1 = cos 7y, e aplicando
a ¢ 0 mesmo lema conclui-se que existe uma fungao analitica ¢ : C — C\ Z
tal que ¢ = cos . Como ¥ ndo toma valores inteiros, o lema 21.5 mostra que
o seu contradominio nao contém circulos de raio 1, e do corolério 3 do teorema
21.2 resulta que 9 é constante. Da relagao

f= % (14 cosm (cosmi)))

conclui-se entdo que f também é constante.
[

O contradominio de uma fungdo meromorfa em C pode excluir dois pontos,

como sucede com a fungao
1

1+e?

que nao toma os valores 0 ou 1. O teorema anterior conduz no entanto ao
seguinte resultado:

Coroldrio - O contradominio de uma func¢ao meromorfa em C e ndo cons-
tante inclui todos os pontos de C com duas possiveis excepgoes.

Demonstra¢do. Se f é uma funcao meromorfa que nao toma trés valores a,
b e ¢, a fungao




é inteira e omite os valores 1/ (b — a) e 1/(c—a). Entéo g é constante e o mesmo
sucede com f.
|

Pode ainda provar-se que as fungdes analiticas em B (0,1) que omitem os
valores 0 e 1 tém o mdédulo dos seus valores limitado por constantes que sé
dependem do valor que a fungao toma na origem. Comegaremos por estabelecer
um lema que reforga o enunciado do lema 21.4.

Lema 21.7 - Sejam D C C um conjunto aberto e simplesmente conexo, e
f: D — C\{-1,1} uma fungao analitica. Existe entdo uma fun¢io analitica
w:D— C\Z tal que f = cosmy e

lp (0)] < 1+[f(0)].

Demonstracdo. Atendendo ao lema 21.4 existe uma funcdo analitica
h:D — C\Z tal que f = cosmh. Seja agora n um inteiro tal que
_ Re(h(0)| _ 1
2 -2

e considere-se a funcdo ¢ : D — C\ Z definida por ¢ = 2n — h. E entéo

cosmp = cosmh = f, e como |2n — Re (h(0))| < 1 é também |Re (¢(0))| < 1.

Pondo a = Re(p(0)) e b = Im(p(0)) temos f(0) = cosm(a + ib) com |a| < 1, e

como

}efifr(a%»ib) } _ |ei7r(a+ib) }
2

m [b[’

3!

[cosm(a +ib)| >

= |sinh 7b| = sinh 7 ||

= w2

¢ |f(0)] = 7 [b] > [b], pelo que
()] = Va2 + 82 <A\/1+[FO)F < 1+]£(0)].
[
Podemos agora estabelecer o resultado que tinhamos referido.
Teorema 21.8 (Schottky, 1904) - Dados p > 0 e 0 € ]0,1] existe

M (11,0) > 0 tal que, para toda a fungio f analitica em B (0,1) que omita
os valores 0 e 1 e verifique a condi¢ao |f(0)| < p, é vdlida a majoracao

|f(2)] < M(p,0) se |z] <6.

Demonstragao. Como f ¢ analitica em B(0,1) existe um conjunto aberto F
que contém B (0,1) e onde f também é analitica. Dado que 0EN B (0,1) = &,
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é d(0,0F) > 1 pelo que existe r > 1 tal que f é analitica no conjunto B(0,r).
Aplicando o lema anterior a 2f —1 em D = B(0, r) resulta entdo que existe uma
fungao analitica ¢ : D — C\ Z tal que 2f — 1 =cosmp e

lp (0)] < 1+2£(0) = 1] <2+ 2]f(0)].

Como ¢ nao toma valores inteiros, aplicando de novo o lema anterior vemos que
existe uma fungdo analitica ¢ : D — C\ Z tal que ¢ = cosmi) e

(YO < T+ p0)] <3 +2[f(0)].
Por outro lado, dados 6 € 10,1 e z € C tal que |z| < 6, como

do corolario 2 do teorema 21.2 resulta que ¢[D] contém um circulo de raio
A1—0)|¢'(z)] com A =3/2— v/2. Dado que o lema 21.5 mostra que ¢ [D] nao
contém circulos de raio 1, é necessariamente A(1 — 6) |w'(z)} < 1 pelo que

[¥'(2)] <

1
Nio0) se |z] <46

Se |z| < 0 temos também

v -0 = | W Q) de

e daqui vem

2| 0

N1-10) §3+2|f(0)|+m < A(p,9)

[¥(2)] < |(0)] +

com 9
Como é

f==(1+cosm(cosm)),

N | =

das majoragoes
lcosw| < el

< elvl

1+ cosw < 1+ ell
2 - 2

conclui-se entao que o enunciado é vélido com

M(u,0) = exp <7re’“4(“’0)> .
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O resultado anterior generaliza-se imediatamente a fungoes analiticas em
qualquer circulo fechado do plano complexo:

Corolério - Dados ¢ € C, 7 > 0 e p > 0, para cada 6 € 0,1[ eviste
M (u,0) > 0 tal que, para toda a fungdo f analitica em B (c,r) que omita 0s
valores 0 e 1 e verifique a condi¢ao |f(c)| < u, é vdlida a majoragdo

[f(2)] < M(p,0) se [z —c| <.

Demonstragao. Resulta directamente de aplicar o teorema anterior a fungao
g definida por

9(z) = flc+r2).
]

O teorema de Schottky permite obter resultados importantes sobre sucessoes
de fungOes analiticas cujos contradominios excluem dois pontos. O teorema
seguinte mostra que em condi¢oes extremamente gerais as sucessoes deste tipo
sao localmente limitadas.

Teorema 21.9 - Sejam D C C wm conjunto aberto e conero, z1 € zs
complezos distintos e (fy,) uma sucessio de fungdes analiticas

fn:DHC\{Zl,ZQ}.

Se ezistir um ponto ¢ € D para o qual a sucessio (fy, (c)) é limitada, entdo (fy)
é localmente limitada em D.

Demonstragdo. Como a sucessao de fungoes analiticas

fn—21
Z92 — 21

aplica f, [D] em C\ {0,1} podemos sem perda de generalidade supor z; =0 e
zZ9 = 1.

Se para algum ponto ¢ € D a sucessao dos f, (¢) for limitada, tomando
r > 0 tal que B (c,r) C D e aplicando coroldrio do teorema de Schottky com
0 = 1/2, resulta que (fy,) ¢ uniformemente limitada em B(c,7/2). Entao, sendo
E o conjunto dos pontos z € D para os quais a sucessao dos f, (z) é limitada,
e atendendo ao exemplo 19.12, vemos que o o teorema fica estabelecido se se
provar arelagao £ = D. Como D é conexo e a hipétese ¢ € E implica DNE # &,
do corolério 4 do teorema 5.22 resulta que basta para isso mostrar que OF e D
nao tém pontos comuns.

Se existir um ponto a € OE N D, a sucessdo dos f, (a) ndo é limitada e tem
portanto um subsucessao (f, (a)) com limite co. Pondo g, = 1/f,,, segue-se
que (g, ) é uma sucessdo de fungoes analiticas que aplicam D em C\ {0, 1} e tal
que lim g, (a) = 0. O coroldrio do teorema de Schottky mostra entdo que existe
0 > 0 tal que (g;,) é uniformemente limitada em B(a, ¢), e do teorema de Montel
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19.16 resulta que (g,) tem uma subsucesséo (an) que converge uniformemente
nos subconjuntos compactos de B(a,d). Sendo g = limgg,_, como g(a) =0 e as
fungoes g nao tém zeros, do coroldrio 1 do teorema de Hurwitz 16.9 conclui-se
que g ¢ identicamente nula em B(a,d). Entao a sucessdo 1/gg, teria limite oo
em todos os pontos de B(a,d) o que é impossivel pois ela é uma subsucessao de
fn €, como B(a,d) N E # &, nalgum ponto zg € B(a,d) a sucessdo dos f, (z0)
é limitada.
]

Como consequéncia do teorema anterior obtemos agora versoes reforcadas
dos teoremas de Montel 19.16 e de Vitali (coroldrio 2 do teorema 19.16) para
sucessoes de fungoes que omitam dois valores.

Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo e a,b complexos
distintos. Dada uma sucessio (fy,) de fungées analiticas f, : D — C\ {a,b},
se existir um ponto ¢ € D para o qual a sucessio dos f, (c) é limitada existe
entdo uma subsucessio de (fn,) que converge uniformemente em cada
subconjunto compacto de D.

Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior e do teorema de
Montel.
[

Coroldrio 2 (Carathéodory-Landau, 1911) - Sejam D C C um
conjunto aberto e conexo e a,b complexos distintos. Dada uma sucessio (fy)
de fungdes analiticas fn : D — C\ {a, b}, se (fn) convergir nos pontos de um

conjunto com algum ponto de acumulagdo em D entao (f,) é uniformemente
convergente em cada subconjunto compacto de D.

Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior e do teorema de
Vitali.
[

Estamos agora em condigoes de provar o chamado "Grande Teorema de
Picard" que constitui um refor¢o fundamental do teorema de Casaroti-Weierstrass
14.9. Usaremos o seguinte lema:

Lema 21.10 - Sejam D C C um conjunto aberto e conexo, ¢ € C\ {0} e
(fn) uma sucessao de fungoes analiticas f, : D — C\ {0,c}. Entdo alguma
das sucessoes (fn) ou (1/f,) tem uma subsucessdo que converge uniformemente
em cada subconjunto compacto de D.

Demonstrag¢ido. Se (f,) ndo tiver uma subsucessdo nas condi¢oes do
enunciado, o coroldrio 1 do teorema anterior mostra que para cada ponto z € D
a sucessao dos f, (z) ¢ ilimitada. Fixado ¢ € D existe entdo uma subsucessao
fa, tal que lim f, (c) = oo e pondo g, = 1/ f,, segue-se que a sucessao
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(gn(c)) é limitada. Como as fungdes g, sdo analiticas em D e aplicam D em
C\ {0,1/c}, do mesmo coroldrio resulta que (g,) tem uma subsucessdo que
converge uniformemente em cada subconjunto compacto de D.

|

Teorema 21.11 (Picard, 1879) - Sejam D C C um conjunto aberto, a € D
e f: D\ {a} — C uma fungdo analitica com uma singularidade essencial no
ponto a. Existe entdo ¢ € C tal que para todo o r > 0 vale a inclusdo

C\{ct € fl(Bla,r)\{a}) N D].

Demonstragdo. Vamos provar que na hipdtese de existirem r > 0 e
complexos b # ¢ tais que B(a,7) C D e f[B(a,r)\ {a}] C C\ {b,c}, entdo
a singularidade de f em a nao seria essencial. Substituindo a funcao f por f—b
podemos ainda, sem perda de generalidade, supér b = 0.

Sendo entéo (i,,) a sucessao de fungdes definida por

@n(z)f<a+%> se 0<]z—a| <1 e n>1,

de acordo com o lema anterior alguma das sucessoes (¢,,) ou (1/p,,) tem uma
subsucessao que converge uniformemente em cada subconjunto compacto de
B(a, 1) \ {a}. Supondo que isto sucede com (¢,,), seja (¢, ) uma subsucessao
que verifica a condigdo requerida. Entdo o exemplo 19.13 mostra que (goan) é
limitada em C'(a,1/2) pelo que existe p > 0 tal que

1
fa () Spise Jo—al=5 e n>1.

Temos assim r
[fw)|<p se [w—a|=5— en>1,
2au,
e o principio do médulo méximo 18.1, aplicado a cada coroa circular de centro
a e raios r/ (2a,) € 7/ (2a,41), mostra que para todo o n > 1 ¢ ainda

r

r
F) < se 52— < fo—al < 5
Vemos entéo que f é limitada em B (a,7/2a1) \ {a}, e do coroldrio do teorema
14.2 resulta que a singularidade de f em a é removivel.

Supondo agora que (1/¢,) tem uma subsucessdo que converge uniforme-
mente em cada subconjunto compacto de B(a,r) \ {a}, conclui-se do mesmo
modo que 1/f é limitada nalgum conjunto da forma B (a,p) \ {a}. Entdo o
ponto a é uma singularidade removivel de 1/ f, e se ndo for também uma singu-
laridade removivel de f o exemplo 14.3 mostra que f tem um polo em a.

[
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Coroldrio 1 - Sejam D C C um conjunto aberto e f: D — C uma fung¢do
analitica com uma singularidade essencial em oo. FEziste entdao ¢ € C tal que
para todo o r > 0 wvale a inclusdo

C\{c} C f[B(oc,r)N D].

Demonstragio. Sejam E = {1/z:z¢€ D\ {0}} e g a funcio definida em E
por g(z) = f(1/z). Entdo g tem uma singularidade essencial no ponto 0 e o
enunciado resulta directamente do teorema anterior notando que

f[B(co,r)N D] =g [B(0,r)NE].
]

Podemos agora reforcar o resultado do pequeno teorema de Picard quando
a fungao inteira nao é polinomial:

Coroldrio 2 - Uma fungdo inteira e ndo polinomial toma uma infinidade de
vezes qualquer valor complexo, com uma possivel excepgao.

Demonstracdo. Basta aplicar o coroldrio anterior pois o coroldrio 1 do
teorema 14.16 mostra que uma fungao inteira e ndo polinomial tem uma singu-
laridade essencial no ponto co.

[

Obtemos ainda a seguinte propriedade geral das fungoes inteiras:

Coroldrio 3 - Se uma func¢do inteira e nao constante omitir um dado valor
c € C, entdo ela toma um infinidade de vezes qualquer valor complexo distinto
de c.

Demonstragdo. Como o exemplo 13.6 mostra que o contradominio de uma
fungdo polinomial e ndo constante é C, segue-se que uma fungao inteira nas
condigoes do enunciado é necessariamente nao polinomial e o enunciado resulta
do coroldrio anterior.

[
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22 - A fungao gama

O coroldrio do teorema 17.13 pode ser usado para introduzir a fungao gama
no dominio complexo de uma forma natural e particularmente esclarecedora.
Consideremos com efeito o problema de definir uma fun¢do f, meromorfa em
C, que verifique as condigoes

flz+1) =2f(z) e f(1)=1

Pondo g = 1/f somos entdo conduzidos a procurar fun¢oes meromorfas em C
para as quais

g(z) =zg(z+1) e g(1) =1. (22.1)

Dado um inteiro m > 0 obtemos assim a relagao
g(z) =z(z+ 1)..(z +m)g(z + m + 1),

e ela mostra que g terd um zero para z = —m. Aplicando agora o coroldrio do
teorema 17.13 com p = 1, vemos que as fungoes inteiras com zeros simples em
Zy e sem outros zeros tém a forma

+oo
g(z) = zeM?) H (1 + %) e (22.2)

n=1

em que h ¢ uma funcdo inteira.
Se g for dada por esta expressao temos

+oo

1
2g(z +1) = g(2)e"FTHE) (4 1) };[1 %e_%’
e como
+oo
z+n+1 1 _ym o1
Gl =, G e,
resulta

1
n

z9(z+1) — D =h(2) iy (z+m+1)e” P
9(2) mee

Atendendo agora a relacao

m

Z% =Inm+v+o(1) (22.3)

n=1

331



em que v é a constante de Euler (cf. exemplo 1.8), obtém-se

liIE (z+m+1)e"mm—r—o) — =7

e portanto
z9(z+1) e+ 1)—h(z)—
9(2) '
A primeira das condigoes (22.1) equivale assim a h(z + 1) — h(z) = 7, e as
fungbes mais simples com esta propriedade tém a forma

h(z)=vz+c
com ¢ € C. Por outro lado, da mesma condigao resulta ainda

_g(z) _
lim == = lim g(z +1) = g(1)

pelo que a segunda das condigdes (22.1) equivale a

lim M =1
z—0 z

e de (22.2) deduz-se h(0) = 0, ou seja, ¢ = 0.
Concluimos assim que a fungao g definida por

+00 .
— zeV? | | 1 —) n
g(z) = ze 1 ( + o)

verifica ambas as condigoes (22.1) pelo que, introduzindo a fungédo gama I" por

1
I'(z)=—— se z€C\Z,,
9(2) ’
ela aparece como a solugdo mais simples da equacao funcional f(z+1) = zf(z)
com a condi¢do suplementar f(1) = 1. Podemos agora enunciar o seguinte
resultado:

Teorema 22.1 (Weierstrass) - A fun¢io T, definida por

—+o0 2z
1 en _
F(z):wleH se z€C\Zgy,

(22.4)

3w

verifica a condigao I' (1) =1 e a equagao funcional
IF'(z+1)=2I(2) se z€C\Z,.

Além disso, esta fun¢do é meromorfa em C, nao tem zeros, tem polos simples
nos pontos de Zg , € real quando z € R\ Zg , e verifica a relagio I' (n + 1) = n!

sen €7Z7.
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Demonstracdo. A anslise precedente mostra que I' verifica as condigoes
I'(1) =1 e a equagao funcional I' (z + 1) = 2I'(z) se z € C\ Z;. Atendendo a
relacao

1 g z
= e V* 1 _> -
T ° ll(+n ¢

do teorema 17.13 resulta que 1/T" é uma fungéo inteira com zeros simples nos
inteiros nao positivos, pelo que I' é uma fungdo meromorfa em C que nunca se
anula e tem polos simples nestes pontos. Da defini¢ao resulta ainda directamente
que T'(2) é real quando z € R\ Z;, e a relagio I'(n+1) = n!l se n € Z$ &
imediata por indugao a partir da equagao funcional.

[

Exemplo 22.2 - Para cada n € Zg tem-se

(1"

n!

Res (I'; —n) =
E efectivamente
Res (T';0) = HII(I) 2I(z) = linbf (z+1)=1,

e admitindo o resultado vélido para um certo n > 0 é também

(z+n+1)T(z+1)

Res(T;—n—1) = liimi1 (z4+n+1)I(z) = liimi1 ~
. (w+mn) 1 (=1t
- 1 T (w) = — o) =2
wotn @ — 1 (w) n+ 1Res( =) (n+1)!

Exemplo 22.3 - Para cada z € C\ Zg tem-se
I'(z)=T(z).

Efectivamente, atendendo a que a fungao I' é real na recta real esta identi-
dade resulta do teorema 9.15.

Exemplo 22.4 - Para cada z € C\ Z; tem-se
T (2)] < [T (Re (2))]

Efectivamente, como para cada w € C ¢ |w| > |Rew|, atendendo a (22.4)
temos

Re(z) +o0 Re(z)

= [I'(Re (2))].

n=1

400 nelz)
1 e n 1 € n
I'(z)] = < II
T (=) 2| e7Re(®) g |14+ 2| = |Re(z)| e Re(z) )1+ Menil
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Exemplo 22.5 - Dados a,b € RT tais que a < b, a funcdo gama é limitada
na faiza vertical {z € C:a < Re(z) < b}.

Efectivamente, como I' é continua em [a,b] existe M tal que |I'(z)] < M
para todo o z € [a, b], e atendendo ao exemplo anterior temos ainda |T" (z)| < M
se a <Re(z) <b.

O exemplo seguinte mostra como o valor de certos produtos infinitos se pode
exprimir em termos da fungao gama.

Exemplo 22.6 - Dados ay,...,a, € by,....,bs € C\ Z~ tais que
ap+ - +a, =by+ - +by,

tem-se
T +9)  (1+%)  T(14b)..0(1+b,)

(1+2). (1+%) T@l+a).I(l+a)

Atendendo a (22.4), para cada z € C\ Z; temos efectivamente

n=1

Too 1 1

H (1+§> e = 2 (z) e7* B F'(1+2z)er*

n=1

e esta relagdo ainda é vélida para z = 0. Obtemos assim

ﬁo(1+%)...(1+“75) 3 Jﬁo(1+%g~)e— (14 %) e
(I4+%) . (1+%) L (4l e P (1+k)e
T (1+b1)e..T (14 bs)er’
I'(l1+ay)er..I'(1+a,)erer
T (1+by)..T(1+by)
Fl+a)..I'(1+ar)

a1
n
by
n=1 "

O teorema 17.9 conduz directamente a chamada férmula dos complementos
da fun¢ao gama, devida a Euler.

Teorema 22.7 (Férmula dos complementos) - Para cada z € C\ Z

tem-se
T

Fr)r1l-z =

sinmz’
Demonstragio. Atendendo a (22.4), para cada z € C\ Z tem-se

1 Too

T ()

n=1

e é também

F(ll—z) :(—z)rl = WH(l*_) ¢

n=1
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Temos entao
1 1oo 22
- - @ _ 12
T()T(1-2) f_[( n)

e o enunciado resulta do teorema 17.9.
]

Corolario - Tem-se

T (1> _Jr (22.5)

Demonstra¢io. Fazendo z = 1/2 na férmula dos complementos deduz-se
I'%2(1/2) = m, e da definigao resulta I'(1/2) > 0.
]

Exemplo 22.8 - Tem-se

Pliy)l = [ se y€R\ {0}

Efectivamente, atendendo ao exemplo 22.3 e & férmula dos complementos é

. ) . T'(iy)T (1 —dy) T T
F 2 = F F —_ = — — — .
TGyl (i) T (i) 1wy wysinimy  ysinh 7y

Exemplo 22.9 - Tem-se

1 T
Ll=+1 =,/ R.
‘ (2 + Zy)‘ cosh y € ye

Como no exemplo anterior ¢ efectivamente

1\ 1 1 1 1
‘F<§+zy> F<§+zy>f‘<§zy)F<§+zy)I‘<1§zy)

s ™ ™

sin (/2 + imy) " cosiry  coshmy’

O teorema seguinte dd outra representacdo importante da funcao gama,
conhecida por féormula de Gauss.

Teorema 22.10 (Férmula de Gauss) - Para cada z € C\ Z; tem-se
lim nin”
n>too z(z 4+ 1)...(z +n)

I'(z) =
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Demonstragao. Atendendo a (22.4), para cada z € C\ Z; temos

r 1 i 622:1 %
() = 5t T, (1+ 2/k)
1 i '62(77+22:1 %)
= - lim nl—=F—F——
zn—too  [[,_; (z+k)
e de (22.3) resulta
zlnn nln?
I'(z)=— lim n = 1

A férmula de Gauss permite deduzir outra propriedade importante da funcao
gama, devida a Legendre.

Teorema 22.11 (Legendre) - Para cada z € C\ Z; tem-se

f(5)r () =35

Demonstrag¢io. Notando que z/2 e (z+1)/2 nao pertencem a Zg se
z € C\ Zgy, a féormula de Gauss d4 sucessivamente

z z4+1 . nn3nln
I (_> r = lim —— z ZE1 (2+1 ZE1
2 2 n%+oo§(§+1)...(§+n) 2 (2 +1)...(2 Jr”)
nzn% 92n+2 (n|)2

_ (2n)° n22"*1 (n))”

= —— lim (2n)!(2n)” 2n 2%

— 2 hateo 2(2 + 1) (2 +2). (2 + 20) 2+ 20+ 13 (27)
1 ) 22n

= gl (@) lim ni ()

Pondo agora
2271
1 /2n
+
n—+00 n3 (n)

Qr() 5o
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Fazendo z = 1 nesta identidade e usando a relagdo (22.5) obtém-se a férmula
do enunciado.
]

Coroldrio (Férmula da duplicagdo) - Para cada complexo z tal que

2z ¢ Zg tem-se
2z—1

re)="x F(z)].“(z—i—%).

Demonstracao. Basta mudar z em 2z no teorema anterior.
[

O teorema seguinte d4 uma forma particularmente til de distinguir a fungao
gama entre as fungdes f que verificam a equagdo funcional f(z + 1) = zf(2).

Teorema 22.12 (Wielandt, 1939) - Sejam D o semiplano
{z€ C:Re(z) >0},
S a faiza vertical
{z€eC:1<Re(z) <2}

e f: D — C uma fungao analitica que verifique a condigao f(z+ 1) = zf(2)
para cada z € D. Se f for limitada em S é entao f(z) = f(1)I'(z) para cada
z€eD.

Demonstragdo. Seja ¢ a fungdo definida em D por ¢(z) = f(z) — f(1)I'(2).
Temos p(1) =0, p(z+ 1) = zp(z) se z € D, e também

lim p(z) = lim pletl) lim plet )=o) o' (1).

z—0 z—0 z z—0 z

Prolongando entéo ¢ a regido —1 < Re(z) < 0 pelas relagoes

@(z):@ se —1<Re(z)<0 e z#0,
’ (z+1)
s PR o
(0) = lim =—— = ¢(1),

a fungao assim definida ainda é analitica. Usando agora indutivamente a relagao
©(z) = p(z+1)/z pode prolongar-se ¢ a todo o plano complexo e obtém-se uma
funcao inteira que verifica a condi¢io ¢(z + 1) = zp(z).

Por outro lado, atendendo ao exemplo 22.5 e a hipdtese feita sobre f vemos
que @ é limitada em S. Seja entdo L um majorante de |p| em S e consideremos
o conjunto

T={2zeC:0<Re(z) <1}.
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Temos
lp(z + 1)

E <L se zeT e Im(z) >1,

lo(2)] =
e dado que ¢ também é limitada no conjunto compacto
{z€C:0<Re(z)<1le |Imz| <1}

resulta que @ é limitada em T'. Pondo agora o(z) = ¢(z)p(1 — z), como ¢(z) e
(1 — z) percorrem os mesmos valores quando z € T, segue-se que a fungéo o
ainda ¢ limitada em 7'. Para cada z € C temos no entanto

o(z+1) =z ¢(2) p(=2) = = p(2)p(1l - 2) = —o(2)

pelo que |o(z+ 1)| = |o(2)| e o facto de o ser limitada em T permite concluir
que o é limitada em C. Como o é inteira e 0(0) = ¢(1)p(0) = 0, o teorema
de Liouville mostra agora que o é identicamente nula. Daqui resulta que o
mesmo sucede com ¢ pois supondo ¢ (z) # 0 para algum zy € C, existia r > 0
tal que ¢ nunca se anulava em B (zp,7). Entdo a condigdo ¢(2)¢(l —2) =0
exigia ¢ (z) = 0 para todo o z € B(1 — 2,7) e ¢ seria identicamente nula,
contrariamente a hipétese. Em particular ¢ é identicamente nula em D o que
implica f(z) = f(1)I'(z) para cada z € D.
|

Para abordar a representacao da fungao I' na forma de um integral paramé-
trico vamos primeiro generalizar a integrais de Riemann impréprios as
propriedades dos integrais paramétricos referidas no teorema 13.10.

Teorema 22.13 - Sejam D C C um conjunto aberto, I C R um intervalo
de extremos a e b com —oco < a <b < 400, e ¢ : D x I — C. Suponha-se
que para cada t € I a fungdo z — @(z,t) é analitica e que para cada z € D a
fungdo t — @(z,t) é localmente integravel-R em I. Suponha-se ainda que para
cada conjunto compacto K C D eziste uma fungdo ¥y : I — Rar , localmente

integravel-R em I, tal que f; Yy converge e
lp(z,t)| < Yr(t) se ze K e tel.

Entao, para cada z € D o integral ff(p(z,t)dt é absolutamente convergente e a
funcao f: D — C definida por

f(2) = / (=, 1)t

é analitica. Além disso, para cada inteiro positivo m e para cada z € D o
integral

b am@

Ozm

(z,t)dt
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é absolutamente convergente e tem-se

b amga
a 82:7”

fm (2) = (2,t) dt.

Demonstragio. Dado z € D e tomando K = {z}, a relagdo |p(z,t)| < ¥ (¢)
se t € I mostra que o integral f: ©(z,t)dt é absolutamente convergente. Sejam
agora (ay,) e (B,) duas sucessoes tais que lima, = a e limf3, = b com
a < ap < f, <b, e ponha-se

Bn
fn(z)z/ o(z, t)dt.

Dado um conjunto compacto K C D, como 9 ¢é limitada em cada intervalo
[an, B,,] segue-se que ¢ é limitada em KX [ay,(,] € o teorema 13.10 mostra
que (fy) é uma sucessdo de fungoes analiticas.

Para cada z € K temos ainda

ul2) — F(2)] < / - go(z,t)dt‘ +

b Qan b
/B e < / ()t + /B o

pelo que ,
sup |£u(2) = F2)] < / e (t)dt + /B )

e (fn) converge uniformemente para f em K. Entéo o teorema de Weierstrass
13.9 mostra que f também é analitica.

Por outro lado, dados z € D e um inteiro positivo m, o teorema 13.10 mostra
ainda que a fungao definida por

770

2 (2,1)

L 8,2"”

é localmente integrdavel-R em I e que para cada n se tem

B om ©
Ozm

Fim (z) =

(z,t) dt.

Qn

Tomando r > 0 tal que B(z,7) C D e pondo K = B(z,r), das desigualdades de
Cauchy obtém-se

m | |
'—ng (Zaf)‘<ﬂ sup Iw(C,t)Ig%jf(t) se tel

m
T ¢ —z|=r

e deduz—se que o integral

b
o™
/a S (z,t)dt
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é absolutamente convergente.
Finalmente, do teorema de Weierstrass 13.9 resulta ainda

™ (2) = lim £ (2)

e conclui-se

B am b om
(M) (. — 1 ¥ _ P
U (2) hm/an S (z,t)dt /a S (z,t) dt.
]

O teorema de Wielandt 22.12 pode agora ser usado para representar a fungao
gama na forma de um integral paramétrico.

Teorema 22.14 - Dado z € C tem-se

+oo
I'(2) :/ t*~te7tdt se Re(z) > 0.
0

Demonstragdo. Pondo
D={zeC:Re(z) >0}

o integral dado é absolutamente convergente se z € D, e para cada t € RT a
funcdo definida em D por z — t*~le~t ¢ analitica.
Dado um conjunto compacto K C D sejam

a=min{Re(z):2€ K} >0 e f=max{Re(z):2€ K}.
Definindo uma fungao ¢ : R* — R* por

(t) = trlet s O<t< 1
PO=Y 8-1et ge t>1

temos entao |tz_1e_t} < ¢(t) para cada t € Rte z € K. Como o integral

O+°° ©(t)dt converge, aplicando o teorema anterior concluimos que a fungao f

definida por

+o00o
f(z) = / t*"te~tdt se Re(z) >0
0

¢ analitica em D. Além disso temos

+oo
()] < /0 1R 1e~tdt = f (Re(2))

e a continuidade de f mostra que esta fungao é limitada na faixa 1 < Re (z) < 2.
Como ¢ ainda f(1)=1e

“+o0 —+o0
fz+1)= 7/ t* (e7t) dt = / 2 te7tdt = 2f(2) se z€ D,
0 0
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o teorema de Wielandt 22.12 permite entao concluir que se tem
f(z) =T(z) se z€ D.
[

Corolario 1 - Para cada inteiro m > 1 tem-se

+oo
™) (z) :/ t*~le7' In"tdt se Re(z) > 0.
0

Demonstra¢do.  Efectivamente, na demonstracdo do teorema anterior
estabeleceu-se que o integral
400
/ t*letdt
0

verifica as condigoes de aplicabilidade do teorema 22.13. Temos entao

too gm +oo
rm(z) = / (t=te ) dt :/ t*~le7'In"tdt se Re(z) > 0.
0 Ozm 0
[

Como aplicacao do teorema anterior pode agora obter-se o valor do integral

de De Moivre
+oo 5
/ e ¥ dx.
0

Corolario 2 - Tem-se

Demonstracio. Efectivamente, a mudanca de varidvel ¢t = 2 conduz a

+oo +oo
/ e dy = 1 / 2 tdt = l].“ 1 = ﬁ
0 2 Jo 27 \2 2

O teorema de Wielandt 22.12 pode também ser usado para provar outra
identidade fundamental na teoria da funcdo gama.

Teorema 22.15 (Euler) - Dados z,w € C tem-se

1
:/ t*~1(1 —t)*"dt se Re(z) >0 e Re(w)>0.
0
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Demonstragdo. Pondo
D ={zeC:Re(z) >0},

o integral dado é absolutamente convergente se z € D e w € D. Por outro lado,
fixados t € ]0,1[ e z € D, a fungao definida em D por

w771 —)v L
¢ analitica. Além disso, sendo K um subconjunto compacto de D e
a=min{Re(z):z€ K} >0,

temos
(=) < R 1 - se 0<t <1

Entao, como para cada z € D o integral
+oo
/ tRe(Z)—l(l _ t)a—].dt
0

é convergente, mantendo z fixo o teorema 22.13 permite concluir que o integral

1
/ 71—ty at
0

define uma fungao analitica de w.
Mantendo ainda z fixo, seja agora f a funcao definida por

1
f(w):F(z—i—w)/ 11— t)""tdt se we D.
0
Temos
1
f(w+1):r(z+w+1)/ #2711 — ) dt
0

€ como

1 1 1

z/ 711 —t)vdt = / t*) (1 —t)"dt = w/ (1 —)" " dt,

0 0 0
da relacao
A -+t = (- )
resulta . .
(2 + w)/ 71 —t)vdt = w/ =11 — ) dt.
0 0

Obtém-se assim

g W _ wf(w) __ wf(w)
/Ot -1 dti(z—l—w)l“(z—l—w)il“(z—i-w-i-l)’
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donde se conclui a identidade
flw+ 1) =wf(w) se weD.

Por outro lado, da defini¢do de f resulta
)] <P +w)] | e (g — gyt
donde se deduz
uwngwu+wn42%@*ﬁse1gwag2

e o exemplo 22.5 mostra que f é limitada na faixa 1 < Re (w) < 2. Atendendo
ao teorema de Wielandt 22.12 conclui-se entao

fw)=f(OI'(w) se weD

pelo que

/1t21(1t)w1dtw se z,w€ D.
0 z4w

O enunciado resulta agora de ser

(z+1) _

f(1)=T(z+1) /1 t*~ldt =
]

Coroldrio 1 - Dado z € C tem-se

+oo z—1
/ L dr=— se 0 <Re(z) <1
0

1+x sinmz

Demonstragio. Fazendo x = t/(1—t) e usando a férmula dos complementos
22.7 obtém-se efectivamente

![mw%imzlizu H=2dt = T(2)D(1 — 2) = —

1+ sinmz

Coroldrio 2 - Dados z,w € C tem-se

/W/QsinZIxcoswlxda:—— ()T (3) se Re(z) >0 e Re(w) > 0.
o 2 F(z w)
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Demonstra¢io. Como a mudanca de variavel ¢ = sin? & transforma o integral
dado em )
ltz/Z—l (1 _ t)w/Z—ldt
0 2

basta agora aplicar o teorema anterior.
|

O teorema seguinte exprime dois integrais notdveis em termos da fungao

gama.
Teorema 22.16 (Cauchy) - Dado z € C tem-se
0 cost T
dt = 0 <R 1
/0 t* 2I'(2) cos &¢ se 0<Re(z) <
e o
sint ™
dt = ————— 0 <R 2.
/0 % 2I'(z) sin %2 se 0<Re(z) <

Demonstragao. Fixado z € C tal que 0 < Re(2) < 1, seja f a fungdo definida

por
f(u):% se ue C\Ry.

Como lim, o uf(u) = limy . f(u) =0e¢
/m Ft)e~tdt =T (1 - 2),
0

a funcao f verifica as condigoes de aplicabilidade do teorema 12.11. Para cada
w € C\ {0} tal que Re(w) > 0 tem-se entdo

+oo +oo
/ f(t)e tdt = w/ f (wt) e~ ™tdt,
0 0

ou seja,

+o0 e—wt
/ dt =T (1—2z)w .
0 t*

Em particular resulta
it

oo e_it it oo e i
dt=T(1—-2)eTE ¢ S dt=T(1—-2)e TG,
0 t* o t7

donde se deduz

+oo
t
/ ﬂdt:F(l—z)sinE

e
+oo o
/ Smtdt:I‘(lfz)cosﬂ—z.
0 1% 2

344



Usando agora a férmula dos complementos 22.7 obtém-se

0 cost ™
—dt = —
0 t 2I'(2) cos &

o0 sint ™
—dt=
0 t 2I'(2) sin Z¢

o que estabelece as relagoes do enunciado para todo o z tal que 0 < Re (z) < 1.
Como o segundo membro da tltima identidade define uma fungao analitica
no conjunto

D={ze€C:0<Re(z) <2},

o principio do prolongamento analitico 9.10 mostra que para ampliar esta iden-
tidade a regido 1 < Re(z) < 2 basta provar que o primeiro membro também
define uma func¢éo analitica em D.

Decompondo o intervalo de integracao e integrando por partes em [1, 00|
temos, no entanto,

+oo L: 1 +o0
sint sint cost
/0 I dt:/o t—zdt+cosl—z/1 th se 0<Re(z) <2

e o problema reduz-se assim a provar que os integrais

1 - “+o0
sint cost
/ =t e / et
o 1 1t

representam ambos fungoes analiticas em D.
Dado um conjunto compacto K C D sejam entao

a=inf{Re(z):2€ K} >0 e f=sup{Re(z):z€ K} <2.

Como ¢ |sint| < t para t € [0, 1], temos

sint 1 1

e Swﬁtﬁ—_l se z€ K e t€]0,1],
e temos também

cost 1

| S < fat1 5S¢ zeK e te[l,+oof.

Notando agora que os integrais

1 “+o0
1 1
—dt dt
/0 1 © /1 o+

sao ambos convergentes, o teorema 22.13 permite concluir o resultado
pretendido.
|
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O coroldrio seguinte generaliza o exemplo 12.13.

Coroldrio - Dado o € R tem-se

Foo 1 T
/ cosx"‘dle“(l—i——)cos— se a>1
0 o} 2«

Foo 1 T
/ sinz®dz =T (14— )sin—=— se |a|> 1.
0 a 2]a

Demonstragao. Tomando o > 1 no primeiro destes integrais, a mudanca de
varidvel t = % e o teorema anterior conduzem a

+oo T
/0 cosatdr = 2al' (1 —1/a)sin7t/ (2a)"

A identidade do enunciado obtém-se agora usando a férmula dos complementos
22.7 e a equagao funcional da fungao gama.
De modo andlogo, tomando « tal que |a| > 1 obtém-se a relagao

+oo ) N T
/0 ST = S T T = 1/a)cos 7/ (20)

e usando a férmula dos complementos o segundo membro transforma-se em
1 1 1
—I' - SinL:F 1+ — Sini.
o] \« 2 a 2 |
Teorema 22.17 - Para cada z € C\ Z~ tem-se

e =2 ()

n=1

e a série converge uniformemente nos subconjuntos compactos de C\ Z~.

Demonstragio. De (22.4) resulta

1 g

m:evzg(l—i—%)(f% se ze C\Z™,

e o teorema 17.13 mostra que o produto infinito converge uniformemente em
todo o subconjunto compacto de C. Como a fungdo que ele define ndo tem
zeros em C\ Z~, do teorema 17.6 resulta a relagao

(ﬁ)lr(z+1)7+§<nizi> se z€ C\Z~

n=1
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que é equivalente a do enunciado. Do teorema 17.6 resulta ainda que a série
no segundo membro converge uniformemente nos subconjuntos compactos de

C\Z .
||

Corolédrio - Tem-se
I'(1) = —.

Demonstra¢do. Resulta directamente de fazer z = 0 na férmula do teorema
anterior.
[

Exemplo 22.18 - Tem-se

+oo
/ e Tlnxdx = —.
0

Efectivamente basta usar o coroldrio anterior e o coroldrio 1 do teorema
22.14.

Exemplo 22.19 - Tem-se

T Inlnz
/1 o de = —.

Efectivamente basta mudar x em Inz no exemplo anterior.

Exemplo 22.20 - Tem-se

[ e
o \Inz  1-=z e

Efectivamente, mudando x em 1/x no exemplo anterior resulta

/1 Inln (1/z)dx = —v
0

1 1
/ Inxde = / In(1 — z)dx
0 0

1
/ f(x)dz = —,
0

e usando a identidade

obtém-se

com .
f(z)=Inz —In(1 —z) —|—1nln;.
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Notando agora que lim,_,g zf(z) = lim,—; zf(x) = 0 e integrando por partes,
deduz-se

1
5 :/0 xf'(x)dx

e daqui resulta a férmula pretendida.

A funcéo 9 definida por

P(z) = ) se ze C\Z,

diz-se a fun¢do digama. Como 1/T" &€ uma funcao inteira vemos que v é analitica
em C\ Z;, e do coroldrio do teorema anterior resulta

(1) = . (22.6)

Exemplo 22.21 (Férmula dos complementos da funcao digama) -

Tem-se
Yl —2)—Y(z) =7mcotmz se z€ C\Z. (22.7)

Efectivamente basta tomar a derivada logaritmica da férmula dos comple-
mentos da funcao gama, dada pelo teorema 22.7.

Exemplo 22.22 - Tem-se

w(@ﬂz)(z;l)ng)mm se 2€ C\Z,.

Efectivamente basta tomar a derivada logaritmica da identidade do teorema
de Legendre 22.11.

Exemplo 22.23 - Tem-se

1
P (5) =—y—2In2,

1 m 3 us
1/}(1)——7—31n2—§ e¢<1>——7—31n2+§.
Efectivamente, fazendo z = 1 no exemplo anterior e usando a relacdo (22.6)

obtém-se o valor de 9 (1/2). Os valores de v (1/4) e ¢ (3/4) resultam agora de
fazer z = 1/4 em (22.7) e z = 1/2 no exemplo anterior.
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Teorema 22.24 - A funcdo digama verifica a equacao funcional

w(z+1):w(z)+§ se z€C\Z;, (22.8)

e tem-se
P(z) = — —lJrJio 11 se z€ C\Zy (22.9)
=TTy —\n ntz 0 '

sendo a série uniformemente convergente em cada subconjunto compacto de
C\Z;.

Demonstra¢do. Tomando a derivada logaritmica da equagdo funcional da
fungao gama
I(z+1)=2I'(2) se z€ C\Z;

obtém-se a equacao funcional da fun¢ao digama. A segunda parte do enunciado
resulta agora directamente do teorema 22.17.
[

Coroléario 1 - Tem-se

P(z) = lim <1nmzn—iz> se z€ C\Z,.

m—-+00
n=0

Demonstragio. Efectivamente a relagdo (22.9) pode escrever-se na forma

_ 1 1
U(z)= lim (Zﬁﬂy7§n+z>

n=1

e a relagdo (22.3) conduz a identidade pretendida.
|

Corolario 2 - Para cada inteiro m > 0 tem-se

|
w(m)(z + 1) . w(m)(z) — (71)m 21274‘1 se z€C \ Za.

Demonstragdo. Basta derivar sucessivamente a equagao funcional (22.8).
]

Corolario 3 - Para cada inteiro m > 1 tem-se

+oo
m m 1 —
1/}( )(z):(—l) +1m! E m se ZG(C\ZO.
=0

n
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Demonstragdo. Basta aplicar o coroldrio do teorema de Weierstrass 13.9 &
derivagao sucessiva da relagao (22.9).
|

Exemplo 22.25 - Para cada inteiro m > 1 tem-se

—+o0
1
(m) —(_ +1
) = ()" Y
n=1

Efectivamente basta tomar z = 1 no corolédrio anterior.

Pondo
+oo 1

((m) =) —
n=1 n

para cada inteiro m > 2 (cf. seccao 23), a relagao anterior traduz-se por
Y1) = (=)™l (m + 1). (22.10)
Exemplo 22.26 - Tem-se
F// (1) :72 4 %

Efectivamente, dado z € C\ Z; temos
o (T@Y_I"E) (TR
vo-(+5) - - (76)

I (1) = ('(1)* + ¢/ (1)

Como o exemplo anterior mostra que

pelo que

, +ool 7'('2
1) = — =
QORI

basta agora aplicar o corolédrio do teorema 22.17.

A semelhanca do que sucede com a funcdo gama, também ¥(z) admite
representacoes uteis sob a forma de integrais paramétricos quando Re (z) > 0.

Teorema 22.27 (Legendre) - Dado z € C tem-se

14 42-1
P(z) = —’y+/ 1—ttdt se Re(z) > 0.
0 _
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Demonstrag¢io. Tomando z € C tal que Re(z) > 0 e partindo da relagéo
(22.9) temos

1 +o00 1 1 +oo .1 N
w(z)+v+;=§<n+1—n“+z>=§/o (¢" = 2"7%) dt.

Dado um intervalo [a,b] C [0, 1], para cada ¢ € [a,b] é
|tn _ tn+z| — |1 _ tz|tn S 2p™
e o critério de Weierstrass mostra que a série

+oo

Z (t" — " +7)

n=0
converge uniformemente em [a, b]. Além disso, para cada m > 0 temos

m

S (1 - )

n=0

1-¢2
1-t¢

1-t#
1-1¢

= (1—¢m) se 0<t<1

earelagio 1 —t* ~ z(1 —t) (¢t — 1) mostra que a funcdo definida por

1—-t¢7
1-t¢

¢ limitada quando ¢ € [0, 1].
Aplicando o teorema 11.4 temos entao

+oo a1 N 1 oo N 11 _¢
" — " TE dt:/ " — " TE dt:/ dt
Z})/o( ar= 3 yar = [ =

e a férmula do enunciado resulta de ser
1 1 1 S
- = / 7 dt = / .
z 0 o 11—t

Corolario 1 - Dado z € C tem-se

1 P
w(z)/0 (Hlt+f_lt>dt se Re(z) > 0.

Demonstragdo. Resulta directamente do teorema anterior e do exemplo
22.20.
|
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Corolédrio 2 - Dado z € C tem-se

“+o0 —t —zt
ww>A (%Tlie4>dt

t

Demonstra¢do. Basta mudar ¢ em e™" no coroldrio anterior.

Corolario 3 - Para cada inteiro m > 1 tem-se

Yl e
P (z) = —/ 1—ntdt se Re(z) > 0.
0 _

Demonstra¢ao. Dado w € C, do desenvolvimento de e em série de poténcias
de w resulta a relacao e — 1| < el®l — 1 que conduz a desigualdade

G |
= 1t

se 0<t<1.

11—t
1—t

Sendo K um conjunto compacto contido no semiplano Re(z) > 0 e
p=max{|z —1|: z € K} temos entéo

tTHF—1
<
- 1-t

se 0<t<1l e zeK.

1—¢= !
1—t

Como a fungao definida por (¢~ —1) /(1 —t) ¢ limitada quando ¢ € [0,1], a
expressao de 9™ resulta agora de aplicar o teorema 13.10 & identidade do
teorema anterior.

[ ]

Exemplo 22.28 - Para cada inteiro m > 1 tem-se

/hl bt = (=1)™ml¢ (m+1).
y 1t

Efectivamente basta fazer z = 1 na expressao de w(m) (z) dada pelo corolério
anterior e usar a relagao (22.10).

Exemplo 22.29 - Tem-se

¢(1)7§13D£ ¢(2> ——13+ﬂ£

3 2 6 2

¢<1):—7 21112——1 3_i ¢<2>:—7 21112——1 3+—\/_.

2
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Efectivamente, fazendo z = 1/3 no teorema 22.27 e mudando ¢t em 3 no
integral correspondente, obtém-se

1 R | 3 3
O IRy (MESTHP .
0

t24+t+1 2 6

Os restantes valores de 1) resultam agora de tomar sucessivamente z = 1/3 e
z = 1/6 na férmula dos complementos da fun¢ao digama e z = 1/3 na férmula
do exemplo 22.22.

O teorema seguinte mostra que a soma de uma série cujo termo geral é
uma fungdo racional se pode exprimir em termos da fun¢do digama e das suas

derivadas.

Teorema 22.30 - Seja R uma funcao racional prépria, sem polos nos
inteiros nao negativos, e cuja decomposicdo em fracgoes simples é da forma

Se a série 3°,°0 R(n) for convergente tem-se entio

+oo r
>R ZZ ¢ (a).

n=0 Jj=1k=1

Demonstragdo. Como a convergéncia de :i% R(n) exige limnR(n) =0, de

S O .

S (n+ a;)"
deduz-se

> Cp=o.
j=1

Para cada n > 0 podemos entao escrever

s T
C; 1 1
j:1n+aj = n+1 n+a;

pelo que

T m 1
nz;);n+a :_Z le(n+1 n+aj>
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e esta identidade pode ainda escrever-se na forma

m T 0‘1 T m 1 1
Sy S (o3 ()

n=0j=1

Atendendo a (22.3) é entao

Syl oy, (mZ ! +o(1>>
j=1

n -+ aj
n=0 j=1 n=0 + J

e usando o coroldrio 1 do teorema 22.24 obtém-se
+oco 7 r
Cit
IPIEC SR WRI)
n=0j=1 J j=1
Como do corolario 3 do teorema 22.24 resulta
+oo
Cp _ ¢ 2V
n—0 (n+aj)k ! (k—1)!

1/J(k71)(aj) se k>2 e 1<j<r,

fica estabelecida a féormula do enunciado.
]

Exemplo 22.31 - Dados inteiros positivos p1,ps, qi, Qe tais que

pl/Ql ?épz/th,

tem-se
f 1 _ (/) — ¥ (p2/00)
— (qn+ p1) (@2n + p2) P1g2 — P21 '

Efectivamente, neste caso é vélida a decomposigao

1 1 1 1

(@z +p1) (@22 +Dp2)  P2qi — 162 (z +pi/an = +p2/Q2)
Exemplo 22.32 - Dados inteiros positivos p e q tem-se
+oo

" 1 P 1 P

DT L (2 D)y (L),

—qn+p 2q 2g 2 2q

n=0
E efectivamente

YL - Y (s )

—= = \2qn+p  2qn+q+p

(]

1 1 1
-y _ ,
2q <n+p/2q n+p/2q+1/2)

n=0
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Aplicando as duas férmulas anteriores obtemos, por exemplo,

+o00o 1 1 1 3 7['\/3
Zm=¢<§>—w<§> = JI3—2n24+ 55

n=0
St () () -5

Usando a representacao integral de 1 dada pelo teorema 22.27 & possivel
exprimir os valores de 1 (x), com x racional positivo, por uma férmula que
apenas envolve fungoes elementares e constantes matemdticas conhecidas.

Aplicando sucessivamente a equagao funcional (22.8) o problema reduz-se a
calcular ¢ (p/q) em que p e g sdo inteiros tais que 0 < p < ¢, e isso pode ser
feito usando a identidadae que vamos estabelecer.

Teorema 22.33 (Gauss) - Dados inteiros p,q tais que 0 < p < g, tem-se

D 0 P L L)/2] 2kpm km
w(—>:—'y—ln2q——cot—+2 Z cos ln(sin—>.
q 2 q q q

k=1

Demonstracao. Atendendo ao teorema 22.27 temos

11 _¢p/a—1 1 .g—1 _ .p—1
P 1—¢P T x
P — - dt= —d
dj(‘])—‘_v /0 1-t q/o 1— a1 v

I 1 —xn 4 [ &,

Como & .
g
; 2km
xq—lzn(x—e“q’“) com 0 = —,
k=0 q
a relagao (14.1) permite escrever
_ q—1 —1
qzP 1 B Cy, L i, qx?
x?—1 _I;)xfewk com Ck_zEIe?Bk (v e )x‘l—l’

pois a fungdo em primeiro membro é uma fungao racional prépria com polos
simples nos pontos e?*. Usando o exemplo 14.21 para calcular os residuos Cj,

obtém-se
Cy = et P—a)bk — ipby
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e deduz-se a decomposicao

qaP~! 1 2 v
-1 x-1 “x—el
Temos assim
19-1  ipo,
p . ¢
= =1 —In(1—-—X%+In(1-X —d
w<q>+7 Xl_)IIlli( n ( ) + In( ))+/0 ;xiezek x
e portanto
» q—1 ) 1 1
w<—)+'y+lnq: e”")k/ —dzx. 22.11
Mudando p em g — p é entao
» q—1 1 1
Y _ —ipb
o1 q>+7+1nq;€ e

e como a férmula dos complementos (22.7) d4

w<1l—)) w<£)+7rcotp—7r,
q q q

at A | pm
Z (efzpek _ elpﬁk) / 7 dx = mcot —,
0 T —ewvk q

k=1

Zzsmp@k/ mdm = *g cot, %

Atendendo a (22.11) obtém-se assim

q—
P 1
w<q)+’y+1nq+—cot— kg coska/ 7_ei0kdx

e como o primeiro membro desta identidade é real, deduz-se

q 1
1/J< )—i—’y—i—lnq—i——cot— Zcosp@k.Re</ 1,0 dac).
q P o T — ek

Temos agora

1 1
1 T — cos 1
_ = =—In(2-2 .
Re(/o x—ewkdx> /0 x2—2x0089k+1dx 2 n cos k)
. O
= 111(281117),
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e obtém-se a relacao
p Ok
P +v+Ing+ T ot 28— Zcospﬁk In ( 2sin — (22.12)
q 2 ¢ = 2

Como é

! ! 2pmi\ K
Zcosp@k:Re< (e%) ) =-1

k=1

a identidade (22.12) transforma-se em

q—
+~v+1In2qg+ —cot— 22.13
w(q) v q kZ K (22.13)

com
. O
up, = cos phy In | sin 5 )

Notando agora que 04— =27 — 0 se 1 <k <qg—1,¢

Ok O O
cosply, = cosply—_i e sin =sin|{m—— ) =sin—
2 2 2
pelo que
Ug—r =ur se 1<k<qg—-1
Se ¢ for impar da forma 2m + 1 temos entao

m

q—
Z :Z uk+uq,k):22uk
k=1 k=1 k=1

e se q for par da forma 2m temos

m—1 m—1

Zuk—22uk+um—22uk,

pois de
sin % = sin T_ 1
2 2

resulta u,, = 0. Em ambos os casos € assim valida a relagao

q—1 (a—1)/2]
Su=2'y w
k=1 k=1

e (22.13) conduz a férmula do enunciado.
|
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Conjugando o teorema de Gauss com os exemplos 22.31 e 22.32 podemos
obter resultados impressionantes sobre soma de séries, resultados esses que
seriam virtualmente impossiveis de alcangar com outros métodos.

Na teoria da funcdo gama desempenha um papel importante um ramo
particular do logaritmo desta fungao. Como T'(z) toma valores em RT quando
z € RT, estd definido o logaritmo real da restricio I' a RT e tem-se

(InT(2)) =(z) se zeRT

O teorema seguinte descreve o dnico ramo do logaritmo de I' em C\ R que
prolonga este logaritmo real.

Teorema 22.34 - A funcao X\ definida por

Mz)=—y(z—1) +Z< ( 1)) se ze€ C\Ry

verifica a condi¢ao
Mz+1)=Az)+1nz se z€ C\Ry

e é o unico ramo do logaritmo de T' em C\ Ry que coincide com o logaritmo
real de T' em RT.

Demonstrag¢io. Dado w € C tal que |w| < 1/2, com base no desenvolvimento
de In(1 + w) em série de poténcias de w deduz-se

2
|wl

<|wl*.

l\DI»—\

+oo
Jwl*
In(1 — <
In(1 4+ w) g: E S 21— [

Sendo K C C\R; um conjunto compacto e 4 = max {|z — 1| : z € K} temos
entao

—1 —1 —1 2
z —ln(l—i-z >'<|Z 2| SN—Q se z€ K e n2>2yu,
n n n n

pelo que a série que define A converge uniformemente em K. Como todas as

fungdes
In (1 - 1>
n

sdo analiticas em C\ Ry, do coroldrio do teorema de Weierstrass 13.9 resulta
que A é também analitica neste conjunto. Derivando a série termo a termo e
atendendo a (22.9) resulta assim

+00 ’
N(z )7+Z<%n+i—1) 1;((5)) se z€ C\R,.

n=1
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Pondo agora
f(z) =T(2)e™*® se ze C\Ry

segue-se que [ ¢ identicamente nula em C\ R, e como f (1) = 1 conclui-se
M) =T(2) se z€ C\Ry.

Vemos assim que A define um ramo do logaritmo de I' em C\ R, que é real
quando z € R e a unicidade resulta do exemplo 10.12. A segunda relacao do
enunciado obtém-se agora notando que as fungdes A(z+ 1) e A(z) +1n z definem
ambas ramos do logaritmo de I'(z + 1) em C \ Ry, que sdo reais em RT.

|

A funcdo A definida no teorema anterior diz-se simplesmente o logaritmo da
funcdo T e representa-se por logI'. Com esta notacao as duas identidades do
teorema anterior podem escrever-se na forma

logT'(z+1) = —yz+ Jio (% —In (1 + %)) se C\]—o0,—-1], (22.14)

logT'(z+1) =1logl'(2) +Inz se z € C\Ry. (22.15)

Por derivagao obtém-se agora, directamente,

(logT (2)) = 4(2) se z€ C\Ry. (22.16)

Corolario - Tem-se
R z
logD (2) = —Inz — (—71 (1 —)) C\R;.
ogI'(2) nz 7z+n§1 - —In Jrn se z€ C\R,

Demonstragao. Resulta directamente das identidades (22.14) e (22.15).
|

Nota 22.35 - E importante observar que logT' () ndo coincide em geral
com o logaritmo principal InT" (z) do nimero complexo I' (z). Efectivamente a
parte imagindria de InT (z) néo excede 7, e para cada y > 0 o coroldrio anterior

d4

+oo
Im (logT (iy)) = —g —’)/y+ng1 (% - arctan%) > —g — vy +y — arctany

> y(l—9)—m
pelo que limy,_, oo Im (log I' (iy)) = +o0.

O teorema seguinte descreve o desenvolvimento de logT' (z 4 1) em série de
poténcias de z.
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Teorema 22.36 - Tem-se

logT' (2 + 1) *f’szrZ z" se 2| <1 e z#—1.
n=2

Demonstragio. Dado z € C\ {—1} tal que |z| < 1, para cada inteiro m > 1

tem-se
z P (=)™ s z\"
(D)= -2 ()

e de (22.14) resulta

+o00o +oo
logT' (z+ 1) +'yz—zz ( ) )
m=1n=2
ou seja,
+oo (_ ., +oo +oo
logD (2 +1) 472 = )~ +ZZ ( ) . (22.17)
n=2 m=2n=2
E no entanto
+oo 400 +00 400
9P| E S EIRED DD IR S B
m=2n=2 m=2n= 2
pelo que
SR 2\ NSNS (ED" 2N R (DT — )

Substituindo em (22.17) obtém-se a férmula do enunciado.
=

Corolario - Tem-se

Y(z+1) f—'erZ C(n+1)2" se |z| < 1.

n=1

Demonstragdo. Resulta imediatamente do teorema anterior derivando termo
a termo a série de poténcias.
[
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Exemplo 22.37 (Euler) - Tem-se

Efectivamente basta fazer z = 1 no teorema anterior.

Nota 22.38 - H4 vdrias outras séries numéricas simples que envolvem as
constantes ((n) e cuja soma pode ser determinada permutando os simbolos de
série de acordo com o teorema 7.13. Efectivamente temos

400 400 400 +00 +o00
> (-1 = >y ZZ ZW 7

n=2 2
_ *f(;;)l
o m—1 m

+o00 +o0 +oo n +o0
S erem-n = 23 () =3
= 1 =X/1 1 1

- S mmr =2 ) =1

n=2

> ()

n

Usando o exemplo anterior obtém-se ainda

f(l)”%’y+ln21

n=2
e temos também
+00 +o0o +oo +oo +oo
Sl - vy Loy (h)
n=2 n n=2m=2 nm" m=2n=2 n m
M
1 1
= — lim <—+ln 1—)>
M—+oc0 m m
m=2

Como
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de (22.3) conclui-se entao

Teorema 22.39 (Férmulas de Raabe) - Tem-se

1
/logF(z—l—t)dt:zlnz—z—i—%anﬂ' se z€ C\Ry,
0

1
/ logT' (¢t) dt = 11n 2m.
0 2

Demonstragio. Como logT' ¢ analitica em C\ R, e este é um conjunto em
estrela relativamente ao ponto 1, segue-se que a fungdo logD' é primitivavel.
Sendo F' uma primitiva de logI' e pondo

1
w(z) :/ logT' (z+t)dt se z€ C\Ry

0
resulta assim

z+1

o(z) = / logT(¢)d¢ = F(z +1) — F(2).
Atendendo a (22.15) temos entao
@'(z) =logT (z+1) —logT'(z) =Inz

e existe uma constante ¢ € C tal que

o(z) =zlnz—z+ec,

ou seja, )
/0 logT'(z+t)dt =zlnz —z+c. (22.18)
Daqui resulta
1 I+4e
glirgl+ : logT' (t) dt = 613& : logT' () dt = 81ir(1)1+ ple) =c
pelo que o integral )
/0 log T () dt

converge e

1
/ logT' () dt = c.
0
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Por outro lado, tomando z € R no coroldrio do teorema 22.11 temos

1 1
logT' (22) = (22 —1)In2 — % +logT (x) +logT <x+ 5)

donde vem

1
z In2 1 !
/zlogF(Qx)d:c:fn——E+/ log'(x)dx
0 4 4 0

e fazendo ¢t = 2z no primeiro destes integrais obtém-se

1
1

c:/ logT' (t) dt = = In27.
o 2

A primeira parte do enunciado resulta agora de (22.18).
[

O teorema anterior permite deduzir estimativas da fungéo logI' (z) particu-
larmente uteis quando |z| é elevado. Usaremos o seguinte resultado auxiliar:

Lema 22.40 - Dados z € C\ {0} e € R} tem-se

|z 4+ x| > (|z| + ) cos (angZ)

Demonstra¢do. Pondo 6 = arg z temos
lz4+ 2 = |z2I°+2|z|zcosd+ 2% = (|2| +2)° — 2|z| z (1 — cosh)
= (lz| + 2)* — 4]|z| zsin? g
Atendendo agora a relacgio |z|* + 2 > 2|z| z temos por outro lado
(2] +2)* > 42|,
e da identidade anterior resulta
|z 4+ z)* > (2| + 2)? (1 — sin? g) = (2| + z)* cos? g

Teorema 22.41 (Aproximacgao de Stirling) - Para cada z € C\ Ry
tem-se

logF(z):zlnz—z—%lnz—i—%ln%r—i—u(z) (22.19)

u(z)=/01w(2+t) (t—%)dt,
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sendo vdlidas as estimativas

1
lu(z)] < 8] cos? (222) (22.20)
e
lu(2)] < W se largz|<m—e e €€]0,7[. (22.21)
2

Demonstragio. Dado z € C\ Ry temos

!/

1 1
/ 10gF(z+t)dt:/ logT' (2 +t) <t—%> dt.
0 0

Integrando por partes e usando as relagoes (22.15) e (22.16) resulta assim

! 1 ! 1
logT dt =logT —Inz— —— | dt.
/0 ogl(z+t)dt =logT (2) + 5 0z /0 Y (z+1) (t 2> t

u(z):/olz/}(z—i-t) (t—%)dt

e comparando com o teorema anterior, deduz-se a primeira relagao do enunciado.
Temos ainda

u(z):/olw(z-i-t) (%—%)/dt:—/olz//(z-i-t) (g—%)dt

Pondo agora

donde vem )
1
lu(2)] < g/ |o' (z+1t)|dt. (22.22)
0
Atendendo ao coroldrio 3 do teorema 22.24 temos no entanto
+oo 1
Y (z+1)] < _—
| | 7;0 |z 4+n+t?

e sendo 6 = arg z do lema anterior obtém-se

= 1 W (2] +t
> _ vz +0)

[@' (= +1)] < (lz] +n+1)*  cos?(0/2)

cos? (0/2)

n=0

Como é também
1

/ 1

/0 W1zl 0 dt = ylzl + 1) () = o

resulta
1

1
LW erles pmrs
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e de (22.22) deduz-se (22.20).
Finalmente, se |arg z| < 7 — & com ¢ > 0, temos

e portanto

0S (arzgz> :Cos‘arzgz‘ > cos <f — E) :sinE

o que conduz a (22.21).
|

Coroldrio - Dado € €0, 7| tem-se
I(z)~ V2 T3eTF se z— 00 e larg z| < 7 —¢g,

e em particular

n
nl ~ (g) V2mn se neZt (22.23)

Demonstragio. Se |argz| < m — e atendendo ao teorema anterior temos
efectivamente

= eH(2)
V2mzFT2e™?
com
) € gz
HET=3 2| sin® £
E entdo
lim p(z) =0
Z—00
e obtém-se

lim L)

———— =1 se |argz|<7m—e.
2Z—00 27TZZ_1/2€_Z

Dado um inteiro n > 1, a segunda férmula do enunciado resulta agora de ser
n! =T(n+1) =nl'(n).
[

Usando a aproximagao de Stirling pode estudar-se o comportamento de T" (2)
quando Im(z) — 400 numa faixa vertical da forma a < Re(z) <b.

Teorema 22.42 - Dado um intervalo compacto I C R tem-se

. ; my g ; 1
I'(z+iy) = 1/Qﬂym—%-l-zye—T-Hi(w—%)—%y (1 +0 (§>) sey — 4ooex el
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Demonstra¢ao. Dado z = x + iy com x € I e y > 1 temos
argz = g — arctan - (22.24)
Y

Tomando a > 0 tal que |z| < «, para cada x € T é também

T T !
3 > arctan — > arctan (—> > arctan(—a«) = — arctan «
Y Y

pelo que 0 < arg z < 7/2 + arctan « e portanto
larg z| <m—¢e com e =m/2— arctana > 0.

Atendendo ao teorema anterior, nas condi¢oes do enunciado podemos entao
escrever

1 1
logT' (2) = (ac ~5 —i—iy) (In|z| +iargz) —x —iy + B In2m 4+ u(z)  (22.25)

com

B < rorr €
z )
HET= 8|z|sin® £ ~ 8ysin® £
ou seja,
1
u(z)=0 (§> (y = +00). (22.26)

Temos ainda
In|z| =1In +lln 1+:c_2

e da relacdo In(1 + u) ~ u quando u — 0, resulta

1
Injz| =Iny+ O <?> (y — +00)

pelo que
1 . 1 ) 1
T =5+ In|z| = T -3 Iny+iylny+ O ” (y — 400). (22.27)

Como ¢ também arctanu = u + O (u*) quando u — 0, de (22.24) obtém-se

argz =
3

ol

e daqui deduz-se

1 ). . N7 my 1
(x—Q—l—zy)zargZ—z(x—Q) 5 5 —i—x—i—O(y). (22.28)



Notando ainda que

o/y) =140 (i) (y — +00),

o enunciado resulta agora directamente das relagdes (22.25), (22.26), (22.27) e
(22.28).
]

Coroldrio - Dado um intervalo compacto I C R tem-se

= 1
|F(x+iy)|:\/27ry’”_%e__2& (1—}—0(;)) se y——+oo e wvel.

Demonstragdo. Basta tomar médulos no coroldrio anterior.
[

A partir da aproximacao de Stirling podemos agora obter estimativas eficazes
de ¥(z) para valores elevados de |z|.

Teorema 22.43 - Para cada z € C C R tem-se

¥(z) = Inz— 2—1z +p(2) (22.29)

z)/olw'(z+t) (t%) dt,

sendo vdlidas as estimativas

com

1
) < e (22.30)
‘ 1
Ip(2)| € —5——— se |argz|<m—¢ e c€]0,7[. (22.31)
8z|"sin” 5

Demonstragdo. Derivando a relagao (22.19) obtém-se (22.29) com

p(z / (z+1) (t——)dt /w z—i—t)(t—%)dt.

Integrando por partes temos ainda

/Olw’(z—l—t)(t—%)dt /z//’ +t) (——§>dt
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pelo que
1 1
<5 [ 1 G+ola

Atendendo ao coroldrio 3 do teorema 22.24 temos no entanto

1
(z+1) foE se z€ C\Z,
1/1 n+z+t3 \ 0

e é também
! 12 / / 1
/01/1 (z+t)dt=v¢" (z+1) - (z):f; se z€ C\Z; .

Procedendo como na demonstragao do teorema 22.41 e sendo 6 = arg z obtém-se

assim L Lo
t 1
/ " Gzt t)|dt<— [ 2 (3|Z| D g
0 o cos®(0/2) |z|” cos? (8/2)
o que permite estabelecer as estimativas (22.30) e (22.31).
|
Coroldrio - Dado ¢ € |0, 7| tem-se

1 1
w(z)lnz£+0<;) se z—o00 e |argz|<m—e.

Demonstragao. Resulta directamente das relages (22.29) e (22.31).

Como aplicacao da aproximacao de Stirling vamos deduzir uma generalizagao

do teorema 22.11.
Dados wm inteiro positivo m e z € C\ Z,

(\/ﬁ) m—1 F(z)

F(%)P<z+1>mr<z+2—1> b

Teorema 22.44 (Gauss) -

tem-se

m

Demonstragao. Seja z € C\ Z; e tome-se um inteiro j tal que 0 < j < m

Entao 4
z4+7 _

C\Z

m €C\Z
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e do teorema 22.10 vem

z+Jj

] m '
F(z—i—j) — m , nm n!

m n—oo ZhL (ZHl 4 1) | (ZEL 4 p)

. nwnawplmnt
= lim - - .
n—too (z 4+ j)(z +m+j)...(z + mn + j)

Temos assim

_ z % N\m,,, mn+m
F<i>r<z+1>mr<z+m 1) lim " (n)™m
m m m n—-+oo Qmn(z)
(22.32)
com
m—1 n mn+m—1
Q'nm(z): H H(z+qm+]): H (Z+k)7
=0 q=0 k=0
ou seja,
Qmn(z) =(z+mn+1)(z+mn+2)...(z+mn+m—1) H (z+k).
k=0
E entdo

Quin(2) ~ (mn)™ ' ] (z+k)  (n — +o0)
k=0

e o segundo membro de (22.32) transforma-se sucessivamente em
. nFn T (nl)mmmntm
lim

n—too mM~Inm=lz(z 4+ 1)...(z + mn)

_ lim n? (n!)mmmn—i-l

n=t00 5 2 (2 + 1)...(2 + mn)

I (n!)7er'ran+1 (mn)z(mn)|
= 1m
n—+oo 2 (mn)Inz 2(2 + 1)...(z + mn)
1 1m mn—+1
m® n—=+oo (mp)ln~ =z

Usando agora a relagdo (22.23) temos

m
2

(n))™ N (2)™" (2mn)

e

(mn)' (M)'nm (271'7’)’177,)% = mm’n-l-% (27T) 2 (TL — +OO)

pelo que



Resulta assim

r(Z)r (z * 1) T <7Z Tm= 1) — L r(2)m? @27

m m m m

que ¢ a férmula do enunciado.
[

Coroldrio - Dados um inteiro positivo m e z € C\ Z; tem-se

w(i)_i_w zt1 +e ztm-1 =ma(z) —mlnm.
m m m

Demonstragao. Resulta directamente do teorema anterior por derivacao
logaritmica.
[

Exemplo 22.45 - Dado wm inteiro positivo m tem-se
1 2 m—1
P (—) +9 (—) +o (—> =—(m—1)y—mlom.
m m m

Efectivamente basta tomar z = 1 no coroldrio anterior e usar a relagdo (22.6).

Em particular, fazendo m = 3 no exemplo anterior e recorrendo a relagao dos
complementos da fungio digama obtém-se o valor de 1(1/3) sem usar integragao.

As aproximacoes de logI' e de ¢ dadas pelos teoremas 22.41 e 22.43 podem
ser significativamente aperfeicoadas usando as propriedades dos polinémios de
Bernoulli B,,(w) e dos nimeros de Bernoulli B,, = B,,(0) introduzidos na secgio
15.

Comecaremos por estabelecer uma identidade geral, onde a soma é vazia no
caso m = 0.

Teorema 22.46 - Dado um inteiro m > 0 seja f : [0,1] — C wma fung¢do
com derivadas continuas até a ordem 2m + 2. Tem-se entdo

! FO) +f(1) s fEDA) — fBRD(0)
/0 fludu = e 2 (2k)! Bk

k=1

1 1
—— | fem ) (B — Bomya)d
g [, L ) (Basol) = Banesa) du
em que 08 Bp(u) e os B, = B,(0) sao respectivamente o0s polinémios e o0s
nimeros de Bernoulli.
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Demonstrag¢io. Atendendo as relagoes (15.29), (15.30) e (15.32), para cada
inteiro k tal que 2 < k < 2m + 1 temos

1 1 1
[ 1 wsan = 1 [ @ wa
A~ 40, L

e portanto

_ 1 _1N\k 1
(;E; _1)& /O £ () By (w)du — 1,3! - /0 £ () By () du

(k=1)(1) — fk=1) (g
— (_1)kf ( ) f ( )
k!
Somando com 2 < k < 2m + 1 e atendendo a que Byi_1 = 0 temos entao

m f(2k—1)(1) _ f(2k-—1)(0)
D (2k)!

By.

/O () By (u)du = Box

k=1

1 ! m
+m/@ S (w) Bayy1 (u)du.
(22.33)

Como B (u) = u — 1/2, integrando por partes obtém-se

/ £ (u) B (u)du = M - / Fu)du. (22.34)
0 0

Notando ainda que

1
/f‘zm+1><u>32m+1<u>du L

1
— (2m+1) _ /
O s [ 1) (Baaw) = o)

e integrando novamente por partes deduz-se

1 1
1
/ FE () Bagn g (w)du = — B / FE™ 2 (w) (Bamy2(u) — Bama) du.
0 m+ 2 0
(22.35)
O enunciado resulta agora substituindo (22.34) e (22.35) em (22.33).

Podemos agora estabelecer um resultado que representa uma generalizagao
substancial do teorema 22.40.
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Teorema 22.47 - Dado z € C\ Ry, para cada inteiro m > 0 tem-se

1 1 " By 1
logT'(z) =zlnz — 2z — 3 Inz+ 3 In 27 + Z W2k — 1) 21 + p (2) (22.36)
k=1
com
1 ! 2 1
() = =ty || 0 Bamialu) — Bamsa)du (2237

Demonstragio. Sendo f a fungdo definida para u € [0, 1] por
f(u) =1logI'(z +u),

do teorema 22.39 resulta
! 1
/ fwdu=zlnz—z+ 3 In 27.
0

Temos ainda

FO D) r) + 2z
2 2
FPw) = V(z4u) se n>1 e uel0,1].
Atendendo ao coroldrio 2 do teorema 22.24 é entao

(2k — 2)!

pooT se k>1,

f(%*l)(l) _ f(2k71)(0) _ w(zkd)(z +1) — 1/}(2&72) (2) =

e o enunciado resulta agora directamente do teorema anterior.
|

Coroldrio - Dado z € C\ Ry, para cada inteiro m > 0 tem-se

1 & By 1
com
1 b emi
pm(z) = _m/o 1/}( m )(Z + u) (BZm-‘rZ(u) - BZm-i—Z) du. (2239)

Demonstracao. Resulta directamente do teorema anterior por derivacao.
|

Para estimar os restos p,,,(2) e p,,(z) que figuram nos dois desenvolvimentos
anteriores vamos provar dois resultados auxiliares.
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Lema 22.48 - Para cada inteiro n > 1 tem-se

(—=1)" (Ban(u) — B2,) >0 se 0<u<1

1
/0 (Ban(u) — Bay) du = —Bay,.

Demonstra¢ao. Comecemos por usar indugao para provar que um polinémio
de Bernoulli By, —1 (u) ndo pode ter dois zeros em |0, 1[. Isto é evidente se n = 1,
e admitindo que é vélido para Ba,_1(u) podemos ver que também ¢é vélido para
Boyy1 (u). Efectivamente, se Ba, 11 (1) se anulasse duas vezes em |0, 1[, como as
relagbes (15.11) e (15.32) mostram que ele também se anula nas extremidades
deste intervalo, pelo teorema de Rolle Ba,(u) anulava-se trés vezes em 0, 1]
e isto exigia que Ba,—1 (u) se anulasse duas vezes em |0,1[ o que contraria a
hipétese.

Supondo agora que o polinémio Bs,(u) — By, nao tem sinal constante em
10, 1], como a relagdo (15.32) mostra que ele se anula nas extremidades deste
intervalo, ele teria necessariamente trés zeros em [0, 1] e isto exigia que Ba,—1 (1)
se anulasse duas vezes em |0, 1] o que ndo pode suceder.

Atendendo a (15.30) ¢ ainda

1
Bay1(1) = B2y 41(0)
Bon (1) — Boy) du — — By = —Bon,
/0( 2n(u) — Ban) du o1 2 2

e como (15.19) mostra que —Ba, tem o sinal de (—1)", conclui-se que o mesmo
sucede com Bs,(u) — Bz, em 0, 1].
|

Lema 22.49 - Os restos i, € p,, dos desenvolvimentos (22.36) e (22.38)
verificam a rela¢do

+oo
b (2) = —/ 2p,(zu)du se z € C\Ry.
1

Demonstragio. As relagbes (22.36) e (22.38) mostram que p,, € uma
primitiva de p,, em C\ R;. Tomando A > 1 e integrando p,, ao longo do
caminho linear definido por v(u) = zu com 1 < u < A temos entdo

Az A
o (A2) — 1, (2) = / P (w)dw = / zpp(zu)du se A>1 e ze€ C\Ry.
z 1
Por outro lado, atendendo a (22.19) e a (22.36) temos

Boy, 1
k=1
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Como (22.20) mostra que limy_, 1 oo (Az) = 0, & também limy_, o0 1, (A2) =0,
o que estabelece o enunciado.
|

O teorema seguinte mostra como os restos u,,(z) e p,,(z) podem ser
eficientemente estimados.

Teorema 22.50 - Para os restos p,,(z) e p,,(z) dos desenvolvimentos
(22.38) e (22.36) sdo vdlidas as seguintes estimativas:

B
Pm(2) = — (2m 1 2) (22_7:22 )7 com 0<0,(2) <1, se z€R",
(22.40)
pm(2)] < 1Boms2| s 2€C\R:,
(2m + 2) || cos2mt3 (282)
(22.41)
Bom
W (2) = 2m+2 st com 0<0,(2) <1, se zeRY,
(2m+2)2m+1) (2 + 0n(2))
(22.42)
e
| Bam+2| _
m(2)] < . se ze C\R;.
|:u ( )| (2m+ 2)(2m+ 1) |Z|2m+1 C082m+2 (%) \ 0
(22.43)

Demonstragio. Na expressao (22.39) de p,,(z) consideremos em primeiro
lugar o caso z € RT. Como o polinémio Boy,+2(u) — Bopmio tem o sinal de
(=1)" " quando u € ]0,1[ e o coroldrio 3 do teorema 22.24 mostra que —ip(>™+2)
¢ positiva em R, segue-se que p,,(z) tem o sinal de (—1)""". Por outro lado,
tomando um termo adicional no desenvolvimento (22.38) obtém-se a relagao

Bomto
pm(z) - p’m-l-l(z) == (2m + ;322m+2’

e como p,,(2) € —p,,,1(2) tém o mesmo sinal é necessariamente

|pm(z)| < |pm(z) - perl(z)} ’

0 que implica

| Boyn 2]
lpm (2)] < @m 1 )22 (22.44)

O corolédrio 3 do teorema 22.24 mostra também que w(2m+3) é positiva em

RT pelo que 71/1(2’””) é estritamente decrescente neste intervalo, e aplicando o
lema 22.48 resulta
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1 1
lom(2)] = m/@ (*1/1(2"“”2)(2 + u)) | Bam2(u) — Bamya| du
(2m+-2) Z+1
> = w 2m+2 / |B2m+2 B2m+2|du

B 7w(2m+2) (Z + 1) |B2m+2|
(2m+2)!

Atendendo ainda & monotonia de 71/1(2"””2) e ao corolério 2 do teorema 22.24
temos também

7w(2m+2)(z + 1 > / 1/}(2m+2) ’l/) 2m+1)(z + 1) . w(Zm—i—l)(z + 2)

(2m +1)!
(Z + 1)2m+2

pelo que

|BZm+2|
. 22.45
o) > o o (22.45)

Combinando esta desigualdade com (22.44) podemos entdo representar |p,, (2)]
na forma

)

| Bam12]
z)| = com 0<6,(z) <1
L ) CRA B )
e a relacdo (22.40) resulta agora de p,,(z) € Bam+o terem sinais opostos.

No caso geral z € C\Ry, atendendo de novo ao coroldrio 3 do teorema 22.24

temos
“+o00

1
PO () = —2m+ 2D e
i (n4z+u)pmt

e do lema 22.40 resulta

1/1(27'L+2)(z + u)‘ < )w(2m+2) (|Z| + u)) )\m(z).

com )
A (2) = ————ma~-
cos? 47 (7]
E assim
|pm(z)| = 27,;:+ 2 / ‘w (2m+2) |Z| +u ’ |BZm+2 ) BZWL+2| du7
pelo que

| (12])]
lom (2)] < costm 3 (REZ)
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e de (22.44) obtém-se a estimativa (22.41).
Notando que para cada inteiro m > 0 a fungao p,, tem sinal fixo em RT, o
lema 22.49 e as desigualdades (22.44) e (22.45) conduzem ao enquadramento

T |Bamaol z T |Bomio| 2
Z du < |, (2 </ mt du
/1 (2m +2) (zu+ 1)+ pn(2) 1 (2m 4 2) (zu)>m T

se z € RT. Daqui resulta

| Bom 12|
2m + 2)(2m + 1)z2m+1

| Bamn 42|

R+
@m+2)(2m + 1)(z + 1 ¢ %€

e < I (2) <7

0 que equivale a (22.42), pois o lema 22.49 mostra também que p,, e p,, tém

sinais opostos em RT.
Finalmente, aplicando ainda o coroldrio 3 do teorema 22.24 e o lema 22.40
obtém-se

(2m+1)
(2m+1) Y (2] +u)
b2 (z+U)‘ < cosPn? (2E2) -

Daqui vem, como anteriormente,

z e —
|:um( )| — COSZWL 2 (angz)

e de (22.42) deduz-se (22.43).
]

Exemplo 22.51 - Dados dois inteiros m >0 e n > 1 tem-se

m

1 1 Bay, 1
| — _ _ _
Inn!=nlnn-—n+ 2lnn—i— 21n271'—l—k§:1 o

2k — 1) n2k—1

n Bom42
(2m +2)(2m + 1) (n + Oun,

)2m+1 com 0<0,,, <1

Efectivamente basta aplicar as relagoes (22.36) e (22.42) notando que
Inn! =logT'(n) + lnn.

Exemplo 22.52 - Dados dois inteiros m >0 e n > 1 tem-se

m

ng 1 BZm-‘rZ
~1 R - S 0 < Opun < 1.
M T 2 0k 2 (2 2) (4 ) T

n l
ok
Da identidade 9 (k + 1) — ¢ (k) = 1/k resulta efectivamente

n
k=1

= (n 1)~ p(1) = Y(n) + =+

> =
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e basta agora aplicar as relagoes (22.38) e (22.40).

Nota 22.53 - Comparando os resultados do teorema 22.47 e do respectivo
coroldrio com os teoremas 22.41 e 22.43, vemos que as fungoes p e p que figuram
nas identidades (22.19) e (22.29) admitem os desenvolvimentos

m
ng 1
=3 Ty (22.46)
e
By 1
2 e+ P(2) (22.47)
para cada z € C\ Ry . Em particular, usando as estimativas (22.41) e (22.43)
correspondentes a m = 0 e recordando que By = —1/6, as relacgoes (22.20) e
(22.30) podem agora ser substituidas pelas estimativas mais precisas
1
e e C\Ry
|ILL(Z)| 12 |Z| C052 (ﬂQg_z) se z \ 0
¢ 1
lo(2)] < se z€ C\Ry.

12 |2|? cos? (252)

Nota 22.54 - Nas identidades (22.36) e (22.38) cada termo do somatério
é desprezdvel relativamente ao termo anterior quando z — oo, e diz-se por
isso que elas sao desenvolvimentos assimptdticos, nas vizinhancas de oo, das
fungbes correspondentes. Nestes desenvolvimentos as séries obtidas a partir
dos somatdérios respectivos sao divergentes. Efectivamente a identidade (15.16)
implica a relagao
(2n)!

e representando por u, o termo geral de ambos os somatérios temos entao

n \2
~\|—— ] — +oo.
(=)

Atendendo as estimativas de p,,(2) e p,,(2) vemos que estes restos serao
minimos quando |um4+1| for minimo e a relagdo anterior mostra que isto
corresponde a um valor de m préximo de 7 |z|.

LBZn|“’2

Un+1
Un,

O teorema seguinte dd uma expressao nova para p(z) que é vélida quando
Re(z) > 0.

Teorema 22.55 (Binet) - A funcgdo p definida em (22.29) é dada por

+o0
p(z) = /0 o ZZ)Q(Uezm —qydu e Re(2) > 0. (22.48)
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Demonstragio. Dado z € C tal que Re(z) > 0, e atendendo ao coroldrio 2
do teorema 22.27 temos

“+o0 eft efzt “+o0 eft 1 .
= - — - —Zz +
o= [ (=)= [ (T () )
oo fet o1\ teor 1 1\
—/0 <T<E+§)e >dt/0 <et—lz+§>e dt.

Usando agora o teorema 12.17 e a relagao

o0 1
/ e Adt ==
0 z

o primeiro destes integrais transforma-se em

1
Inz— —
nz— o

e de (22.29) resulta

teo /1 o1\
p(z)ff/0 (et—1¥+§>e dt.

Atendendo ao teorema 15.4 temos ainda

+oo —zt
1 1 2te
(etl_g ) —g t2 ———— se t>0

(2n)

pelo que

X et

+oo [+
p(z) :7/0 (; m) dt se Re(z) >0

Suponha-se agora que z € R*. Fazendo a mudanga de varidvel v = zt/(2nm)
obtém-se entao

+oo [+o0 Que=2nmTu
p(z):—/ | du se z€RT,
(o)

u? + 22
n=1

e como é

+oo —2nmu

2ue 2u
E = se u,z € RT
— u2 + 22 (U2 + 22) (627ru _ 1)

conclui-se a relagao

(z)/+oo 2u du se z€RT
pz) = o (24 22) (e2mv —1) )
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A identidade do enunciado fica agora estabelecida se se mostrar que esta
relagdo se mantém na regido Re (z) > 0. Consideremos entao a fungéo f definida
no conjunto

D={z€C:Re(z) >0}

por )
o 2u
flz)= —/0 (02 + 22) (2 = 1)du se Re(z) >0,

e seja K um subconjunto compacto de D. Pondo

p=min{|z|: z € K} >0,
do lema 22.40 deduz-se

1 1 V2

< <
u? + 22| (u2 + |z|2> cos (m/4) u? + p?

e como o integral

+oo
u
/ du
o (uP+p?)(erm™ —1)

converge, do teorema 22.13 resulta que f é analitica em D. Por outro lado, a

relagdo (22.29) mostra que a fungdo p também é analitica em D e o principio do
prolongamento analitico 9.10 permite entdo concluir que a a expressdo de p(z)
permanece efectivamente vilida para todo o z € D.

|

Podemos agora provar o seguinte resultado:

Teorema 22.56 - Para cada inteiro positivo k tem-se

+o0 u2k—1 (_1)k—1
du = B 22.49
/0 em 1T Ty O (22.49)
e o resto p,, do desenvolvimento (22.38) é dado por
2(_1)m—1 +oo u2m+1
Pm(2) = Jor /O (2 1 22) (o = 1)du se Re(z) >0. (22.50)

Demonstracdo. Dado z € C tal que Re(z) > 0 e fazendo r = u?/2? na
identidade

se r#—1

obtém-se
2k—1 m ,,2m+1
u o ko1 U (=)™ u
w22 Z (=1) 2k + 22m 2 4 52

se u>0 e Re(z)>0.
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Atendendo ao teorema anterior é entao
m k=1 rtoo |, 2k—1
(-1 u
p(Z) = _2; 22k 0 627ru _ 1du+

2(71)77171 +oo u2m+1
i L

ZZm u2 + 22) (627ru _ 1)

du,

e obtemos um desenvolvimento de p(z) da forma

m
Ck

p(Z) = — ZW + V,,L(Z), (2251)
k=1
com bl
2 (_1) — 0o u2k71
Ck = T ok /0 o2ru _ 7 v
© 1+ 2m+1
2(-1)m= e u=m
vm(2) = om 2 1 .2) (o27u du.
z (u? + 22) (e?™ — 1)
Tomando o termo de ordem m + 1 neste desenvolvimento temos
Cm+1
Vm(Z) = —m + Vm+1(25),

e atendendo a que do lema 22.40 resulta

2 /+oo \/ﬁu2m+3
o

[Vm41(2)] < L W21 1) (e —1)

du se |z|>1

vemos que
1
an+1(2) =0 (W) (Z — OO),

o que implica

Vm(2) = O (ﬁ) (2 — 0).

Suponha-se agora que os desenvolvimentos (22.47) e (22.51) sao distintos e
seja k a menor ordem para a qual

B
Ck;7é2_2kk

Subtraindo os dois desenvolvimentos seria entao
Bar\ 1
(Ck - Z—k) 2k vi(z) — pi(2)

pelo que
% = O (vi(2) — pr(2)) (2 — o0)
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2k

e como vk (z) e pi(z) sdo ambos dominados por z~2*=2 quando z — oo, daqui

resultava,
L _ (L
2 =9\ ) (o)

o que é absurdo. Os desenvolvimentos (22.47) e (22.51) s@o por isso idénticos,
o que justifica o enunciado.
]

Na regiao Re(z) > 0 podemos agora refinar as estimativas anteriormente
obtidas para p,,(2) e p,,(2).

Teorema 22.57 (Lindel6f, 1905) - Para os restos pu,,(z) e p,,(z) dos
desenvolvimentos (22.36) e (22.38) sdo vdlidas as sequintes estimativas:

| Bam 42| ™
on(2)| < G e g < I (22552)
|32m+2| ™ e
— — 22.53
|pm(z)| < (2m+2) |Z|2m+2 sin(Zargz) se 4 < |argz| < 27 ( )
| Bam 2| T
m(2)] < se |argz| < —, 22.54
()] < s e g s g < ] (2254

|BZm+2|
(2m +2)(2m + 1) || sin(2arg 2)

™ ™
|N’m(z)| < se Z < |argz| < 5

(22.55)

Demonstragio. Dado z € C tal que Re(z) > 0, de (22.50) resulta

9 +00 u2m+1
< du.
|om (2)] < |Z|2m/0 [u2 + 22] (e27 — 1) u

Como
|u® + 22|2 =u* +2u?Re (22) + |2* > 2|* se Re(z?) >0
e
42422 > [l 42 4 2)] = [Im ()] = [+ sin (are ().
temos
|u? + 2°| > 1z|* se |argz| < w/4
e

|u2 +z2} > |z|*sin (2argz) se w/4 < |argz| < 7/2,

sendo as desigualdades estritas vdlidas excepto, respectivamente, quando v = 0
ou u? = —Re (2?).
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Pondo
AMz)=1 se |argz| <7/4

Az) =sin (2argz) se w/4 < |argz| < 7/2,

é entao too omat
2 U m
< ——— —d
|pm(z)| |Z|2m+2 )\(Z) /O 627ru -1 u

e as estimativas (22.52) e (22.53) resultam directamente da relacao (22.49).
Aplicando o lema 22.49 temos finalmente

Iz (z)|<|2|/+Oo Py (20)] du < | Bam 2| /+Oo L
e @2m+2) [z Az) i PR

donde se obtém as estimativas (22.54) e (22.55).
|

Vemos assim que na regido 0 < arg z < 7/4 estas estimativas superam as que
sao dadas pelo teorema 22.50 e s6 se tornam inferiores quando arg z se aproxima
de m/2.
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23 - A funcgao zeta de Riemann e a distribuicao dos niimeros primos

Vamos iniciar o estudo da fungéo zeta de Riemann analisando o comporta-
mento da série
—+o0
1
25

n=1

com z € C.

Teorema 23.1 - A série
+oo
>
n=1 n

é absolutamente convergente se Re(z) > 1 e divergente se Re(z) < 1. Além
disso, para cada a > 1 a série converge uniformemente no semiplano Re(z) > a.

Demonstra¢ao. Atendendo a relagao

1

n*

1
- nRe(z)

vemos que a série ¢ absolutamente convergente quando Re(z) > 1, e do critério
de Weierstrass resulta que a convergéncia é uniforme em todo o semiplano da
forma Re(z) > a > 1.

Se Re(z) < 0 a série diverge pois o seu termo geral nao tende para zero.
Suponha-se agora que 0 < Re(z) < 1 e seja w =1 — z. Temos entdo

1 1

1 (1+1/n)" —1] N (1+1/n)" —1|
n¥  (n+4 1)

(’I’L + 1)Re(w) nRe(w)

e atendendo ao coroldrio do teorema 10.17 resulta

1 1
n®  (n+1)w

w
nl+Re(w)

pelo que a sucessao (n~%) é de variagdo limitada. Como limn=" =0 e

11

nwnz’

1
n
se a série

+oo 1
20

n=1
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fosse convergente, do critério de Dirichlet 1.11 resultava a convergéncia da série
harménica, o que é absurdo.

Supondo finalmente Re(z) = 1 e z # 1, seja z = 1 —4a com a € R\ {0}.
Atendendo de novo ao coroldrio do teorema 10.17 temos

ia ia __ _ia 7& i fi i
oo (£r0(3) o)

1 i i ia 1

— =—(n"—(n+1 >+O— .

n* a ( ( ) n?2
Esta relagao mostra imediatamente que a natureza da série em estudo é a da
série

pelo que

+oo

Z (nm —(n+ 1)ia> 7

n=1

ou seja, a da sucessao (n“’). Se esta sucessao fosse convergente terfamos

lim n’® = lim (2n)"* = lim (3n)™ # 0

0 que exigia
2l = 3% = 1.

Existiam assim inteiros nao nulos k1, ko tais que aln2 = 2ki1m e aln3 = 2kom
donde vinha |ks|In2 = |k1|1n 3 e portanto

glk2| — 3|’<?1|7

o que é absurdo.
|

Coroldrio - A fungdo zeta de Riemann, definida para Re(z) > 1 por

+oo1

C(2) = P

é analitica neste semiplano.

Demonstragdo. Dado um conjunto compacto K contido no semiplano
Re(z) > 1 e sendo a = min{Re(z):z€ K}, ¢ a > 1 pelo que o teorema
anterior mostra que a série converge uniformemente em K. Como as fungdes

1

nZ

_ e—zlnn

sao analiticas, o enunciado resulta do teorema de Weierstrass 13.9.
|
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Transformando convenientemente a série que define ¢ vamos poder prolongar
analiticamente esta fungdo a faixa Re(z) > 0 privada do ponto 1. Provaremos
o seguinte resultado:

Teorema 23.2 - A fung¢do ( é prolongdvel analiticamente ao semiplano
Re(z) > 0 privado do ponto 1, e tem-se entao

1 =
() =—— + ) un(2) (23.1)

wn(2) = /n " (ni - xi) da. (23.2)

Demonstrag¢io. Supondo Re(z) > 1 temos

1 =1 +oo
<(z>z_1nz_1;/ pri

com

1

e sendo u,(z) definido por (23.2) resulta

1
z—1

+o00o
C(z) = + Zun(z) se Re(z) > 1.

Temos agora

n+1
|un(z)|§/ T ge|ES mex |- —
n n*  x? z€[n,n+1] | N7 X7
e como
Wz '/ tmdt' < || |zmla= [ mommt < o

se x € [n,n + 1], obtemos a majoragio

2|

|un(z)| < W (233)

que mostra que a série que figura no segundo membro de (23.1) converge quando
Re(z) > 0.
Dado um conjunto compacto K contido no semiplano Re(z) > 0 e sendo

a=min{Re(z):2€ K} >0 e b=max{|z|:z € K},

temos

b
|un(z)|gm se z€ K
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e do critério de Weierstrass resulta que a série em causa converge uniformemente
em K. Entao a funcao ¢ definida por

—+o0
p(z) = Zun(z) se Re(z) >0
n=1
é analitica, e a relacao

C(2) = L +¢(z) se Re(z) >1

z—1
permite prolongar analiticamente a func¢do ¢ ao semiplano Re(z) > 0 privado
do ponto 1.
|

Coroldrio 1 - No ponto 1 a funcao zeta tem um polo simples com residuo

Demonstracao. Atendendo ao teorema anterior existe uma fungao ¢, analitica
no ponto 1, tal que

(z=1)C(z)=14+(2—1)p(2) se Re(z)>0 e z#1,

e daqui resulta
lim (z —1)((2) = 1.

z—

Coroldrio 2 - Tem-se
lim (¢ (2) — L =
z—1 z — 1 =7

Demonstracao. Atendendo ao teorema anterior é

lim (c(z) - Zi 1) = io%(l)

n=1

€ como

+oo m n+1
1 1
E up(l) = lim (/ (— - —> dx)
m——+oo 1 n n X

n=1 n=

o enunciado resulta da relacao (22.3).
|
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Coroldrio 3 - Tem-se
. 1 ¢'(2)
1 —
Ly (z—l )7

Demonstragio. Seja f a fungao definida no semiplano Re(z) > O por f(1) =1
e f(z) =(z—1)((z) se z# 1. Como o coroldrio 1 mostra que f é analitica no

ponto 1, temos
. 1 N ),
lim (z 1 ) Ty =S
E também, por outro lado,

£) = tim JE =1 gy (g(z) ! )

z—1 z—1 z—1 z—1

e o enunciado resulta agora do coroldrio anterior.
[

O resultado seguinte mostra como o exemplo 1.8 pode ser generalizado.

Corolario 4 - Para todo o inteiro n > 1 tem-se

i%:11__2+4(2’)+0(1) se Re(z) >0 e z#1.

=1

Demonstrag¢io. Atendendo a (23.1) e (23.2), dado z € C\ {1} tal que
Re(z) > 0 temos

pelo que

Para prosseguir o estudo da func¢ao ¢ vamos agora relacioné-la com a fungao
gama.
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Teorema 23.3 - Dado z € C tem-se

“+o0 xzfl
T(2)C () = /0 Z—dr se Re(z) > 1. (23.4)

Demonstracao. Atendendo ao teorema 22.14 temos

+oo tzfl

+o00 +o0 1 +o00
I'(z)¢(z) = /0 tzfleftdtz = Z/o e e tdt
n=1 n=1

e fazendo = = t/n resulta

+00  too
recE =Y /O wlem gy (23.5)

Como é
z—1

+00 z
E ¥ leT = se >0,
et —1

n=1

vemos que o enunciado fica estabelecido desde que se prove que a série e o
integral podem comutar na identidade (23.5).
Dado um intervalo [a,b] C R temos

}xz—le—n;z} _ xRe(z)—le—n;c < bRe(z)—le—na se z € [a,b],

e do critério de Weierstrass resulta que a série

+oo
§ xz—le—n;z
n=1

converge uniformemente em [a, b]. Para cada inteiro m > 1 é também

ix%le*’” < i phez)—lg—ne < g
n=1 it el
e a relagao
LRe(2)-1 1 @ 0)

er — 1 ~ 12—Re(2)

mostra que o integral

+o00 Re(z)—1
J—
0 et —1

é convergente. Aplicando agora o teorema 11.4 temos entao

+oo [+ +00  rtoo
/ Z ¥ e | dr = Z/ ¥ e dy
0 0

n=1 n=1
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como se pretende.
|

O teorema anterior conduz a uma representacdo da funcao zeta na faixa
0 < Re(z) < 1 sob a forma de um integral.

Teorema 23.4 - Tem-se

C(z) = ﬁ /(:Oo 2t ( ! l) dxr se 0<Re(z) <1 (23.6)

e?—1 =z

Demonstragio. Dado z tal que Re(z) > 1, o integral que figura no segundo
membro de (23.4) pode decompor-se na forma

“+o0 z—1 1 1
T 1 1
d z—1 —Z\d z72d
/1 ex_1x+/0x (ew—l x) x+/0x w

e obtemos a relagao

1 Foo gpal ! 1 1
r - = S - = 23.
()¢ (2) — —= /1 eleH/O . (er1 x)dx, (23.7)

valida se Re(z) > 1. O primeiro dos integrais que figuram no segundo membro
desta identidade é absolutamente convergente para todo o z € C, e como

lim L R
a—0\et—1 x/) 2’

o segundo integral converge absolutamente quando Re(z) > 0. Sejam entdo f e
g a fungoes definidas para Re(z) > 0 por

+oo z—1
f(z):/1 L iz

et —1

! 1 1
_ z—1 _ =
g(z)—/o x (ezl x) dx.

Dado um conjunto compacto K contido no semiplano Re(z) > 0 e sendo
a,b € RT tais que

a<Re(z) <b se z€K,

as majoragcoes

z—1

T xbfl

< se v>1
et —1| et —1 -

1 1 1 1
z—1 _ = < a—1 _ =
v (ezl x)‘x (eml :c>
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permitem aplicar o teorema 22.13 para concluir que f e g sdo ambas analiticas.

Como o primeiro membro de (23.7) representa uma fungéo analitica no semi-
plano Re(z) > 0 privado do ponto 1, pelo principio do prolongamento analitico
9.10 a relagao (23.7) mantém-se vélida nesta regido. O enunciado resulta agora
notando que

—+o0
o 7/1 2?7 %dx se Re(z) < 1.

[

Exemplo 23.5 - A funcao ¢ é negativa no intervalo 10,1] .

Efectivamente basta aplicar a identidade (23.6) notando que a funcdo I' é
positiva em Rte que paratodoo z >0¢e® —1 > x.

Vamos agora provar um resultado auxiliar.

Lema 23.6 - A funcao ¢ é prolongdvel analiticamente a faiza definida por
—1 < Re(z) < 1, sendo entdo vdlida a identidade

()T (2) = /O+00 . (exl_ 1~ i + %) dr se —1<Re(z)<0. (23.8)

Demonstracio. Sendo h a funcao definida em R+ por

1 1
h(x)_ezfl_g

e atendendo ao teorema anterior, temos

)= 75

+o00o
/ 2* 7 h(z)dr se 0 < Re(z) < 1.
0
Como é também
1
_ 1 I'(2)
z—1 — - —
/0 x dac—z TerD) se Re(z) >0,

na faixa 0 < Re(z) < 1 aquela identidade pode ainda transformar-se em

C(z) = ﬁ (/1+°° v~ h(z)dz + /lez—l (h(x) + %) d:c) - m

(23.9)
Por outro lado, de (15.12) deduz-se
1 1 1 Bsox T
exfl_;—i_iNT_E (x—>0) (23.10)
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e isto mostra que o integral

/01 A (h(x) + %) dx

converge se Re(z) > —1. Podemos agora verificar que a funcao f definida por

flz)= /1+0° 2* h(z)dx

¢ analitica no semiplano Re(z) < 1. Como z |h(z)| ~ 1 quando © — 400, existe
uma constante A tal que

}xzflh(sc)| <A |:cZ*2| = AgRe()=2 g0 2> 1.
Dado um conjunto compacto K contido no semiplano Re(z) < 1 e sendo
max{Re(z):z€ K} =a < 1,

é entao
}xz_lh(x)| < Az°7? se z €K,

“+o00
/ 2% 2dz
1

converge, o teorema 22.13 mostra que f é analitica.
Seja ainda g a fungéo definida por

e como o integral

g(z) = /01 z*t (h(x) + %) dx se Re(z) > —1.
Como a relagdo (23.10) mostra que x~! (h(x) + 1/2) é limitada em ]0, 1], existe
um constante B tal que
|o*~! (h(z) +1/2)| < Bla®| = Bz se xz€]0,1].
Dado um conjunto compacto K contido no semiplano Re(z) > —1 e sendo
min{Re(z) : z€ K} =a > -1

é entao
|o*~ (h(z) + 1/2)| < Ba® se z € K,

1
/ x%dx
0

converge, o teorema 22.13 permite concluir que g também é analitica.

Notando ainda que 1/T" é uma fungéo inteira, segue-se que o segundo membro
de (23.9) define uma funcdo analitica na faixa —1 < Re(z) < 1 pelo que aquela
relagdo permite o prolongamento analitico de ¢ a esta faixa.

e como o integral
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Finalmente, se Re(z) < 0 temos ainda

1 too
—— = / ¥ Yz
< 1

e na faixa —1 < Re(z) < 0 a relacfo (23.9) pode ent@o escrever-se na forma

+o00
C(2)'(2) :/0 z*! (eml T~ é + %) dx.

O teorema seguinte traduz um resultado preliminar que serd posteriormente
ampliado.

Teorema 23.7 - Tem-se

C(2) =2(27)* ' T(1 — 2)¢ (1 — 2) sin %Z se —1<Re(z)<1.  (23.11)

Demonstragdo. Atendendo a (23.8) e ao desenvolvimento (15.2) temos

oo [+oo z
C(2)T(2) = /0+ (Z L) dr se —1<Re(z) <0.

a4 (2n)?
Dado um intervalo [a,b] C R*, se = € [a,b] é

2 Re(2) 2 1

227
= = <
2 + (27’L’/T)2 rlIRe(2)] (5172 4 (27,”_(_)2) — qlRe(®)Ip2

22 + (2nm)°

e do critério de Weierstrass resulta que a série converge uniformemente em [a, b).
Para cada m > 1 temos ainda

+oo

< xRe(z)fl 2z — xRe(Z)*l <# _ l + l)
= = a2y (er)? et—1 a2

m

Z 2x?

= x4+ (2n7r)2

e o lema anterior mostra que o integral

teo 1 1 1
Re(z)—1 = )4
/0 * (e“‘ -1 =z * 2> *

converge se —1 < Re(z) < 0. O teorema 11.4 permite entao escrever

1t stoo e
C(2)T(z) = Z/ g

o 22+ (2nw)?

n=1
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e fazendo u = x/(2n7) obtém-se

+oo +o0o z
_ z—1 U
C()T(z) = 2 ;:1: (2n7) /O s
ou seja, .
_ z—1 > u®
C()T(z)=22m)" " ¢(1— z)/o T2 du.

Fazendo = = u?

22.15 resulta

too .z 1 [to° x(z—l)/Z T T
=< dt=——" =T
o l+4u 2 /o 1+ 2sinm (21)  2cos &

no integral anterior e aplicando o coroldrio 1 do teorema

Obtemos assim a identidade

. (27r)271

Tz
cos %5

C(2)'(2) C(1—2) se —1<Re(z) <0,
e usando a férmula dos complementos 22.7 da fungdo gama esta relacao trans-
forma-se ainda em

C(2) =2(2m)" ' T(1 - 2)¢ (1 2) sin%z se —1<Re(z) <0.

Suponha-se agora —1 < Re(z) < 1. Se z # 0 o segundo membro da identi-
dade anterior representa uma funcdo analitica nesta regido e a singularidade no
ponto zero é removivel pois as relagoes

TZ TZ

1 .
{(1fz)~f; e sin— ~ — (z —0)

conduzem a -

: . Tz
;1_1)%{(1—,2)51117 =-3

Entdo, como ¢ é analitica na faixa —1 < Re(z) < 1 e coincide com a fungao
em segundo membro quando —1 < Re(z) < 0, conclui-se que as duas fungoes
coincidem na regido —1 < Re(z) < 1 o que estabelece o enunciado.

]

Exemplo 23.8 - Tem-se
1
¢(0)=—3.

Efectivamente, atendendo a (23.11) e a parte final da demonstragao anterior
temos

¢(0) = 2(2m) "' 1(1) lim ¢ (1 - 2) sin %Z = f%.

Corolario 1 - A funcgdo ¢ é prolongdvel analiticamente ao plano complexo
privado do ponto 1.
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Demonstragdo. O teorema 23.2 e o lema 23.6 mostram que a funcao ¢
é prolongdvel analiticamente ao semiplano Re(z) > —1 privado do ponto 1.
Como a fungao representada pelo segundo membro de (23.11) ¢é analitica quando
Re(z) < —1, aquela identidade permite prolongar analiticamente a fungéo zeta
a toda esta regiao.

[

Coroldrio 2 - A fungdo ¢ tem zeros simples nos pontos —2n com n € Z+
e nao tem outros zeros em R.

Demonstrag¢io. Se z € R™ o segundo membro de (23.11) anula-se apenas
quando sin7z/2 se anula, o que sucede para z = —2n com n € Z*. Todos estes
zeros sdo simples pois a derivada de sin 7z/2 néo se anula nestes pontos. Além
disso a fungdo zeta é positiva no intervalo |1,4o00[, e os exemplos 23.5 e 23.8
mostram que esta func¢ao é negativa em [0, 1].

|

Os zeros de ¢ na recta real dizem-se os zeros triviais da funcao zeta de
Riemann.

Exemplo 23.9 - Para cada inteiro n > 1 é

Ban

((—2n+1)=— ™

Efectivamente basta aplicar as relagdes (23.11) e (15.16).

Sobre a funcao zeta assim prolongada podemos agora provar um resultado
fundamental devido a Riemann.

Teorema 23.10 (Equacao funcional da funcio zeta de Riemann) -
A funcao zeta verifica a rela¢ao

C(z) =22n)" ' T(1 — 2)¢ (1 — 2)sin % se ze€ C\{1}. (23.12)

Demonstra¢do. Atendendo ao teorema anterior e a forma como a fungao
zeta foi prolongada ao semiplano Re(z) < —1, conclui-se que a identidade do
enunciado ¢ vélida quando Re(z) < 1.

Se Re(z) > 1 o segundo membro de (23.12) representa uma fungéo analitica
excepto possivelmente quando z € ZT pois entdao 1 — 2z € Z; e a fungao gama
tem polos simples nesses pontos. No entanto, exceptuando z = 1, esses polos
coincidem com zeros simples de sinmz/2 se z for par ou com zeros simples de
¢(1—2) se z for impar, pelo que todas estas singularidades sdo removiveis.
Supondo a funcao em segundo membro prolongada por continuidade a estes
pontos entao ela representa uma funcao analitica, que por coincidir com
quando Re(z) < 1 coincide também necessariamente com ¢ em C\ {1}.

]
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Coroldrio 1 - A funcao ¢ € real na recta real e tem-se

m:C(E) se ze C\{1}.

Demonstra¢do. O coroldrio do teorema 23.1 e os exemplos 23.5 e 23.8
mostram directamente que a fungao ¢ é real em Rg \ {1}, e da equagéo funcional
deduz-se entdo que o mesmo sucede em R~. A identidade do enunciado resulta
agora do teorema 9.15.

[

Coroldrio 2 - Tem-se
¢'(0)
¢(0)
Demonstragio. Sendo f o prolongamento analitico de (z — 1) {(z) ao ponto
1, de (23.12) resulta

= In 2. (23.13)

F(2) = —2(27)° ' T2 — 2)C (1 — 2) sin %Z se z€C.

Tomando ¢ > 0 tal que a fungdo ¢ ndo se anule em B(1,¢), por derivagao
logaritmica deduz-se
() —ln2 I'2-2) ((1-2)  mcosmz/2

o) T T TR =) (=2 2snme2
e atendendo a que IV(1) = —v obtém-se
¢ _ f)
m =1In27 + vy — m

Por outro lado, derivando directamente a funcao f temos

fo) 1 )
flo) 217 ¢

e do coroldrio 3 do teorema 23.2 resulta

f1()

f(1)

se z € B(1,¢),

se z € B(1,6)\ {1},

O teorema seguinte traduz um resultado bédsico sobre os zeros nao triviais
de ( e simultaneamente estabelece uma conexao fundamental entre esta fungao
e a sucessao dos numeros primos, que era ja conhecida de Euler no caso de z ser
real.

Teorema 23.11 - A fun¢do ¢ nao se anula na regido Re(z) > 1, e sendo
(Pn),>1 @ sucessio dos nimeros primos tem-se

+oo
11 (1 L > = CL se Re(z) > 1. (23.14)

okt P; (2)
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Demonstracao. Para cada inteiro n > 0 seja I,, o conjunto dos inteiros
positivos que nao tém factores primos p < ppy1. Desta definigdo resulta
imediatamente que Iy = Z* e que 1 € I, para todo o n > 0. Por outro
lado, dado um inteiro m > 1, os conjuntos I, e {kpp, : k € I,—1} sdo disjuntos
e tem-se

Iy = {kpm ke Im—l} Ulp,.

Seja agora z € C tal que Re(z) > 1, e considerem-se dois inteiros m > 1 e
N > pp,. Temos entao

1 1 1
DR ) T > =
k<N k<N/pm k<N
k€lLm—1 k€lm_1 k€lm
e fazendo N — 400 obtém-se
1 1 1
D DR DR
k€lLm_1 k> k€lLm_1 ( ) k>
ou seja,
1 1 1
(-5) X e=T e

Usando indugao e notando que

resulta assim, para cada m > 1,

1 1 1 1
(1=5) (=55) - (155 @ o

g(@H(l-i):H > ki se m > 1. (23.15)

n=1 n kel \{1}

ou seja,

Pondo agora o = Re(z) temos

L L _ =X 1
Y=l Y w2 o
kel \[1] kel \{1} k=Pm+1
e como lim p,,+1 = +00, segue-se que

1
li —
Jim Y =0
kel \{1}
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E entéo possivel escolher m tal que

ke, \{1}

pelo que o primeiro membro de (23.15) ndo se anula, e isto exige ((z) # 0.
Finalmente, fazendo m — 400 em (23.15) obtém-se a identidade (23.14).
|

Coroldrio - Os zeros nao nao triviais da func¢ao C estido situados na faiza
0 <Re(z) < 1.

Demonstragdo. Atendendo ao teorema anterior a equagdo funcional (23.12)
mostra que os tnicos zeros de ¢ quando Re(z) < 0 correspondem aos zeros de
sin (7z/2) nessa regido. De (10.19) resulta entdo que esses sdo os zeros triviais
da funcao zeta.

]

Na teoria da funcdo zeta de Riemann a regido 0 < Re(z) < 1 e a recta
Re(z) = 1/2 sdo conhecidas respectivamente por faiza critica e por recta critica.
Para continuar a explorar a relacao entre a distribuicao dos niimeros primos
e a funcao ¢ vamos agora introduzir uma nova fungdo que permite exprimir
—(' /¢ em termos da sucessdo dos mimeros primos por intermédio de uma série.
A funcdo de Von Mangoldt é a funcao A : ZT — R definida por

A(n) =Inp se n=p" com p primo e k € Z7,
e A (n) =0 se n ndo tiver esta forma. Provaremos o seguinte resultado:
Teorema 23.12 - Dado z € C tem-se

() JAMm

(=) n?

se Re(z) > 1. (23.16)

Demonstragdo. Retomando a identidade (23.14)

%ﬁo@i) se Re(z) > 1

n=1 n

pode ver-se que a convergéncia do produto infinito é uniforme em todo o
conjunto compacto K contido no semiplano vertical Re(z) > 1. Efectivamente,
sendo

a=min{Re(z): z € K} > 1,

para cada n > 1 temos

1 1 1 1
_ < —
23

pge(z) — ﬁ — no
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O critério de Weierstrass mostra entao que a série

—i—oo1

é uniformemente convergente em K, e do teorema 17.5 resulta que o mesmo
sucede com o produto infinito.
Aplicando o teorema 17.6 temos entao

"(z +Oolnj In p;
G- sy

Para cada inteiro m > 1 sejam agora
k
L= {pt* Dl t b, o o € Zif |
e P,, o conjunto dos inteiros de L,,, para os quais k,, > 0. Temos entao

+o00
Inp, A (n)
2 (k)" 2 T

k=1

e notando que A (1) = 0 daqui resulta

m 400

Sy oh - X A
j=1k=1 pj) nelm
Fazendo m — 400 obtém-se assim
J=1 k=1 pJ =
ou seja
() =AM
() Zw
|

Para tratar adequadamente a identidade (23.16) vamos comegar por
estabelecer um resultado geral que permite transformar somas em integrais.

Teorema 23.13 (Identidade de Abel) - Sejam (a,),>,
complexa e A a respectiva funcdo soma, definida para © > q por

S

q<n<e

uma Ssucessao
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Dada uma fungao f : [q,+oo[ — C com derivada continua, para todo o x > q
tem-se entao

> aufn) = A@fe) - [ AwF O

g<n<a

Demonstragdo. Para cada x > ¢ temos

S anf) =A@ @) = Y an ()= f@) = 3 an [ S

q<n<x q<n<x q<n<z

Pondo agora x,,(u) =1se u>mne x,(u) =0 se ¢ <u < n, podemos escrever

> o[ Swi= Y a / ") () = / TS s (wda,

g<n<e g<n<a g<n<e
€ COomo
/ > Xn(u)a’ﬂfl(u)du:/ > anf'(U)du:/ A(u) f' (u)du,
4 g<n<z 4 gq<n<u a

obtém-se a férmula do enunciado.
]

Introduzindo agora a fun¢do v de Chebyshev (sem relagdo com a fungéo
digama) que se define-se por

Y(z) = ZA(n) se x> 1,

n<x

é véalido o seguinte resultado:

Teorema 23.14 - Para todo o z € C tal que Re(z) > 1 tem-se

/ P “+o00 T
—2((2)) =z : fz(Jrz dx. (23.17)

Demonstragio. Dado z € C tal que Re(z) > 1, e aplicando o teorema
anterior com f(u) = u™*, obtemos
A xT
Zﬂ :M+z Mdu se > 1. (23.18)

n? xr? uz+1
n<x 1

Por outro lado, tomando o € ]1,Re(z)[ temos

x° n n

v EE:'A(HJ ngifz\(n)::__CKOO

n<x
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pelo que ¥ (z) = O (z7) quando x — 400 e daqui resulta
lim _w(x)

r—+4o0 I?

=0.

Fazendo entdo x — +oo em (23.18) obtém-se o enunciado.
=

Para cada z > 1 representa-se por 7(x) o nimero de nimeros primos no
intervalo [1,z], e a funcdo assim obtida estd estreitamente relacionada com .
O teorema seguinte compara o comportamento assimptético destas duas fungoes
quando z — +o00.

Teorema 23.15 (Chebyshev) - Tem-se

. Y@) . m(z) Inz
| RAASaA
EIL‘HJ,»OO T ﬁl‘*}ﬂ»oo T

‘ 1
mﬁﬁo@ T, @) e

Demonstra¢do. Dado x > 1, no somatério que figura na identidade

P(e)= 3 An)

n<x

as parcelas ndo nulas correspondem aos inteiros n da forma p* em que p é primo,
k € Z* e p* < z. Para cada um destes inteiros é A (n) = Inp e como o seu

numero é

Inz

Inp |’
representando por p um numero primo genérico temos

Pla) =Y Ui—;J Inp<Inz Y 1=n(z)hnz

p <z p <z
E entdo
P(x) < m(x)lnx
T T
e daqui resultam as relagoes
. () .. 7(z)Inz
¢ 1
mw_%o@ < mx_)+oom.
x
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Dado u € ]1, z[ é também

v =) = ¥ || 3 || mo

p <z p <u
Inz
> ¥ ||z ¥ ow
u<p <z u<p <z

> (m(z) —7(u))Inu
e atendendo as desigualdades ¢ (u) > 0 e w(u) < u obtemos

v

< .
m(x) <u+ o

Tomando agora u = z/ In? z é entéo

m(z)lnx < 1 n P(x) Inx
T “Inz z Inz—2lnlnzx

donde se deduz
m(x)Inx P(x)
x
m(z)Inx < Ty o (x)
x x

< lim

—hmx—>+oo 22222 — 100

1imz~>+oo

No inicio do século XIX, Gauss e Legendre conjecturaram a relagao
assimptotica

x
m(z) ~ Tz (z — 4+00),

um resultado que é hoje conhecido por Teorema dos Numeros Primos. O
teorema anterior mostra entao que esta conjectura é equivalente a

P(x) ~z (2 —+00).

Um passo decisivo na demonstracdo do teorema dos nimeros primos foi a
constatacao que a funcdo ¢ ndo tem zeros na recta Re(z) = 1. Na demonstragao
deste resultado e no tratamento subsequente da funcao ¢ usaremos a convengao
iniciada por Riemann, e geralmente adoptada na literatura, de escrever z = o+it
com o,t € R.

Teorema 23.16 (Hadamard e De La Vallée Poussin, 1896) - A func¢do
¢ ndo se anula na recta Re(z) = 1.

Demonstra¢do. Suponha-se que ¢ tem um zero de ordem m num ponto
¢ = 1 +it. Atendendo ao exemplo 14.22 conclui-se que ¢’/¢ tem um polo
simples em ¢ com residuo m, pelo que

lim (z — ¢)

e )~



e em particular, com o = Re(z), temos

. ((o+it)
Gli)I?;lJr (0’ — 1) m =m 2 1. (2319)

No ponto 1+ 2it a fungao ¢ é analitica, e se nao se anular nesse ponto tem-se

) ('(o+2it)
U]i)I?+ (o=1) C(o+2it) 0

pelo que em qualquer hipétese é

lim (o 1) (o + 2it)

22T > 0. 23.2
o1t (o + 2it) =0 (23.20)

No ponto 1 a funcao ¢ tem um polo simples com residuo 1 e o exemplo 14.23
mostra que ¢’ /¢ tem af um polo simples com residuo —1. E entao

lim (z — 1) Q;((j)) =-1
e em particular
: o) _
,}H% (c—=1) o) -1 (23.21)

Consideremos agora a fun¢ao ¢ definida para ¢ > 1 por

_ o) | o+it)  ((o+2it)
¢(g)734(0)+4é(0+it) (o +2it)

Atendendo ao teorema 23.12 temos

—+o0
A
) (0_) — (n) (3 +4n it + n—Zzt)
n=1 ne
e pondo #,, = —tInn daqui resulta

+o00o
Re (¢ (o)) = — Z % (3+4cosb,, +cos2,).

n=1

E no entanto
3+4cosb, +cos20, =2(1+ cosﬂn)2 >0

pelo que
Re(p(0)) <0 (23.22)

e portanto também



Atendendo as relagoes (23.19), (23.20) e (23.21) temos, por outro lado,

lim (0 —1) (3C'<°’) Ly Slotit) (o +2it)

o—1t 4(0') C(J -+ Zf) <(0 4 Qit) ) >-3+4m>1

o que é absurdo e leva & conclusao de que ¢ nao se anula na recta Re(z) = 1.
|

Coroldrio - Existe um conjunto aberto que contém o semiplano Re(z) > 1,
onde é analitica a funcao ¢ definida por (1) =—y—1e
(=) 1

20(z) z-1

o(z) = — se z€ C\{1} e ((z)#0.

Demonstracdo. A fungdo ¢ é analitica no conjunto D dos pontos do semi-
plano Re(z) > 0 privado do ponto 1 e dos zeros da func¢do ¢. Como é

@(z):—% (%((j))+zil+1> se z €D,

o coroldrio 3 do teorema 23.2 mostra que

lini olz) =—y—1

pelo que ¢ é também analitica no ponto 1.

Do teorema anterior resulta entdo que a recta Re(z) = 1 estd incluida no
conjunto aberto D.

]

Para demonstrar o teorema dos nimeros primos usaremos ainda outro
resultado obtido por Chebyshev.

Teorema 23.17 (Chebyshev) - Para a fungdo v de Chebyshev tem-se

¥ () =0(z) (x— +00).

Demonstra¢do. Para cada x > 1 seja

O(x) = Z Inp.

p <z

Dado um inteiro n > 1, como o coeficiente binomial
2n
n
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¢ um inteiro divisivel por todos os niimeros primos p tais que n < p < 2n, temos
2n
( ) > 1] »
n
n<p<2n
Temos também, por outro lado,
2n
2n 2n
22" = (1+1)™" = >
(1+1) Z k)~ \n
k=0
e tomando logaritmos obtém-se
0(2n) —6(n) < 2nln2.

Como 0 (2n+1) <Iln(2n+ 1)+ 0 (2n) é entdo

9(2n+1)—9(n+%> < In(2n+1)+6(2n) —0(n)

In(2n + 1) )

< i S
< (2n+1)ln2(1+ Gn+ 1)in2

pelo que existe uma constante C' tal que
n
G(n)79(§> <Cn se neZ".
Dado z > 1 seja n = |z] e tome-se m € Z* tal que
2m+1 <n< 2m+2-

Temos entao
0(z) = 0 (n) é(e (3) -0 (5)) < anZ:?l" < 90n < 20z

e daqui resulta
0(z)=0(z) (z— +0).

Atendendo agora a defini¢ao de 9 é

P(z) = Z Z Inp =6(x) +Z€ (wl/k)

k>1 pgzl/k k>2
e como f(z) =0 se z < 2 temos

So(e)= X o) <pp0()

k>2 2<k

A
3
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donde se conclui
P(z) =6(x)+ O (x1/2 lnx) =0(z) (z— +0).
| ]

Vamos agora provar o resultado principal de que depende a demonstragao que
daremos do teorema dos nimeros primos. Trata-se de um teorema conhecido
desde 1935 (numa formulagdo mais geral) cuja demonstracdo, embora ainda
extensa, foi muito simplificada por Newman em 1980.

Teorema 23.18 (Ingham, 1935) - Sejam f : R — R uma fungdo
limitada e localmente integrdvel, e g a funcdo definida por

+oo
9(2) :/0 e ' f(t)dt se Re(z) > 0.

Se g for prolongdvel analiticamente a um conjunto aberto que contenha a recta
Re(z) =0 é entdo
+o00

| f(t)dt = g(0).

Demonstra¢iao (Newman, 1980). Sendo M um majorante de |f| temos
}efztf(t)| < Me~ Re(z)t

e o teorema 22.13 mostra imediatamente que g é analitica no semiplano
Re(z) > 0. De acordo com a hipétese do enunciado g é entdo analitica num
conjunto aberto D que contém o semiplano Re (z) > 0.

Dado § > 0 tome-se agora Ry > 0 tal que

M _9
Ry 4
Sendo .
g0 = min {|Re(z)| : 2 € 9D N B(0,Ry)} >0
e

Dy =B(0,Ry)N{z e C:Re(z) > —¢p},

a funcdo ¢ é analitica no conjunto aberto e convexo Dy. Escolham-se entao
R €10, Ro[ e € €]0,e0[ tais que

M 4§
E<Z e ¢ <R,

e seja 0. = arccos (—e/R). Consideremos ainda o caminho v, definido por

7. (t) = Re'* com — 0. <t <0,
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e seja 0. um caminho linear que liga o ponto Re*’ ao ponto Re~"%-. Entdo
Te = 7. +0. é um caminho fechado contido em Dy e o exemplo 11.32 mostra
que Ind;_ (0) = 1. Dado T > 0 e sendo gr a fungao definida por

T
gT(z):/O e #f(t)dt se z€C,

como gp ¢é inteira, pela férmula integral de Cauchy tem-se

Tz 22
g(0) — g7(0) L / (9(2) — gr(2)) ez (1 + ﬁ) dz. (23.23)

- 211

Pondo

hT(z):ez <1+%22) se ze C\ {0}

vamos agora estimar o integral

I/TE (9 —gr) hr

e mostrar que ¢ pode ser escolhido de modo a que exista Ty tal que |I| < 270
para todo o T' > Tj. Vamos para isso decompor o caminho 7y, na forma

75:a€+p+ﬁa

em que o, p € [, sdo as restricoes de . respectivamente aos intervalos
[—0.,—7/2], [-7/2,7/2]) e [1/2,0.]. E entdo

I=L+L+I3+1,

I :/(Q*QT) hr, Iy :*/ QThT*/ gThT*/ grhr,
14 Qe Oc Be
I3 :/ ghT+/ ghr e 14:/ ghr.
Qe B Oc

€

com

Se |z| = R temos
Re(z)T

R

b (2)] = £

esendo ¢ = argz é

22 R =z A , 2 |Re(2)]
T+ | = |22 = Jemie 4 ei®| =2 — 2Iel
‘ +R2 ‘z+R }e +e | |cos ¢| i
pelo que
2R, Re(z)T
()] = RE@IET L Z R (23.24)

R2
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Se Re(z) > 0 temos também

9(2) — g7 (2)| = / +Ooe—z'ff(t) <M / T Ry = M Re(ayr
! RVt —Jr ~ Re(z)

e de (23.24) resulta

(9() — g7 () r(a)] < 25 se =€ [

pelo que

oM §
TARS WT <ore. (23.25)

Para estimar Iy consideremos agora o caminho A. definido por

Ae(t) = Re com 0. <t <21 —0..

Como A; e 0. tém os mesmos pontos inicial e final e sdo ambos caminhos no
semiplano Re(z) < 0 onde grhy é analitica, tem-se

/ QThT:/ grhr

o Ae

1'2:*/ gThT*/ gThT*/ gThT:*/gThT
Qe Ae B v

€

e portanto

em que v é o caminho definido por

_ pit T )< 3
v(t) = Re" com 5 < t < 5 "
Dado que
T T M
lgr(2)| = /0 e FLf(t)dt| < M/o le™*"| dt < |Re(z)|e*Re(Z)T se Re(z) <0,

de (23.24) resulta
2M
lgT (2) hr(2)] < 52 se z € [V]

pelo que

2r M 1
< — —. .
|I2] < 7 < 27r4 (23.26)

Seja agora

w(e) =max{|g(z)|: |z| <R e —e < Re(z) <0}.

Atendendo a (23.24) temos entao

g (2) hr(2)] <



€ Como

2rep (g)
R
Dado que 1 (g) é crescente pode escolher-se & > 0 suficientemente pequeno para

que seja ep (e) < M, e portanto

|I3] <

oM §
TARS WT <ore. (23.27)

Se z € [o¢] temos finalmente

et z|? 2M
9 hr(2)| < n(e) = (1 + L) < 2 e

e como L(o.) < 2R, ¢

AMR
|]4| < . e—aT
€
Com ¢ fixo existe entdo Ty > 0 tal que
2 M )
|I4| <T <27TZ se T >1Ty

e das relacoes (23.23), (23.25), (23.26) e (23.27) conclui-se
lg(0) —gr(0)] <8 se T > Tp.

Temos assim

g (T) = g(0)

pelo que
—+o0

; f(t)dt = g(0).

Estamos agora em condigoes de provar o teorema dos niimeros primos.

Teorema 23.19 (Hadamard e De La Vallée Poussin, 1896) - Sendo
7(z) o nimero de nimeros primos no intervalo [1,z] tem-se

m(a) ~ o= (& —+00).

Demonstra¢do. Atendendo ao teorema 23.15 o enunciado fica estabelecido
se se provar a relagao
() >~z (r— +00).
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De acordo com o teorema 23.14 temos

() _ [T b

dx se Re(z)>1

«(z) o
€ como oo
1 1
/ —dz = ,
1 x? z—1
¢ entao
{(2) 1 () —a
_ — = d R 1.
() 2o1 : a1 da se e(z) >
Sendo ¢ a fungao definida no coroldrio do teorema 23.16 temos assim
+o00 (1’) —
p(z) = : de se Re(z) >1
pelo que

plz+1) = /1+00 %dw se Re(z) >0

e a mudanca de varidgvel z = ¢’ transforma este integral em
+oo
| e
0

F(t) = wift) “ 1 se t>0.

com

Atendendo ao teorema 23.17 a funcéo f ¢é limitada, e o coroldrio do teorema
23.16 mostra que a funcao g definida por g(z) = p(z + 1) é prolongével analiti-
camente a um conjunto aberto que contém a recta Re(z) = 0. Do teorema
anterior resulta entao a relagao

—+o0

; f(t)dt = (1)

e atendendo ao corolédrio do teorema 23.16 ela traduz-se por
T Pa) —w
/ wa = - — 1.
1

Vamos agora provar que a convergéncia deste integral implica a relagao
assimptética ¥(x) ~ & quando © — +oo. Se para algum A > 1 o conjunto
dos z tais que ¥(z) > Az fosse ilimitado existia uma sucessdo (x,) de pontos
deste conjunto com limite +00. Como 1 é crescente, para todo o n seria entao

ATp, . AT, . ATy, . Ay
LG PR w(xn_;xdxz/ Awn_zxdx:/ Atiso
T o, T z T 1t

Tn ‘n
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mas a convergéncia do integral implica a relagao
ATy
T)—z
lim / %dw =0.
T z

Analogamente, se existisse A < 1 e uma sucessdo (z,) de pontos tais que
limz, = +o00 e ¥ (x,) < A\x,, para todo o n terfamos

) e, [PA
2

2
ATn xz A

0 que contraria novamente a convergéncia do integral.
[

Nota 23.20 - Na demonstragao do teorema dos nimeros primos a relagao

() —a

. = dr =—-y—1

nao foi utilizada na sua totalidade porque apenas se usou o facto de o integral
ser convergente. A informagao adicional fornecida pelo valor deste integral
permite agora estabelecer uma nova propriedade da fungdo de Von Mangoldt.
Usando a identidade de Abel, para cada inteiro n > 1 temos efectivamente

e [

k=1

k=1

im 28—y elim/ LGk 5
n 1 €T

obtemos assim a relagao

pelo que

Como

i% =Ilnn—vy+o(1).
k=1

Coroldrio 1 - Sendo (p,) a sucessio dos nimeros primos tem-se

Dn ~ nlnn.

Demonstrag¢io. Como 7 (p,) = n, do teorema anterior resulta
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Pn

~ 23.28
e (23.28)
ou seja,
n= 140
A (140(1))
Daqui vem
Inn =Inp, —Inlnp, + o(1)
pelo que
Inn Inlnp,
=1- + o(1).
In p;, Inp, )
Como limp,, = 400, €
Jim B P _ g
N Pn

o que implica
Inn ~ Inp,,

e o enunciado resulta agora de (23.28).
|

Veremos posteriormente (cf. nota 23.41) que a fun¢do logaritmo integral,

definida por
/ —dt se x> 2

d4 uma melhor aproximagao de m(x) que z/Inz. Podemos desde ji provar o
seguinte resultado:

Coroldrio 2 - Sendo w(x) o nimero de nimeros primos no intervalo [1,x]

tem-se
/ mdt T — +00).

Demonstra¢ao. Aplicando a regra de Cauchy para levantar a indeterminagao
temos

Inz Inz
im I _ _
z—+too i) x v—too Inz — 1
pelo que
1 T
—dt ~ —
5 Int Inz (z = 4o0),

e o enunciado resulta directamente do teorema dos nimeros primos.
[

Analisando a demonstracdo do teorema dos nimeros primos verificamos que

a nao existéncia de zeros da fungdo zeta na recta Re(z) = 1 desempenhou um
papel crucial pois foi isto que permitiu prolongar analiticamente a essa recta
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a funcdo ¢ usada na demonstracio. E mesmo possivel provar que a relacio
¥ (z) ~ x (x — 400) implica a auséncia de zeros da funcao zeta naquela recta
(cf. Ingham, 1932: 37).

Com vista a aprofundar a relagdo entre a distribuigdo do nimeros primos
e a localizacao dos zeros nao triviais da func@o zeta de Riemann vamos agora
prosseguir o estudo desta funcao. Comegaremos por transformar a respectiva
equagao funcional de modo a obter uma versao mais simétrica e que envolve
uma funcdo inteira.

Teorema 23.21 (Riemann) - A fun¢do & definida por

£(2) = %z (z — 1) 72/ <§> ¢ (2) (23.29)
é inteira, verifica a rela¢ao
£(z2) =¢(1—-2) (23.30)

€ 0S seus zeros sao o0s zeros nao triviais da funcdo zeta de Riemann.

Demonstragio. O segundo membro de (23.29) mostra que os polos de

Z [z z
()3
2 \2 + 2

coincidem com os zeros triviais de (, e como ¢ tem um polo simples em z = 1

conclui-se que £ é uma fungao inteira cujos zeros sao os zeros nao triviais de (.
Para cada z € C ¢ ainda

E(1—z)= %z (z — 1) n==0/2p (1—2Z> C(1-2)

e a relagdo (23.30) fica estabelecida se se mostrar que

r (1 5 Z) C(1—2)=g>+1/2p (g) (). (23.31)

Pondo w = (24 1) /2 e aplicando a férmula dos complementos da fungao
gama temos

1-2 T 7r
( 2 > (1= w) [ (w)sinmw T (Z) cos 52

Por outro lado, de (23.12) resulta

¢(2)
2(27)* ' (1 — 2) sin =

(-2 =

pelo que




Aplicando de novo a férmula dos complementos obtém-se entao

1—2 T'(2)¢(z
") 0= e

2

e (23.31) deduz-se agora directamente do teorema de Legendre 22.11.
]

Coroldrio 1 - A fungdo £ é real na recta real e na recta critica Re(z) = 1/2,
e para cada z € C tem-se

() =¢(2). (23.32)

Demonstracao. Atendendo ao coroldrio 1 do teorema 23.10, da relagao
(23.29) resulta que a fungéo £ é real em R e isto por sua vez implica a relagao
(23.32). Dado t € R e atendendo a (23.30) temos agora

() <))

pelo que £ (1/2 + it) & real.
=

Coroldrio 2 - Os zeros nao triviais da funcao ¢ sao simétricos relativamente
a recta real e & recta critica Re(z) = 1/2.

Demonstra¢do.  Seja p um zero nao trivial da fungao ¢ e ponha-se
p=1/2+0+it como,t € R. Eentao £ (1/2 + o + it) = 0 e das relagoes (23.30)
e (23.32)resultad(1/2—0c—it) =0,£(1/24+ 0 —it) =0e&(1/2 — o +it) = 0.

[

Atendendo ao coroldrio do teorema 23.11 e ao teorema 23.16, podemos
agora concluir que os zeros nao triviais da funcao zeta estao situados na faixa
0 < Re(z) < 1.

Num célebre artigo de 1859 sobre a fungao zeta, Riemann afirmou que lhe
parecia "muito provdvel" que todos os zeros nao triviais estivessem situados
na recta critica Re(z) = 1/2. Trata-se da famosa Hipdtese de Riemann cuja
veracidade permanece desconhecida e que constitui um dos mais importantes
problemas em aberto na matemdtica contemporanea (cf. nota 23.29).

De acordo com coroldrio anterior, e recordando que a funcao zeta nao tem
zeros nao triviais em R, um zero nao trivial fora da recta critica implica a
existéncia de quatro zeros nao triviais distintos.

Nota 23.22 - Outra conjectura importante sobre a fungao zeta de Riemann

diz respeito a rapidez de crescimento de || na recta critica Re(z) = 1/2. Pondo,
para cada o € R,

p(o)=inf{a>0:¢(c+it) =0 (t— +o0)},
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a hipdtese de Lindeldf é a de que se tem p(1/2) = 0.

Dado o > 1, como a fungao ¢ é limitada na recta Re(z) = o, tem-se p (o) = 0.
Aplicando entdo o corolédrio do teorema 18.17 na semifaixa vertical definida por
1/2 < Re(z) < 2 e Im(2) > 1, vemos que a hipétese de Lindelsf implica
uw(o)=0se1/2<o<1.

Esta hip6tese nao estd provada e a melhor estimativa de p (1/2) actualmente
conhecida (Bourgain, 2017) é a relagao

1y 18 _ 1
F\2)=%1" 646
A hipétese de Lindelof estd directamente relacionada com a distribuicao

dos zeros da fungdo ¢ na faixa critica, como mostra o seguinte resultado (cf.
Edwards, 1974: 188-190):

Teorema (Backlund, 1918) - Dados o € ]1/2,1[ e T > 0, seja N,(T) o
numero de zeros de ¢ no rectangulo definido por

oc<Re(z)<1 e 0<Im(z) <T.
Entao a hipdtese de Lindelof é verdadeira sse

g Ne(T+1) = No(T)
T—+o0 InT

=0,
para todo o o € ]1/2,1].

Como a hipétese de Riemann equivale a N,(T') = 0 para todo o o € |]1/2,1],
vemos que a hipétese de Lindelof é implicada pela hipotese de Riemann.

O teorema seguinte traduz outra propriedade fundamental da fungéo &.

Teorema 23.23 - A func¢do £ tem ordem 1.

Demonstragio. Atendendo a (23.29) e ao exemplo 20.4 temos

Ord (€) = Ord (w—z/zr (%) g(z)) .
Por outro lado, a relacdo (23.30) mostra que basta estudar o comportamento

da fungéo quando 0 = Re(z) > 1/2. Aplicando o teorema 23.2 e a relagio (23.3)
obtemos a majoragao

cr- ] <1 = FICE 0 <1Ae (3) e o2

n=1

pelo que



Notando agora que o > 0 implica |argz| < /2, do coroldrio do teorema
22.41 resulta

e (§) v (5) e

e daqui vem
—2/2 z 1
7 *°T (5) ~ /27 exp §zlnz +0(2)] (22— 0). (23.33)

Para todo o € > 0 é entao
e (et =0 1)

e isto mostra que Ord (§) < 1. Por outro lado, dado 0 > 1 ¢é ((0) > 1 e de
(23.33) resulta
n 7T (0/2) ¢ (o)

lim = +00
o—+00 e’

Verifica-se assim que ¢é falsa a relagdo £ (z) = O (exp (|z])) quando z — oo, e
isto implica Ord (§) = 1.
]

Corolario - A funcao ¢ tem uma infinidade de zeros nao triviais.

Demonstragio. A fungdo f definida por f(z) = £(z+ 1/2) é uma fungao
inteira par e tem a mesma ordem de £. Como o desenvolvimento de f em série
de poténcias de z tem a forma Z::S Con2™, segue-se que a funcao f (zl/z)
também é inteira. Da definicao de ordem resulta que esta nova funcao tem
ordem 1/2 e o teorema 20.14 mostra entao que ela tem uma infinidade de zeros.
Conclui-se assim que a fun¢do £ tem também uma infinidade de zeros o que
estabelece o enunciado.

[

No que se segue representaremos por (p,,),,; uma sucessao admissivel dos
zeros nao triviais da fungéo ¢ em que a sucessio (|p,,|) ¢ crescente, Im (p,,,_;) > 0

€ Pan = ﬁZn—l'

Podemos agora representar a fungao £ sob a forma de produto infinito,
um resultado anunciado por Riemann em 1859 e demonstrado finalmente por
Hadamard em 1893 com base no seu teorema da factorizagao.

Teorema 23.24 (Hadamard, 1893) - Para cada z € C tem-se
1/ 2v7\ % 2\ .
€0 =5(75m) () (2331

e o produto infinito converge uniformemente em qualquer subconjunto compacto

de C.
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Demonstracao. Atendendo ao exemplo 20.18 a funcdo £ admite uma
representacao do tipo

+o00
&(z) = ce™ H (1 — i) e*/Pn

n=1 Pn

em que o produto infinito converge uniformemente em qualquer subconjunto
compacto de C.
Escrevendo a relagdo (23.29) na forma

§2)= (-1 (1+5) (=)

e atendendo ao exemplo 23.8, temos £(0) = —¢(0) = 1/2 pelo que ¢ = 1/2. E
entao

7.[.2/26)\2: 1o

c z/py,
=)= 2(z—1)r(1+z/2)g<17n)6/ se z€ C\ {1}

e o teorema 17.6 permite derivar logaritmicamente o produto infinito nos pontos
que ndo anulam a fun¢do ¢. Se z € C\ {1} e ((z) # 0 obtemos assim

) 1 1 1 (1+22) X 1
C(z)i)\+§h”riz—1 2T (14 2/2) Zl<z—pn pn> (23.35)

.1 gl
c0) —)\+21n7r+1+2.

Aplicando a relagao (23.13) conclui-se entao

)\:%Inﬁ-l—an—l—% (23.36)
1/ 27 \*
Az .~
ce _Q(elwz)

Coroldrio - Se z€ C\ {1} e ((z) #0 tem-se

¢(2) _ vz 171422 /1 )
() Moy 2T(1+z/2)+¥1<zpn+a). (23.37)

pelo que

Demonstragio. Esta identidade resulta directamente das relagoes (23.35) e

(23.36).
|
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Atendendo ao coroldrio anterior, a relagao

() (1 1\ vz 1T (1+2/2)
- ((2) +nz_:1<zpn+g> ——1n27r+§+271+§r(1+z/2)

ficou estabelecida quando z € C\ {1} e ((z) # 0. No entanto, como o segundo
membro representa uma func¢éo analitica no semiplano Re(z) > —2 privado do
ponto 1, podemos supor a identidade valida em toda esta regiao. Sobre a fungao
definida por esta identidade vamos agora provar um resultado auxiliar.

Lema 23.25 - A funcdo ¢ definida por
() & ( 1 1 > 1
z) =—>~+ ——+ — )| — - In(Im(z
o=+ 2 (5 +5r) e
é limitada no conjunto
E={z=0+4+it:-1<0<2 e |t| >1}.

Além disso, na faiza 1 < Re(z) < 2 tem-se

Re(p(2)) <0 se |t| >2, (23.38)
i @)
Re(p(2)) < @ se |t| > 4. (23.39)

Demonstracdo. Pondo

c:—1n27r+%+1

(14 2/2)
f(z) = TUT2/2) —In|t|

1 1
p2)=ct—7+5f(2)
Atendendo agora a equacao funcional (22.8) da fungao digama e ao teorema
22.43, temos

D422 T/2) (2 s b
]ﬁ(1+z/2)7f(2’/2)+271 2+~ +r(z)

em que
Ir(2)] < — 6= Linf{r—|argzl:z€ B} =2, (23.40)
Tz ——— Ccom = —1n T —l|argz| . z = —. .
= 2)z*sin® 0 2 & 8
E entdo

f(z)=—In24+1In|z| —In|t|+iargz + % +r(2),
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e como
1n|z|—1n|t|+lln 1+ﬁ
B 2 o?

resulta

In2 1 o2 ) 1 1 r(z)
@(z)—c—T—l—Zln(lﬁ-t—Q)+§argz+2—z+z1+T, (23.41)

pelo que ¢ é limitada em E.
Supondo agora 1 < o <2, em (23.40) ¢ § = /4 pelo que

V2 V2

< < <
Re(r(2)) sIr@)l = 5 <10 p

De (23.41) deduz-se entao

n2 1 o? 1 1 1/V2
< c—- — — — — RS -
Re(p(z)) <c 5 +4ln<1+t2>+Re<22+z1>+1+t2,

eseft|>1>0—-16¢

1 -1 1
Re( > : 2 = 2
z—1 (017 +¢ ~ 1+t

e também

Re l = g < 2
2] o242 T 442

Como

temos assim

m2 1 1 1+1/V2
< +5+ [V2
2 2 A+ 1412

(23.42)

LRNIEEA
Finalmente, derivando a série que representa ¢ quando Re(z) > 1, obtemos
=X Inn
@)=Y o
n=2

Como

Inn " Inu
— </ —Qdu se n >3,
n i U
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temos

<1

1nn +°°1nu In2 In3 1+1n3
!

—('(2

(<Y [ a- e <

e dado que ¢ (2) = 7r2/6 é entdo

CO. 8 on

Fazendo agora t = 4 em (23.42) obtém-se

¢ (2
¢(2)

Re(p(z)) < —0.68 < se |t| > 4.
|

Para cada zero néo trivial p,, da fun¢do ¢ usaremos a notagao

B, =Re(p,) e, =Im(p,),

e a informacgao que temos sobre estes zeros mostra que 0 < ,, < 1. Podemos
agora provar o seguinte resultado:

Teorema 23.26 - Dado t € R tal que |t| > 4 tem-se

400 1
Y ————— <Inft| (23.43)
n=1 1+ (t - ’yn)
e
. gln|t|. (23.44)
nift e jz1 (= Tn)

Demonstra¢do. Sendo ¢ a funcao definida no lema 23.25, dado z = 2 + it
com [t| > 4 temos

ST 1 ¢@tit)\ | 1
Re (Z (m + p—n)> = Re (p(2)) + Re (W) +5 It

n=1

e aplicando a relagdo (23.39) resulta

Foo 1 1 c(2) C@+it)) 1
e (Z e p—)) <o TR (m Tl @)

n=1

Por outro lado, do teorema 23.12 deduz-se

Ce+it))  X|Am)| XA
o | = 2| = X A
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pelo que

¢+ _ (2
o | <~ (22.46)
Temos entao C'(Q 0 C'(?)
+1
v (G ) < cor

e a relagdo (23.45) transforma-se em

+oo
1 1 1
R _— 4 — —In|t|. 23.47
e<z<2+itpn+pn>><2n|| ( )

n=1

Pondo agora
1
t) = S
un (1) = Re <2+it—pn>

2_ﬁn

Un (t) = >0
(2 - ﬁn)z + (t - ’yn)z
e como )
Re <—> = 26” > 0,
pn Bn + 7727,
de (23.47) deduz-se
400 1
D un (t) < St (23.48)
n=1
Dado que 1 <2 — 3,, < 2 temos também
1 (t—7n) 2
=2-4,+ = <24 (-,
D) bt 55, (=)
pelo que
1 2
< 2uy, (1)

ZS 2

e (23.43) resulta de (23.48).

Notando agora que

1 )
2 _ - <=
ﬁn+2*5n <3

se |t —~,,| > 1 temos

L5 1 5 1
o= (3-15;) 23125, 72

pelo que
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e de (23.48) deduz-se (23.44).
|

Coroldrio 1 - Para cada T > 0 seja N(T) o nidmero de zeros nao triviais
p da fungao ¢ tais que 0 < Im(p) <T. Temos entio

N(T+1)=N(T—-1)<2InT se T >4.

Demonstracio. Se T —1 <, <T +1 ¢ entdo (T —~,)* < 1 pelo que

N(T+1)-N(T—-1) = 1<
T—1<'yn<T+1 1<y <rp1 LT (T —,)

<QZ

e o enunciado resulta de (23.43).
]

11+ (T — 'yn)

Coroldrio 2 - Ezxiste uma constante c tal que, para todo o T >0 é

1 1
E — <c+=In’T.
Yn 2
0<y, <T

Demonstra¢ao. Dado T > 4 e atendendo ao corolédrio anterior temos

S Lo LTZ/ZJ N(2k +2) — N(2k)

s S 2k
L7/2]

In(2k+1)

< _—.

Como

1
In (2 1 In2 —
n (2k + )<nk+2k

temos ainda

LTZ/ZH n(2k + 1) Z/ 2% 1§21
2
k=2 k=2 k 2 k=2 k
e portanto
[T/2] |T/2]
In(2k +1) In2k 1
— < —+=(¢(2)-1).
; 2 kzzz o t5C2)-1)



Notando agora que para todo o k > 3 é

1n2k</k ln2tdt
k w7

temos também

|T/2] T/2

n2k Ind In 2t 1 1
S n—k—n—</ B = ST — = In%4
2 Tk 2> ~ ), Tt 2 2

e daqui resulta

> i<%1n2T+1(¢(2)—1).

4<'yn§T7” 2
Tomando 1 1
c=3(@-D+ Y —
0<7n§47n

o enunciado é entao valido para T > 4 e é trivial se 0 < T < 4.
[

Nota 23.27 - Sabe-se que y; = 14.1347..., e no apéndice 1 provaremos que
v; > 12. Isto permite substituir a restrigao T' > 4 no coroldrio 1 por ' > 1 e
pode ainda ver-se que o corolédrio 2 permanece valido com ¢ = 0. Supondo sem
perda de generalidade T > 6 temos efectivamente

1 1
0<vzn:§T Tn - 6<;§T Tn

e pondo a = ({(2) — 1) /2, como na demonstragao anterior obtém-se agora

|7/2] |7/2] T/2
1 In(2k+1 In 2k In2¢
Y =< ¥<a+§ HT<a+/ —nt dt
0<y, <T Tn k=3 k=3 2
pelo que

1 2)—1-In%4 1 1
3 RPN Ol Sl LS S PR
o<y, <T " 2 2 2

Coroldrio 3 - Se —1 < Re(z) < 2, Im(z) =t e ((2) # 0, quando |t| > 4
existe uma constante C tal que

<Chlt

5 —
n:lt—v,|<1 Pn

e o nidmero de parcelas do somatdrio é inferior a 21n|t|.
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Demonstragdo. Do lema 23.25 resulta

() ¢@+it) _ *f( 1 1

¢(2) ¢(2 4 it) _n:1 Z—pn_2+it—pn)+w(2+it)_(p(z)

em que ¢ é uma funcao limitada. Atendendo agora a (23.46) segue-se que existe
uma funcao limitada A tal que

() _ j"( L1 >+h(z)_ (23.49)

Pondo o = Re(z) temos

1 1 _ 2 o]
2= Pn 2+it—pn |G+it—pn||2+it_pn|
€ Co1mo
é

L 1
z2=p, 2+it—p,
Atendendo a (23.44) deduz-se entéo

1 1
> ( - ) <4t
z2=p, 2+it—p,

nift—,, |21

|2 — o] < 3
B |t77n|2 B |t77n

5.
|

Se [t —v,] < 1temost—1 <, <t+1 pelo que o nimero das parcelas
correspondentes na série que figura em (23.49) é

N(Jt|+1) =N (|t - 1).
O coroldrio 1 mostra agora que este niimero ¢ inferior a 21n |¢|, e como
|2+it—pn| > |2_ﬁn| >1

segue-se que
1
Z ﬁ < 2ln |t| .
nit—y,|<1 TP

Sendo M um majorante de |h|, de (23.49) resulta assim

/

1
¢ _ 3 <6lnlt| + M,
nift—y, <1~ I
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e a desigualdade do enunciado é valida com

C:6+£.

Podemos agora provar um resultado anunciado por Riemann em 1859 e
demonstrado por Von Mangoldt em 1905.

Teorema 23.28 (Von Mangoldt, 1905) - Para cada T > 0 seja N(T')
o nimero de zeros nao triviais p da fungdo ¢ tais que 0 < Im(p) < T. Temos

entao T T T
N(T):%ln%fQWJrO(lnT) (T — 400).

Demonstracdo. Seja A um caminho rectangular da forma
(2—4T,24+iT,—1 44T, -1 —iT,2 —iT)

e suponha-se, sem perda de generalidade, que £ (z) # 0 quando Im(z) = T.
Como A é um caminho fechado elementar orientado positivamente (cf. exem-

plo 11.34), pelo teorema 16.4 o nimero de zeros da fungéo £ no interior deste
caminho é dado por

ENYES

271 )\5'

Dado que os zeros de £ sao os zeros nao triviais de ¢ e sao simétricos em relagao
ao eixo horizontal, temos entao

1 ¢ 1 ¢
NT)=— [ S =1 &),
D=t )¢ " m(Ag
Tomando a derivada logaritmica de (23.29) obtemos

£ 1. 1 ok
£ 2 o1 )

em que
z

n(z) = 720 ( 2) (). (23.50)

Pelo teorema dos residuos é

e temos assim

N(T) =1+ ﬁ Im (A %) . (23.51)



Como % (2)
z
n(z) = m,
darelagao & (2) = £ (1 — z) resultan (z) = n (1 — z) e portanto n/(z) = —n/(1—=2)

pelo que, pondo f =1n'/n, ¢ f(z) = —f(1 — 2z). Dado que f toma valores reais
quando z é real, o teorema 9.15 mostra que é também

f @) =f.
—f(1 — 2) resulta agora

/22+iT f B /lliT f7 /lqltiT f - /22iT f ¢ /21+iT f /ii:“ f

+iT

/)\f2</22+in+/2+:;in+/1A f)_

14T

Da relagéo f(z) =

pelo que

Aplicando as relagdes f (Z) = f(z —f(1 — 2) obtém-se ainda

f(z) =
2T 1/2+1T — 14T
Im (/2 f) =Im ( i > e Im ( it ) =Im (/ f)

1/2+44T
pelo que (23.51) se reduz a

N(T) =1+ % Im ( /ﬂ %) (23.52)

em que p é um caminho da forma (2,2 +4T,1/2 4+ T).
Derivando logaritmicamente a identidade (23.50) temos agora

7)1 1T )
) -~ 2™ +2r</>+<<z>

pelo que

M=t L [ (10 €0,

o 2T(z/2)  <¢(2) (253)
Com 1T (2/2
ST = (logT(=/2)) quando = € ],
é entao

/Mxm (%%) dz =Tm (1ogr (1 +§))

e a aproximagao de Stirling (22.19) d&

m (log T(2)) = Im ((z— %) lnz> “TIm(z)+ 0 (%) (2 — o).
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Quando T' — +00 temos agora

1 T T . )
1n<1+25) = ln5+1nz+ln<1ﬁ)

T [(n 1 1

pelo que

E entdo

T T T T =« 1
<logF<4+zE>)—§ln5—5—§+0<f),

e de (23.53) resulta
T T T 7 1\ 1 ¢(2)
N(T)—2W1n27r—2ﬂ+8+O(T>+ Im(/ﬂ dz).  (23.50)

Quando z percorre o segmento [2,2 + T ¢ Re (¢(z)) > 0, pois

+oo 00
1-Re(C() < [0(2) -1 = |3 _Z—<Z e =l
n=2 n=2

Entéo a funcdo In((z) é analitica nos pontos de [2,2 + T pelo que

2T (1)
fm (/ RE) dz)

Atendendo ao coroldrio 3 do teorema anterior temos ainda

2+1T C/(z) B QHiT 1
Im ( /1 vir 69 dz| =0(IT)+ >  Im /1 /zwz—pndz , (23.56)

n:|t—v,|<1

= larg ¢ (2+iT)] < 5. (23.55)

e o numero de parcelas deste somatério é O(InT). Se z € [1/2+4T,2+4T)] é
Im(z —p,) =T —,, # 0 e isto mostra que para cada n a func¢do In(z — p,,) &
analitica. Temos entao

24T 1
/ dzln(2+iTpn)1n<—+iTpn>
1/24iT # ~ Pn 2

pelo que

2+iT 1
Im / =
( 1/24iT % — Pn) ‘

<.

1
arg (2 + T — p,) — arg (5 +iTpn>
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e de (23.56) deduz-se

. 24T (1) Com
! (/1/2+iT ¢(2) dz) = Ol T).

O enunciado resulta agora de (23.54) e (23.55).
|

Nota 23.29 - Uma versdo mais precisa da férmula (23.54), vélida quando ¢
nao se anula no segmento [1/2 4 iT', 1 + iT7, estd na base dos cdlculos intensivos
que tém sido feitos para determinar N(T') com valores elevados de T

Tomando m = 2 no desenvolvimento de logT' (1/4 + iT'/2) dado por (22.36)
e desenvolvendo In (1/4 + iT/2)—1InT'/2 em poténcias de 1/T obtém-se a relagao

1 T T T T = 1
Im<IOgF(Z+ZE>)§IHE§§+48_T+6(T)’

em que o erro e(T)) é inferior a 1/ (2857%) se T' > 10. Pondo entao

_l . 24T C/(Z) i 1/244T C/(z) i
=21 </ G Lo <<z>d>’

7S (T) é a variagdo do argumento de ¢ ao longo do caminho (2,2 + iT, 1/2 + it)
e temos

T T T 7

N(T):%ln%—%—i-g—i-é(T)—i-S(T),
com . )
€
5(T)7487rT+ T

Para calcular N(T') basta assim estimar S(T") com a precisdo necessdria para
obter um valor aproximado de N(T') suficientemente préximo de um nimero
inteiro. Esta estimagao é feita actualmente de modo indirecto com base em
métodos que nao iremos aqui abordar e que apenas exigem dados sobre o
comportamento da fungéo ¢ ao longo da recta critica Re(z) = 1/2.

Quanto aos zeros situados na recta critica, como a fungdo £ é real nesta
recta os seus zeros podem ser determinados usando técnicas de Andlise Real,
nomeadamente estudando as mudancas de sinal respectivas. Estes célculos
ficam muito facilitados se se utilizar a chamada férmula de Riemann-Siegel que
foi encontrada em 1932 por Siegel quando examinava manuscritos nao publi-
cados de Riemann. Trata-se de um desenvolvimento assimptético de demons-
tragao laboriosa (cf. Edwards, 1974: 136-154), relativo a uma funcéo estrei-
tamente relacionada com £ e que permite calcular os seus valores na recta
critica com grande eficiéncia. E de assinalar ainda que nos célculos em larga
escala mais recentes tem sido usado um método inovador introduzido por Odlyzko
e Schonhage em 1988 que, embora baseado na férmula de Riemann-Siegel, prati-
camente dispensa a utilizagdo daquela férmula na sua forma original.
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Representando por Ny(T') o niimero dos zeros da funcdo zeta no segmento
[1/2,1/2 4+ iT], sabe-se hoje (Platt & Trudgian, 2021) que

No(T) = N(T) se T =3 x 10"

e que neste segmento existem cerca de 1.236 x 10'3 zeros, todos eles simples.
Ainda no sentido favordvel a hipétese de Riemann provou-se também (Pratt et
al, 2020) que

No(T 5
limy o ]\f((T)) > 0.417293962 > .

Coroldrio 1 - Tem-se
2mn

Yon—1 "~ 7 -
2n—1 hln

Demonstracao. Atendendo ao teorema anterior é

1
N(T) ~ 2—T1nT se T'— +o00
7r

€ como
n=N ('YZn—l)
é entao 1
~— | . 23.57
n 27_(_7277,71 NY2p—1 ( )

Temos assim

Inn=1Inv,, ; +Inlny,, ; —In27 +o0(1)

e portanto

1 Inln _

nn -1 + Yon—1 + 0(1)

Inyg, 1 Invyy, 4
Como limy,,,_; = 400, &
InIn
lim ——120=1 _
Invy,, 4

o que implica
Inn ~1Invyy, ;.

e o enunciado resulta agora de (23.57).
|

A relagao assimptotica do coroldrio anterior é frequentemente descrita pela

férmula
2mn

Tn ™ Inn
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porque a sucessao dos zeros nao triviais da fungao zeta, que aqui representamos
por (p,),,>1, € muitos vezes apresentada na forma

p17p717 "'pnvpf'ru ... com pfn = m

Coroldrio 2 - As séries

00 1 00 1

>

n=1

e
Pan—1 n=1 |pn|
sao divergentes.

Demonstragdo. Temos efectivamente

I 1 _ Von—1 Von—1 1
—1m - 2 2 2 2 ~ ’
Pan—1 Bon1+ Vo1  L1T7n-1 Yona

e como do coroldrio anterior resulta

1 Inn

~ —

Yon-1 27N

conclui-se a divergéncia da série

“+o0
1
> ().
n=1 Pan—1
0 que prova a primeira parte do enunciado. A segunda parte resulta agora de
se ter, para todo o m > 1,

2m 1 m 1
— =2
ngl |p"| nzzl |p2n—1}

A ideia que presidiu & demonstracao do teorema 23.16 pode ser usada para
determinar uma regido na faixa critica 0 < Re(z) < 1 onde a fungéo ¢ néo tem
zeros. Comegaremos por provar um resultado auxiliar.

Lema 23.30 - Se 1 <o <2 tem-se

(o) 11
——— < —— —=In2. 23.58
¢(o) < o1 6 ( )
Demonstrag¢io. Atendendo & identidade (23.37) temos
(o) 1 1TV (140/2) X/ 1 1
- =c+ + 3 - -
() o1t ar e 2 \ap T,
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com
c:—ln27r+%+1.

Como ) .
Re( +—>: gif” + 25"2>0,
9= Pn Pn (U_ﬁn) +73L n+7n
é entao , )
_C(a)_ 1 <C+1F(1+0/2)'
(o) o-1 2T (1+40/2)

Dado que a fungao digama é crescente em R, usando as relagoes (22.6) e (22.8)
temos

(o) 1 1re 1 9
(o) o—1°°TaT@ ~“T27 3
e a desigualdade do enunciado resulta de ser
ct=—L=—moar+2 <22
2 2 2 6

Podemos agora estabelecer o resultado que tinhamos anunciado.

Teorema 23.31 - A funcio ¢ nao se anula nos pontos z = o + it tais que

1
t>2 >1— —-.
22 e ozl-amm

Demonstragio. A relagao (23.22), obtida na demonstragao do teorema 23.16,
mostra que se tem

Re (—3CI(”) _llorit) (ot 2it)> >0 se o> 1. (23.59)

¢(o) C(o +it) C(o + 2it)

Dados ¢ tal que |t| > 2 e o €]1,2], atendendo ao lema anterior temos

@ 3 Ly, (23.60)

e de (23.38) resulta

(o -+t 5 =t
Re <4m> < 2In |t| —4 <ZRG (m * p_n>> .

n=1

Como os termos da série sao positivos, para cada k > 1 é entao

/ .
Re —4@ <2In|t| —4Re ;-ﬁ-i ;
((o +it) otit—pp Py
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e dado que

B T S o — By By
e<0+itpk+pk> (a—ﬁk)2+(t—vk)2+ﬁi+vi
o — By
(0= Br)” + (t — 1)

2

temos ainda

(o +1it) Ll — 4(0 — By)
Re< 4<(g+it)> < 2In|t| PRl (23.61)

Mudando t em 2t nesta desigualdade e suprimindo a segunda parcela do segundo
membro obtemos também

('(o + 2it) 1
—_— —In (2 23.62
Re (~S T2} < Sz, (23.62)
e substituindo em (23.59) as desigualdades (23.60), (23.61) e (23.62) resulta
3 4(0 = By)

)
- +-Inft| >0 se 1<o<2 e [t|>2
o=l (0-B) + (- 2

Seja agora k tal que |y, | > 2. Aplicando a desigualdade anterior com ¢t = -,

1
c=1+ < 2,
5In ||
obtemos
3ty > —2
5 Vi o — B,
pelo que
1
<l——
O 351n ||

e isto mostra que o zero p,, estd situado fora da regiao referida no enunciado.
|

Nota 23.32 - Com outras constantes o resultado anterior foi obtido por De
La Vallée Poussin em 1896, e permite tornar substancialmente mais preciso o
enunciado do teorema dos niimeros primos (cf. teoremas 23.37 e 23.40).

Convém salientar que a constante 35 do enunciado estd longe de ser a melhor
possivel e uma escolha diferente de o na parte final da demonstracao permitiria
substituir 35 por 34.8. Sabe-se actualmente que o enunciado se mantém verda-
deiro com a constante 5.573412 (Mossinghoff & Trudgian, 2014).

Para relacionarmos a funcao ¥ de Chebyshev com os zeros da fungao zeta
de Riemann vamos comegar por estabelecer dois lemas.
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Lema 23.33 - Dados a,c,T € Rt temos

1 et g2 a¢
— —dz| < ———— <1
2mi /C_Z-T P 7T 1n(1/a) s a
6 .
1 ct+iT 2 c
—/ a—dzflg se a> 1.
21 Jo_ir 2 mT'lna

Demonstra¢do. Supondo a < 1 tome-se r > c¢ e considere-se um caminho
rectangular v da forma

(c—iT,c+iT,r+iT,r —iT,c—iT).

Como a*/z é analitica no interior de 7 temos

/a—dz:O
Y 2

c+iT az r+iT az r+iT az r—iT az
—dz = — —dz + —dz + —dz.
c—iT * c+iT r—iT * c—iT #

Se z € [r—iT,r+iT] é

pelo que

a” a”
= — < —
lz| = r

r+iT az
—dz
r—iT #

Tomando agora o caminho u + 7T com ¢ < u < 7 temos

r+iT 2 T u+iT T u 1 T
/ = / - - du' S/ S —du < —/ a"du,
T % . u+iT o |u+dT| T /.

e do mesmo modo se obtém
1 T
< = / a“du.
T/,

/’l‘iT az
c—iT #
Temos assim, para todo o r > ¢,
2 (7 2Ta"
< —/ a“du + ,
T/, T

c+iT a?
—dz
c—iT #

e conclui-se
2Ta”
< .
,
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e fazendo r — +oo resulta

c+iT =z
a
/ —dz
c—iT *

que equivale & primeira relacao do enunciado.
Supondo agora a > 1 seja r > 0 e considere-se um caminho rectangular o
da forma

2 [tee 2a°
<z ey = —
= T/C T T g

(c—iT,c+iT,—r +iT,—r —iT,c —iT).

Como o ponto 0 é interior a o e

lim a® =1,

z—0
z
a .
/ —dz = 2mi.
o
Temos assim

c+iT az ] c+iT az —r+4iT az c—iT az
—dz — 27 = —dz + —dz — —dz,
c—iT # rHiT ? —r—iT * —r—iT

pelo teorema dos residuos é

e como no caso anterior obtém-se

c+iT 2
a .
/ —dz — 271
c—iT *
Fazendo r — +00 resulta entao
ct+iT 2 c c
a . 2 2a
/ —dz —2mi| < —/ atdu =
c—iT % T /) Tlhha

que equivale & segunda relagao do enunciado.
[

9 [e 9Ta~"
Sf/ a*du + j )

—r

Um ndmero real diz-se semi-inteiro se tiver a forma n + 1/2 com n inteiro.

Lema 23.34 - Seja x € R semi-inteiro. Quando x — +oo é entdo

Z 1 O(zlnz).

z/2<n<2x |111 CL’/TL|

Demonstragio. Dadox = N+1/2com N € ZT, suponha-se z/2 <n < N—1
e seja r,, = N —n. Temos entao

‘lnf‘zmﬁzln N *‘ln(l—r—">)>ﬁ
n N

n N —r,
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pelo que

LN/2]
3 o N > TigNZ%:NlnN—i-O(N)

z/2<n<N—1 [n.z/n] z/2<n<N-1"" k=1
< zlnz+ O(x).

Suponha-se agora N +2 < n < 2N e sejar, =n— (N + 1/2). Temos entéo

2| = 'mNH/Q‘ - ‘m"rn —m (1) 2
n n n n 2
pelo que
N-1 N—1
1 1 1 1
—— < 2N ) —=2N) ——-<2N> -
N+2<n<2N Inz/n] N+42<n<aN " k=1 k+1/2 k=1 k

2NIn N +O(N) < 2zlnz + O(z).

Temos finalmente
1 n 1 B 1 n 1
= 1
< 2N+4+142N+2=0(x)

e conclui-se

1
E ——— <3zlnz+ O(z) =O(zlnx).
z/2<n<2x |1nx/n|

Podemos agora obter uma nova representacao da fungao ¥ de Chebyshev.

Teorema 23.35 - Dado T > 1, para cada semi-inteiro x > 1 tem-se

=g L, () Fero(B5) oo

em que

c=1+ 1
Inz
Demonstracao. Como
A 1
757:) < —? se z € [c—il,c+iT),
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o critério de Weierstrass mostra que a série

XA
y A

n=1

converge uniformemente no segmento [¢c —iT, ¢ 4+ iT]. Pondo

1 c+iT P 1
I’n(x) = _/ (E) —dz se z>1
2mi c—iT n z

e atendendo ao teorema 23.12 temos entao, para cada = > 1,

L c+iT 741(2) SC_Z L +oo
210 Je—it ( (=) ) z = nzlA () )
Como
+o00o
SoAM) () = 3T A @) + 3T A @) (@)~ )+ DA (e
n=1 n<z n<lx n>w
é entao | pewT , ;
V(@) = 3= /_ ; (-iéj) ~dz— R(x) (23.63)
=3 AM)(In(z) = 1)+ > An) In(z
Como z tem a forma Exj +1/2,éx/n#1 e do lema 23.33 resulta
1 = z/n
ST Zl |1n/x/n| (23.64)

Pondo agora

n<x/2

x/n
|1nx/n| + Z |1nx/n|

Sa@)= > An) (o/n)

z/2<n<2z |1Il 1’/7l|

1 & r\¢  z° ()  ex ¢'(e)
DS A0 () =i (-50)=ma (-469)-
Como do lema 23.30 resulta

o _ 1
¢(e) ]

temos

=Inz se lnz>1,
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conclui-se

e
R > .
Si(z) < 1n2xlnx se x>e

T\°¢ T
<—> <2 se n>-=
n 2

Dado que

A(n) <In(2z) se n <2z,

temos também )
<2°In(2 _
52(1') = 1’1( Zl') Z |1Il£L‘/7’l|
z/2<n<2x
e do lema 23.34 deduz-se
Sa(z) =0 (z In? z)  (z— 400).

Atendendo a (23.64), quando  — +oco € pois

Si(x) + Sa(z) zln?z
Rl < LR o (2521)

e o enunciado resulta agora de (23.63).
|

Estamos finalmente em condic¢oes de relacionar de forma explicita a funcao
1 de Chebyshev com os zeros nao triviais da fungao (.

Teorema 23.36 - Sejam x € Rt semi-inteiro e T < x. Quando T — +oo

tem-se 9
zPn zln”x
UOEEESY +O( T )

o<t P

Demonstracdo. Dado T > e? sejam m = N(T + 1) — N(T) e (o) uma
sucessao de partes imagindrias consecutivas dos zeros de ( tais que

T<ar<a<..<a, <T+1.
Pondo ainda ag =T, atpr1 =T + 1 e sendo

d= e
156112;;1(% ag-1)

existe Ty € |T, T + 1] tal que a funcdo ¢ nado se anula no intervalo

d d
To— =, To+ = |-
]0 2,0+2{
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Como é d(m+1) > amy1 — g = 1, e do corolédrio 1 do teorema 23.26 resulta

q> 1 S 2
2InT+1 — 5InT

conclui-se que

ITo — v,| > se n>1. (23.65)

1
5InTp

Dado x > 2 sejam agora

1
c=1+—,
Inx

A um caminho rectangular da forma
. . 1 1 .
c— i1y, c+Tp, -3 +1Tp, 5~ i1y, c—ily |,

e f a funcao definida por
('(2) 2*
((z) =

No ponto z = 0 a funcdo f tem um polo simples com residuo —¢’(0)/¢(0)
e os restantes polos de f no interior do caminho A sdo os polos de —('/¢ nessa
regido. Atendendo a (23.37) temos

_g((j)):zzl_ 2 (zlanrp_ln)_ 2 (zlpn+i>+g(z)

[7,|<To [V |>To

f(z) = -

em que g é analitica quando Re(z) > —2, e o teorema 17.6 mostra que a fungao
definida pelo segundo somatério é também analitica no rectangulo fechado limi-
tado por A.

A soma dos residuos de f no interior de A é entao

¢'(0) zfn
- +x— Z
¢(0) W n, P

e pelo teorema dos residuos temos

1 (0 xPn
L=t X

[vn|<To

Supondo agora que x é semi-inteiro e aplicando o teorema anterior resulta

b =r- 3 240 (xlnzx) LR@T) ). (23.66)

=T Pn Th 2ms

c+iTo — 1/2+iT0 c—11p
R@Jw:/ f+/ ff/ /.
—1/2+iTp —1/2—iTp —1/2—iTp
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Analisando o primeiro destes integrais temos

c+iTy c c / T o+iTo
/ f:/ f(a--l,-z'TO)da-:/ _C(a+?o)x s

—1/244iTy ~1/2 —172 Clo+iTy) o +iTy

c+iTp c c
[ <5

—1/2+iT) To J-1)2
Como Ty > e? > 4, o coroldrio 3 do teorema 23.26 mostra que existe uma
constante C' tal que

pelo que
C/(O' + ZT())
C(o +iTp)

do. (23.67)

<Cnh+ Y e -

- <o<c
n:|To—v, |<1 |U+ZT0 - pn|

N =

‘C/(O' + ZT())
C(O’ + ZT())

e mostra também que o numero de parcelas do somatoério é inferior a 21nTj.
Dado que
|0 +iTo — pn| > |T0 - 7n| y

de (23.65) resulta

1
E T— S 10 1n2 TO
n:|To—~,|<1 |U +elo— pn|
e isto implica
¢'(o +iTp) 2
—2=———— 1 =0 (In" T, T 400). 23.68
¢(o +1iTp) ( 0 (T ) ( :

Notando ainda que ¢ = ze, de (23.67) obtém-se entdo a estimativa

c+iTop 2
/+ f:O<:L‘].Il T()> (T0—>+OO)

—1/2+iT,

e é analogamente

c—iTy 2T
/ fO(xn 0> (Ty — +00).
—1/2—iTp T
Temos agora

/—1/2+iTof B Z_/To ; <_1 +it) it _i/TU _C/(—1/2+’it) - 1/2+it it
—1/2—iTy -1 2 —Ty C(fl/QJrit) f1/2+it

pelo que
/_1/2+iT0 fl < a2 /TO _C/(—1/2 +it) ‘ 1 @t
—1/2—iTy | | C(=1/2+4t) | \/1/4+#2
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Como a fungdo —(’/¢ ¢ analitica no segmento [—1/2 — 44, —1/2 + 4], ela é
limitada neste segmento e daqui resulta

—4
/ = 0().
—4

Se |t| > 4, atendendo de novo ao corolédrio 3 do teorema 23.26 temos

g’(1/2+z't)' ol 1
| < Wi 2 el

Como para cada n é

.
" 72

e P
g T TPl =1Tg

e o nimero de parcelas do somatério ndo excede 21n [¢|, pondo A = C'+4 temos

‘C’(—1/2+z’t)
C(—1/2 +it)

< Aln|t.

E entdo
(—1/2 +1it)

To
/4 (=1/2 +it) ‘ \/1/4+t2

e analogamente para o integral entre —7Tj e —4, donde se conclui

To
_A/ Int AT,
L 5

1/2+4iTo
/ fl=0(*T) (Tp— +00).
—1/2—iTo

De (23.66) resulta assim a relagdo assimptética, quando x — 400 e Ty — 400,

2 2
Ya)=z- Y o (wl; x) +0 (m; T°> +0(Ty). (23.69)
0 0

[Yn|<To Pn

Vamos agora analisar o efeito de substituir Ty por T na relacao anterior.
Como T < Ty < T+ 1, entdo Ty ~ T e In? Ty ~ In®> T quando Ty — +o0, pelo
que aquela relacao se conserva vélida substituindo Ty por T nas trés ultimas
parcelas. Pondo ainda

xPn

Wy =Y n_y - ~

|7, |<T Pn 0<y, <T

e notando que
|1’p"| — xﬁn < x
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temos
|n(T) = h (To)| < 2|N(T) = N (To)|

T.
Como
IN(T) = N (T)| < N(T+1) = N(T)=0(InT)

h(Ty) = h(T) + O (““nT)

é entao

T

pelo que a substitui¢do de Ty por T em (23.69) introduz uma parcela que estd
j& incorporada no termo
zIn®T
0] .
(57)
Finalmente, se T' < x é
zIn®T zIn?z
0] =0
(57 = ()

O (In?T) = O (In’z) = O (xl;Qx)

o que acaba de estabelecer a férmula do enunciado.
[

O teorema anterior relaciona a fung@o 1 com uma sucessao finita dos zeros
nao triviais da fungao zeta, mas é possivel exprimir 1) em termos da totalidade
destes zeros através da identidade de Von Mangoldt

w<x*>+w<x+>:$_*§xﬂn

1 1
5 o —1n27r—§ln<1——) se z>1 (23.70)

n=1 xz
que estabeleceremos no apéndice 2.

A diferenga () — x é o chamado termo do erro do teorema dos mimeros
primos, e o teorema anterior mostra que ela pode ser estimada a partir da locali-
zagao dos zeros da fungdo zeta. Usando a informagao fornecida pelo teorema
23.31 provaremos o seguinte resultado:

Teorema 23.37 - Quando © — 400 tem-se
zln’z
Y(x)=z+0 (—ec —lnz)

com

t
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Demonstra¢ao. Considerando inicialmente x semi-inteiro e dado T' < z, do
teorema anterior resulta

Pn n?
() =zl =| Y & +O<x1Tx> (T — +00).

|"/n‘§T p’IL
Como
P B B
Yy ey
| Pn o Yn
Yl <T [vn|<T 0<v,<T
é entao
Ya)—z=0| Y v o (s (T — +00) (23.71)
—_ — — . .
Yn T
0<y, <T

Atendendo ao teorema 23.31 temos agora

2
<1- se > 2,
pelo que
B —¢*/Iny
xPn x n
> STy ——
2y, <r T ey <r
€ como
13_02/ Invy 1
Tn exp (1n Tn + Cfnl—;‘f)

da desigualdade elementar

Alnz
In~y, + Iy > 2c¢vVInz

n

resulta

> - < aN (T)exp (—Zc\/ln_x> :

ZS’YnST ’7’”

Se houver zeros com 7,, € ]0,2[, tomando 6 > 0 tal que 8,, <1 — 6 para todo o
T €10,2]; ¢
2Bn

—0 (xlfe)

0<~,, <2 Tn

e obtém-se

Z o < aN (T)exp (—20\/@) + Oz

o<y < Tn
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Como o teorema 23.28 implica
N(T)=0(ThT),

a relagdo (23.71) transforma-se assim em

Y(x)—2x=0 (lenTexp (—2(:\/111_96)) +0 (a:l;z x) + 0z,

e escolhendo
T =exp <c In x)

conclui-se
2 2
W(z) -z =0 xcx/lnx—i—ln x 0@ =0 zln"x
exp (c In x) exp (c In :c)

quando z — +o00.
Podemos finalmente remover a restricdo de x ser semi-inteiro, pois se & nao
tiver esta forma existe um semi-inteiro x’ tal que

Y(z)=¢() e Jz—da|<1/2.

Nota 23.38 - Na demonstracio do teorema anterior o termo O(z'~%) pode

ser removido se se usar o facto de a funcao ¢ nao ter zeros p, para os quais
€10,2[ (cf. nota 23.27 e apéndice 1).

Para aplicar o resultado anterior a 7(x) é conveniente introduzir uma nova
funcao, estreitamente relacionada, que se define por

(z)= > % se x> 2. (23.72)
2<n<z

Comegaremos por provar um resultado auxiliar.

Lema 23.39 - Quando x — 400 tem-se

m(z) =1I(z) + O (ﬂm) .

Inz

Demonstrag¢ao. Representando por p um nimero primo genérico, da definigao
de TI(z) resulta

k
H(x):Z%JFZZ j:(lfl; —r@+Y Y 1

p<z k>2pk<zx k>2 p<axl/k
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Sendo

temos entao

m ﬂ.(xl/k) (xl/Z) m ﬂ.(xl/k)
I(z) — w(x) = = +
k=2 k 2 k=3 &
pelo que o enunciado resulta das relagoes
7( (xl/Z) 2172
2z
e
- 7 (@) 1/3 sl (a2
2. Sm”(” )— 2 O(H)

k=3
u

Teorema 23.40 - Quando © — 400 tem-se
) zlnx
m(x) = li(x) + O (W) .

1
V35

com
c=

Demonstragio. Aplicando o teorema 23.13 a relagdo (23.72) temos

ey = L) | 720

Inz 5 tln%t

dt,

e do teorema anterior resulta

I(z) = F +0 (xe evinw lnx / ﬂdt —|—/ 0 (echE) dt.

Integrando por partes temos por outro lado

v 1
9 1nt ln:c / dt+0 (1)

o que conduz a
I(z) — li(z) = O <:ce*Cv ne ]y :c) +0 (/ ec\/mdt> .
2
Como a fungao definida por

texp (fc In t)
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é crescente se t > 2, temos ainda

T eVt s [0 1 e
/ %dtgxe*‘: 1“/ gdt:0<xe*° 1“1n:c>.
2 2

E pois
II(z) = li(z) + O (:ce*Cv ey x)
e o enunciado resulta agora do lema anterior.

Coroldrio - Quando x — +00, para cada inteiro m > 1 é

m(x) =1li(z) +o (ﬁ) .

Demonstragao. Resulta directamente do teorema anterior pois

lim zlnx In" x .

T exp <c In x) z

[
Nota 23.41 - O coroldrio anterior explica porque motivo li(xz) é uma

aproximacgao melhor de 7(z) do que x/Inz. Integrando por partes, para cada
inteiro k > 1 temos efectivamente

T 1 x 2 o1
dr = — +k / —dx
/2 In* x n*z  In*2 5 Inftly

pelo que

x x (m— 1z

x 1
- g T g+ 0(1).
Inz  In?z T In™z tm /2 In™*t ¢ z+0(1)

E entdo

li(z) = — + —— 4 +L71)!w+o(—x )
" Inz  In?z In™ n"x/’

e aplicando o coroldrio anterior com m = 2 resulta

W(x)fi*li(x)fi+o ) =—— 40—
lnz Inx In’z/) In’z In%z)’

o que implica

x

m(x) — — ~

Inz  In’x

(x — 400).

O exemplo seguinte mostra uma aproximagao simples de w(x) que é preferivel
az/lnz.

444



Exemplo 23.42 - Tem-se

7(x)

-2 2 (x — 400)
Inz -1 1n3gc '

Temos efectivamente, quando x — 400,

v oo oz 1 :i(1+i+ . +o<i)>
lnx—1 nzl-= Inz Inz  In’z In’z
x x x x
= 1—+1—+1—+<1—)

. T T 2x T
li(z) + + 5. ‘ol =1,

:m In%z

Como é

aplicando o coroldrio anterior com m = 3 temos

m(x) — a = li(z) — L o[ )= to(—
Inz —1 Inz—1 nz/) In’x In®z

e obtém-se a relacao pretendida.

O exemplo seguinte descreve uma aproximagdo ao nimero primo p, mais
exacta que nlnn.

Exemplo 23.43 - Sendo (p,) a sucessao dos nimeros primos tem-se
pn=nlnn+nlnlnn —n+ o(n).

Efectivamente, aplicando o exemplo anterior com = = p,, temos

n— Pn N Pn
In Pn—1 1113 Pn

pelo que

nlnp, —n —p, ~ % (Inp, — 1) ~ ];" .
n” pp In” pp,
Usando agora a relagao p, ~ nlnn obtém-se
Inp, =Inn+Inlnn + o(1)
pelo que
nlnn+nlnlnn —n —p, +0(n) Dn i:o(n),

~ 1n2pn ~ Inn

o que conduz ao resultado anunciado.
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A zona mais ampla onde se provou que a funcdo ¢ néo tem zeros é a dos
nimeros o + it da forma

1
C (In [t)*? (Inln t)*/?

oc>1-—

com C' constante e |t| > 3. Este resultado permite alguma melhoria na estima-
tiva do termo do erro do teorema dos niimeros primos mas nao exclui a existéncia
de zeros p,, = f,, + 7, em que os 3, estejam arbitrariamente préximos de 1.

O teorema seguinte mostra as consequéncias de existir um nimero 6 < 1 tal
que Re (p) < 0 para todo o zero néo trivial p da fungao zeta.

Teorema 23.44 - Seja
0 = sup {Re(p) : ((p) =0} .
Quando x — +o00 tem-se entao

Y(z) —2 =0 (2 In*z) (23.73)

m(x) —li(x) =0 (ace Inz). (23.74)

Demonstra¢do. Supondo sem perda de generalidade x semi-inteiro, como na
demonstracao do teorema 23.37 temos

B 2
o) -al<2 3 0T

0<7,<T Tn

quando T — +oo. Atendendo ao corolario 2 do teorema 23.26 é entéo

Z xﬁngxe Z i:aceO(IHQT)

o<y, <7 Tn o<y, <7 n

pelo que

Y(x)—z=0 (x01n2T) +0 (x1;2x>

e tomando T' = = obtém-se (23.73).
Como na demonstracao do teorema 23.40 temos agora

I(z) —li(z) = O(2’lnz)+0 </r teldt>
2
= O(welnx) +O(x0) :O(xelnx)

e atendendo ao lema 23.39 obtém-se (23.74).
|
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Se 6 =1 as estimativas (23.73) e (23.74) sdo triviais, mas se 8 < 1 elas dao
resultados melhores que os dos teoremas 23.37 e 23.40 pois a fungao

exp (c In :c)

cresce mais lentamente que qualquer poténcia de z com expoente positivo. Em
particular, como a hipé6tese de Riemann equivale a ter-se = 1/2, vemos que ela
conduz aos menores termos do erro possiveis no teorema dos nimeros primos.

O teorema seguinte traduz que, reciprocamente, as relagoes (23.73) e (23.74)
exigem que a fung@o ¢ ndo tenha zeros com parte real superior a 6.

Teorema 23.45 - Se alguma das relagdes (23.73) ou (23.74) for verdadeira,
entdo a fung¢ao zeta nao tem zeros no semiplano Re(z) > 6.

Demonstragdo. Suponha-se em primeiro lugar que (23.73) é valida. Quando
x — 400 para todo o £ > 0 é entao

Y(x)—x=0 (x(”a) ,

e dado z € C tal que Re(z) = o temos

Y(z)— 1
W()(W)-

+oo
1 d
1 x0‘+17078 z

Como o integral

converge se o > 0 + €, pondo

T Y(z) — 2
o teorema 22.13 mostra que ¢ é uma fungao analitica no semiplano Re(z) > 0+42¢,
e dado que € > ¢ arbitrdrio conclui-se que ¢ ¢ analitica no semiplano Re(z) > 6.
Atendendo ao teorema 23.14 temos no entanto
Jlz) 2 T Pa) — =

__c _ R A 1
) =1 z : g dxr se Re(z) >

e resulta assim que a funcdo —('/¢ se pode prolongar analiticamente ao semi-
plano Re(z) > 0 privado do ponto 1. Entdo ¢ ndo se anula nesta regido, pois o
exemplo 14.22 mostra que um zero de ¢ corresponde a um polo de —¢’ /(.

Supondo agora que a relacdo (23.74) é vilida, a demonstracao fica concluida
se se provar que ela implica a relacdo (23.73). Como

P(x) = Z Mlnn,

Inn



aplicando o teorema 23.13 temos

Atendendo ao lema 23.39 é também
I(z) — li () = O (xe Inz)
e daqui resulta

w@ydummx+0@ﬁ&@—lf%ﬁﬁ—o<lﬂﬁnmﬁ>

Integrando por partes deduz-se
lﬂﬂmx—/‘%ﬁﬁ=x+0@
2

pelo que ‘
Y(E)—z=0 (:ce In? z) -0 (/ 01 lntdt> )
2

€ como

x 1.0
/ ' Intdt < = Inz
9 0

obtém-se a relagao (23.73).
[

Atendendo aos dois teoremas anteriores podemos agora formular a hipétese
de Riemann em novos termos.

Teorema 23.46 - A hipdtese de Riemann equivale a qualquer das relacdes
assimptdticas, quando x — +00,

Y(z) —2 =0 (Valn®z)

ou
m(z) —li(z) = O (Vazlnz).
[
Vemos assim que a hipétese de Riemann é equivalente, num sentido bem
preciso, a minimizar as irregularidades da sucessao dos nimeros primos. Isto

ajuda a compreender uma declaracao atribuida a David Hilbert, um dos maiores
matemadticos do século XX:

"Se eu acordasse depois de um sono de mil anos, a minha primeira pergunta
seria: jé demonstraram a hipétese de Riemann?".
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APENDICE 1 - Zona sem zeros da funcio zeta de Riemann

Vamos provar que funcao zeta de Riemann nao se anula na faixa critica
quando 0 < Im(z) < 12, e para isso comegaremos por estabelecer uma versao de
um teorema de Hardy e Littlewood que permite estimar esta fungdo em faixas
horizontais do semiplano Re(z) > 0.

Teorema 1 (Hardy & Littlewood, 1921) - Sejam = > 0 um nimero
semi-inteiro e

E={seC\ {1} :Re(s) >0e [Im(s)| < 2mz}.

Se s € E tem-se entdo
1 1-s 1 Im(s)\2\
T m(s
¢s) - Z PR s <1_(27r:c)> '

Demonstra¢ao. Dado um nimero semi-inteiro z > 0 seja s = o + it com
o,t R, 0 >1e|t| <2mz. Como a fungdo f definida por

fz)= cotmz se Re(z) >0

ZS

tem polos simples nos pontos n € Z* com residuos

Res(f;n) =

nS
para cada inteiro positivo N é
1
Z =T Z Res(f;n).
r<n<z+N z<n<z+N
Tomando entao um caminho rectangular v, da forma
(x —iN,z+ N —iN,x + N+ iN,z 4+ iN,z —iN),
do teorema dos residuos resulta
1 1
e 1
O 1)
z<n<z+N N

e vamos agora analisar o efeito de fazer N — 400 nesta identidade.
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Temos

/’H'N_’N = /“‘N cot (r'— ziV) dr
z—iN T (’I“ - ZN)

e das relagoes (10.26) e (10.27) deduz-se

12
ot (s = i) = ST TS ST e =0
Como
‘(7" —iN)™*| = |r—iN| 7exp(targ(r —iN)) < N~ 7 exp <|t| g)
< N7%exp (7r2x) =0 (N7
¢ entao

z+N—iN 1
/w—iN d O<Na_1>

lim =0,
N—+o00 —iN

o que implica

e analogamente se verifica que
r+iN
lim f=0.
N—+4o00 Joy N+iN
Temos também
s+ N+iN N
/ f:i/ f(x+ N +ir)dr,
z+N—iN -N

e dado que = + N é semi-inteiro obtém-se a majoracao

sinh? r
cotm(xz+ N +r o T <.
| ( ) 1+ sinh?®r ~

Como anteriormente deduz-se ainda
)(x +N+ir)*| =0 (N"7)
pelo que
o+ N+iN 1
fl=0 (—>
/x-‘rN—iN No—1
e isto implica
o+ N+iN
lim f=0.

N—=+0o Joy N—iN
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Fazendo N — 400 na relagao (1) resulta assim

1 1 41N
—_— = = hm / f,
ns 21 N—+oco T—i

n>x —iN
e como é
z+iN T . z+iN .
cotmz —1 cotmz +1
x—iN x—1N z x z
com LN )
) x 1 ) 11 1 ,SU —8
C:z/ —,dzfz/ —dz =21 +o0(1),
rz—iN z® x z® 1-s
obtém-se

1 T

n>x
Pondo entao

cotmw(z—ir)—i cotm(x+ir)+i

ols2,r) = 2 (z —ir)® 2 (z +ir)*

esta identidade pode escrever-se na forma

1 :rlfs N

¢(s) — Z st = lim o(s,xz,r) dr se Re(s)> 1.

N ——+oc0o
1<n<z 0

Partindo agora da relacao

» 2i
cotmz =1+ m
e notando que e2™® = —1, temos
b (o —ir) i = g
c —ir)—f = ————
ot (z — 1 i P
e também 0
i
cotm(z+ir)+i=cotmw(x—ir)—i= porT
e
pelo que

1

o(s,x,r)= ) ((ac —ir) " —(z+ z'r)fs) .

Temos ainda

(2= ir) ™ = (@ ir) | < o ir] 77 I [ | oo,
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e pondo 0 = arg (z + ir) resulta

o ) < 2 cosh tf 2 cosh |t]| 6
s,x,r)| < = .
1 xo (627r7‘ + 1) o (6271'7’ + 1)
Por ser
ror
0 = arctan — < —
T~ x
deduz-se

cosh |t| 6 < cosh (m) = cosh (t_r)
x x

e obtém-se assim a majoragao

et'r/w + e—tr/x

< —.
o .27 < Sy

Como por hipdétese ¢ |t| /z < 27, conclui-se que o integral

+oo
I(s,z) = / o(s,z,r)dr
0

é absolutamente convergente e que

+oo tr/z —tr/z
|I(s,a:)|§i/ cerre Tar= ! ( !
0

xo eZTrT F

ou seja,

1 2\
< - — .
[(s,2)l < fi¥ind (1 47r2x2>

2 —t/x +

Atendendo & identidade (2) esta relagao estabelece a desigualdade pretendida
quando Re(s) > 1. Finalmente a relagdo (3) mostra que a fungdo s — I(s,z)
é analitica na faixa F referida no enunciado. Do principio do prolongamento

analitico 9.10 resulta entao que a identidade

o= S I (s

ns  1—s
1<n<zx

¢é vilida em F, o que completa a demonstragao.
[

Nota - Partindo da relagao

o )| < 2cosh |t 0
s,x,r)| < ———m7—7—

¥ xo (627r7‘ + 1)

obtém-se também

1 eltlr/z

xo (627r7' + 1) + xoe%rr

o (8,2, 1) <
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o que conduz a
In2 1

<
S e T )

e esta majoracao é preferivel & do teorema anterior quando

[1(s,z)

o _ 1 _
5 < g — 1= 0-442695....

Podem ainda obter-se majoragoes mais precisas de |I(s,z)| partindo do
desenvolvimento

—+o0

11 1 X!
e2rr 1] T oe2mr ] 4 e—2mr - Z e2nmr

n=1
Daqui resulta

too tr/x —tr/z
1 n—1 € +e
o (s z,m)l < — > (-1 BT

n=1

pelo que

+00 ( \mo1 2\ ~1
|I(s,x)|§ﬂ_i Z( 17)1 <1<2nt7rx> > ’

a
n=1

e como o moédulo do termo geral desta série é decrescente, para cada inteiro

m > 0 tem-se
2m+1 _ 2\ !
1 (71)n 1 t
I —|1- .
(s, 2)] < TTo Z n ( <2n7rx> >

n=1

Com base no teorema anterior vamos agora provar um resultado auxiliar.

Lema 2 - Tem-se
Re(((c+1iT)) >0 se 0>1/2 ¢ T =12.

Demonstragio. Sendo z = o + 4T e tomando = = 5/2, é 2wz > 12 pelo que
do teorema anterior resulta

) 1 :L.l—z
C(U+ZT):1+W_17,Z

) T\ 2 -1 1 1
R()| < — <1<?> ) TR ()
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Temos agora
cos (121n2)

1
Re(ler)lJrQ—U,

e verifica-se que cos (121n2) < 0. E entdo

1 |cos (121n 2))|
Re <1+ QGHT) 21- EE 065,

pelo que das desigualdades

|R(z)] < 0.5
¢ 1—2 1-o \/ﬁ
fiz :|:1C—z| < 12/ <0.15
resulta

Re (¢ (0 +4T)) > 0.

|
Podemos finalmente demonstrar o resultado que tinhamos anunciado.
Teorema 3 - Tem-se ((z) #0 se 0<Im(z) <12.

Demonstragao. Retomando a demonstracao do teorema 23.28 com T = 12,
temos

B Thhr 1 1 T 1 (2)
NT)=1- 5 +W1m<logl“ <4+22>) —I—WIm(/M C(z)dz
em que u é um caminho da forma (2,2 +47T,1/2 4 ¢T'). Usando agora a aproxi-
magao de Stirling (22.19) com z = 1/4 +iT'/2, o termo do erro r(T) verifica

)| < §ea () < Sae0d
8|z cos?(¥5%) ~ 8|z|cos? /4

pelo que

Temos também

com



e daqui vem

com

Como .
1 <=/1\" 2T
< E— e =
i< 8T2§(2T) 872 (2T — 1)’

uma estimativa grosseira da
pelo que

Temos assim

b o= ([ )
(

Pode agora ver-se que é Re (¢ (z)) > 0 quando z € [u]. Efectivamente isto
resulta do lema anterior se z € [1/2 4 iT,2 4 iT], e se z € [2,2 + iT'] temos

1-Re(C(2) < [C(2 f1I<Z—<Z e

Entao a funcdo In ¢ estd definida e é analitica num conjunto aberto que contém

[1], o que implica
/M% lnC( —i—zT) —In¢(2).

}argC( +iT)| 1
[S(12)| = — < >

E pois

e de (4) deduz-se
1
N(12) <025+ 5 < L.
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APENDICE 2 - A identidade de Von Mangoldt

A identidade de Von Mangoldt (23.70) deduz-se a partir de uma variante
do teorema 23.35 que é sugerida pela férmula de inversdo da transformada de
Fourier. Pondo ¢ (x) = 0 se z € [0,1], a relacdo (23.17) pode escrever-se na
forma

E(Sl - i(ffd - (z)e”GHDITgy e Re(z) > 1.
0

Sendo z = c+ it com ¢ > 1 e t € R, a mudanga de varidvel = e¢¥ conduz a

((e+it) 1 too ey —i
C((c+z't))c+z't plen) e ety

e aplicando informalmente a férmula de inversao de Fourier obtém-se
: 1 T (' (c+it) :
y —cy _ li S \=rv ity
Yolef)e 27TT—1>I-EOO/_T< C(c—l—it)(c—i—it))e dt,
em que
Y ) +¢(at
o (@) = LIV,

Como ¢ ainda

[t [ (48) 52

regressando & varidvel inicial = resulta

Yo () = lim L /:HT (— CI(Z)) x—zdz,

T—+00 274 Jo_i1 (z) ) =z

que é a variante do teorema 23.35 que tinhamos mencionado. Embora ela possa
ser rigorosamente justificada com base na teoria da transformagao de Fourier,
vamos aqui deduzi-la a partir do lema 23.33.

Lema 1 - Dados ¢,T > 1, para cada x > 1 tem-se

lim L/CHT (—g((z))) 7 g = YE) o)

T—+oo 271
Demonstracao. Partindo da relacao

~dz =
—iT z 2

/ +o0
_e) = Z% se Re(z) >1
n=1

456



e atendendo a que a série é uniformemente convergente em todo o semiplano da
forma Re(z) > a > 1 temos

1 c+iT C/(Z)
5 <_C(z >—dz—ZA I, (z,T) (1)

c—iT

1 C+iT z 1
L,(z, T -) -
(2,7) = 2mi /C_Z-T (n) zdz

Para cada inteiro positivo n e para cada z > 1 seja agora

com

1 se n<zx
dn(x)=4¢ 1/2se n==x
0 se n>=x

Temos entao

+oo +o00 +oo
ST AL, T) = 3" A0S, (2) + Y An) (I(2,T) = 6a(z))  (2)

e se T nao é inteiro, do lema 23.33 resulta

xz° 1

|In(1',T) - 5n(x)| S WTW

Neste caso temos pois

c""oO

Inn
ZA (In(x,T) = *WTZnCHn (z/n)|

e como
Inn 1

ne|ln(z/n)| ~ n°

segue-se que a série
—+o0

Z Inn
2 e ()
converge e conclui-se
—+o0
lim An) (In(x,T) — dp(z)) = 0.

T—+o0
n=1

Suponha-se agora que x é um inteiro m. Temos entdo, como no caso anterior,

TLHEoo ; An) (I,(m,T) — 6,(m)) =0
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pelo que

+oo
. . 1
TETOO 2 A(n) (In(z,T) — d,(x)) = A(m) TEIEOO (Im(m, T)— 5) .
Como
Im(m,T) = -— —dz = — " = —/ %dt
2mi Jo_ip 2 2 J_p e+t T Jo o+t
1 T
= —arctan —,
7r c
temos

lim I,,(m,T)= %

T—+oc0

e conclui-se ainda

+o00
lim Z An) (In(m,T) = §,(m)) = 0.

T—+oco
n

Das relagoes (1) e (2) resulta assim
1 c+iT / 2 +oo
lim — / ) L= ZA(n)(Sn(x),
T—+o00 211 c—iT C(Z) z oy
e se T nao ¢ inteiro ou se é um inteiro para o qual A(z) = 0, temos

S B o v +Y(eh)
;Am)én(ox) =Y A =d(a) = ——5——

n<x

Finalmente, se x ¢ um inteiro m da forma p¥com p primo e k € ZT, temos

+oo
S AW = 3 Am) 2L =y () + L
n=1

]
Usaremos ainda o seguinte lema:

Lema 2 - Sejam m > 1 um inteiro impar e Ty, € [m, m + 1]|. Existem entdo
constantes A e B tais que
¢ (o +it)
C(o +1it)

'<Alnm se o €[-m,—1/2] e |t| = Th,.
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¢ (o +it)
C(o +1it)

Demonstrag¢do. Tomando a derivada logaritmica da equagdo funcional (23.12)
obtém-se

'<Blnm se o=—me [t| <Tp.

¢ () o — IM(1-2) ¢ (-2 [ mcosmz/2
¢(2) (-2 C(1—2) 2sinmwz/2°

Suponha-se z = o + it com o € [—=m, —1/2] e |[t| = T},,. Das relagdes (10.26)
e (10.27) resulta entao

cosmz/2 '2 B cos? o /2 + sinh? 7T /2 < 1 + sinh? 7T /2 <14 1
 sin? 70 /2 4 sinh® 7Ty, /2 ~  sinh®7T,,,/2 sinh? 37 /2

sinmz/2

e como o < —1/2 implica 1 — ¢ > 3/2, temos também

-2 X An) _JAm) [ (3/2)
o | = 2w =2 wr = e ‘

n=1 n=1
Atendendo as relagoes (22.29) e (22.30) temos por outro lado

1 V2

I"(1-2) n
2|11 =2 41— 2>

I'(1-2)

<|ln(1-2)|]+

e como |t| =Ty, é |1 — z| > T;,, > m pelo que

' (1-2)

1 V2
T 2) <n(l1-2)+—+

2m  4Am?2’

Dado que 1 — 0 <m + 1, é ainda |1 — 2| < v/2(m + 1) e resulta
|1n(1—z)|§1n\/§(m+1)+g.

Vemos assim que existe uma constante c¢ tal que

¢ (o +it)
C(o + it)

'glnerc se o€ [-m,—1/2] e |t| = Tp,,

e obtém-se a primeira parte do enunciado tomando

c
A=1+4 —.
+ In3

Suponha-se agora que 0 = —m e |t| < T,,. Como m é fmpar temos

o Lo MO
cos?— =0 e sin®— =1
2 2
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e das relagoes (10.26) e (10.27) resulta

cosmz/2 | B sinh? 7 |t /2
sinmz/2 1+ sinh? 7 |t] /2

Atendendo a (23.17) temos também

¢(1-2)
-2 |

¢ (4)
¢(4)

)

¢'(m+1)
Cm+ 1) ‘ :

e dado que
m+1<|1—z <V2(m+1),

como anteriormente obtemos uma relacao da forma

¢’ (o +it)
C(o + it)

'glnerc se o=—-m e |t|<T,

que conduz & segunda parte do enunciado.
[

Estamos agora em condigoes de estabelecer a relagao (23.70).

Teorema (Von Mangoldt, 1895) - Se z > 1 ¢ (p,) ¢ wma sucessao
admissivel dos zeros nao triviais da funcao zeta de Riemann, tem-se

+oo

Y(z7) +9 (@) zhn 1 1
f:x—z —ln27r—§1n(1—x—>.

n=1

Demonstracdo. Seja m > 9 > e? um inteiro impar. Como na demonstracio
do teorema 23.36 verifica-se que existe T,, € |m,m + 1] tal que, para todo o
zero ndo trivial da fungao ¢ com parte imagindria v, se tem

|Tm _’7| >

5lnm’

Dados ¢ > 1 e z > 1, consideremos entao um caminho rectangular A, da
forma
(C — Ty, ¢+ Ly, —m + 0Ly, —m — Ly, ¢ — iTm) y

e seja [ a fungdo definida por
J(z) 2*
¢(2) =

No ponto z = 0 esta fungdo tem um polo simples com residuo —¢’(0)/¢(0),
e os restantes polos de f no interior do caminho ), sdo os polos de —¢'/¢
nessa regiao. Como se verificou na demonstracao do teorema 23.36, a soma dos

£e) =~
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residuos de f nos polos que correspondem ao polo de { em z = 1 e aos zeros
nao triviais de ¢ é
¢'(0) P
r— < — —.
>
[V |<Tom
Em cada inteiro —2n tal que 2n < m a fungao zeta tem um zero simples
que origina um polo simples de ¢'/¢ com residuo 1 (cf. exemplo 14.22), e

portanto um polo simples de f com residuo #=2"/ (2n). Atendendo ao teorema
dos residuos temos entao

! _, O _
2mi /A e P Vi T ®)

| <Tom 2n<m

Consideremos agora o integral

—m—+iTy,
Low,
c+iTm,

Aplicando as relagoes (23.67) e (23.68) com T), no lugar de Ty verifica-se que
existe uma constante K tal que

/1/2+Z‘Tm il < Kx¢ In? T
JF

ct+iT, Tm

Por outro lado, da primeira parte do lema anterior resulta
—m~+iT,, -1/2 o —-1/2 —1/2
x Alnm Alnmz
/ <Alnm/ do < / 2%do < .
1/24i T - Ty, 0o

- m Inx
Conclui-se assim

—m—+iTy,
lim f=0
m—=+00 JotiT,,
e analogamente,
—c—iTm
lim f=0.

= .
m——+oo —m—iTh,

Atendendo agora a segunda parte do lema anterior temos

—m—iTm Tm pm 9BT. 1 1
/ f<Blnm/ dt < m B ot
—m—+iT,, |7m + Zt| mx™ xm
pelo que é também
—m—iTy,
lim f=0.

m—-+o00 —m4iTy,

Da identidade (3) e do lema 1 deduz-se entao

V) +vet) _ O, o
f v m + 77L1—1>I-1i’-100 - Z

a Pn 2nx2”

1| <Tm 2n<m
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ou seja,
YE)+gEh) 0 Kae X1
S TP P D rrry

pelo que o enunciado resulta da relacdo (23.13) e de ser

= 1 1

+oo n
1 /1 1 1
=Y 2 (=) =—=m(1-=).
;Qm@” Q;n (:cQ) 2 n( x2)
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LISTA DE SIMBOLOS

z Conjugado de z - 1

Im(z) Parte imagindria de z - 1

Re(z) Parte real de z - 1

|z] Modulo de z - 1

Z Conjunto dos nimeros inteiros

Z+ Conjunto dos niimeros inteiros positivos

Z~ Conjunto dos nimeros inteiros negativos

Z§ Conjunto dos niimeros inteiros ndo negativos

Zy Conjunto dos nimeros inteiros ndo positivos

R Conjunto dos nimeros reais

R* Conjunto dos niimeros reais positivos

R~ Conjunto dos nimeros reais negativos

R{ Conjunto dos nimeros reais ndo negativos

R, Conjunto dos nimeros reais nao positivos
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C Conjunto dos nimeros complexos

Coo-14

o Desprezavel relativamente a - 4, 17

O Dominado por - 4, 17

~ Assimptoticamente igual - 4, 17

~v Constante de Euler - 4

B(a,r) Circulo aberto de centro a e raio r - 8

B(a,r) Circulo fechado de centro a e raio r - 8

B (00, 7) Vizinhanga de oo - 14

C(a,r) Circunferéncia de centro a e raio r - 12

E° Interior do conjunto F - 8

FE Adereéncia do conjunto E - 8

OF Fronteira do conjunto E - 12

E’ Conjunto dos pontos de acumulacao do conjunto F - 12

f[F] Imagem do conjunto E pela funcao f

f71[E] Imagem inversa do conjunto E pela funcio f
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d(a, F) Distancia do ponto a ao conjunto E - 22
d(D, E) Distancia entre os conjuntos D e E - 23
[z, w] Segmento de extremos z e w - 26

arg z Argumento principal de z - 91

In z Logaritmo principal de z - 91

z" valor pricipal da poténcia de base z e expoente w - 98
n!l - 106

[v] Contradominio do caminho ~ - 113

~~ Caminho oposto a v - 114

~+ o Juncdo dos caminhos v e o - 114, 116

f7 f Integral de f ao longo do caminho ~ - 115
sgn(z) Sinal de x

-1

L(~) Comprimento do caminho ~ - 118

Ind.,(z) Indice do ponto z relativamente a y - 122
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Res(f;a) Residuo de f no ponto a - 184

B,, Numero de Bernoulli de ordem n - 199

B,,(z) Polinémio de Bernoulli de ordem n - 204

T,, Numero da tangente de ordem n - 201

FE,, Numero de Euler de ordem n - 202

0, - 277

Ord(f) Ordem da fungdo inteira f - 300

|p| Parte inteira de p

I' Funcgao gama - 332

¥ Fungédo digama / Funcdo de Chebyshev - 348 / 398

log " Logaritmo da funcdo I' - 359

¢ Funcgao zeta de Riemann - 384

A Funcao de Von Mangoldt - 397

(pn) Sucessdo dos nimeros primos

7(x) Nimero de nimeros primos em [1, z]

i Fungao logaritmo integral - 411
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¢ Funcao csi - 412

(p,,) Sucessdo admissivel dos zeros nao triviais da fungéo ¢ - 415

B,, Parte real do zero p,, da fungdo ¢ - 419

v, Parte imagindria do zero p,, da funcao ¢ - 419

I(x) - 442

¢ (z") Limite lateral direito de 1) no ponto x

¥ (z~) Limite lateral esquerdo de 1 no ponto x
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INDICE REMISSIVO

Aderéncia de um conjunto, 8
Aproximagao de Stirling, 363
Aproximacao de Stirling generalizada, 372
Argumento de um nimero complexo, 91
Argumento principal, 91

Cadeia, 156

Cadeia equilibrada, 161

Cadeia equivalente, 161

Cadeia oposta, 157

Caminho, 113

Caminhos (jungao de), 114, 116
Caminho associado a um triangulo, 129
Caminho circular, 124

Caminho equivalente, 116

Caminho fechado, 113

Caminho fechado elementar, 124
Caminho linear, 114

Caminho oposto, 114

Caminho poligonal, 114

Caminho pontual, 113

Caminho rectangular, 125

Caminho regular, 115

Caminho triangular, 129

Ciclo, 156

Circulo aberto, 8

Circulo de convergéncia, 60

Circulo fechado, 8

Cobertura de um conjunto, 21
Coeficientes de uma série de poténcias, 58
Componente conexa, 30

Comprimento de um caminho, 118
Condicao de Cauchy, 3

Condigoes de Cauchy-Riemann, 47
Conjugado de um complexo, 1
Conjunto aberto, 8

Conjunto compacto, 19

Conjunto conexo, 26

Conjunto convexo, 28

Conjunto convexo gerado por um conjunto, 28
Conjunto denso noutro conjunto, 8
Conjunto desconexo, 26

Conjunto discreto, 13

Conjunto em estrela, 29
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Conjunto fechado, 8

Conjunto limitado, 2

Conjuntos separados, 31

Conjunto simplesmente conexo, 38

Constante de Euler, 4

Constante de Landau, 321

Continuidade de uma funcao, 15

Continuidade uniforme, 20

Convergéncia uniforme, 48

Convergéncia uniforme de um produto infinito, 243
Convergéncia uniforme de uma série, 52

Critério de Dirichlet, 6

Critério de Weierstrass, 53

Derivagao termo a termo, 64

Derivada, 39

Derivada logaritmica, 41

Desenvolvimento assimptético, 376
Desigualdades de Cauchy, 148

Desigualdade de Jensen, 282

Distéancia de um ponto a um conjunto, 22
Disténcia entre dois conjuntos, 23

Envélucro convexo, 28

Equacao funcional da fungao digama, 349
Equagao funcional da fungdo gama, 332
Equagao funcional da fun¢éo zeta de Riemann, 394
Enumeracao de um conjunto, 13

Estrutura de zeros, 242

Expoente de convergéncia, 306

Faixa critica, 397

Familia equicontinua de fungoes, 289

Famillia localmente equicontinua de fungoes, 289
Fecho de um conjunto, 8

Foérmula do binémio, 99

Foérmula de Cauchy-Hadamard, 60

Férmula dos complementos da fungdo digama, 348
Férmula dos complementos da fungdo gama, 334
Férmula da duplicagdo da fungao gama, 337
Formula de Gauss da funcao digama, 355
Formula de Gauss da funcao gama, 335
Férmula integral de Cauchy, 145

Férmula integral de Cauchy generalizada, 158
Férmula de Legendre da fungdo gama, 336
Férmulas de Raabe, 362

Foérmula de Riemann-Siegel, 427

Foérmula da soma por partes, 7

Férmula de Taylor para polinémios, 66
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Fraccao racional simples, 177

Fronteira de um conjunto, 11

Funcao analitica, 78

Funcao analitica num conjunto, 78

Funcao analitica num ponto, 78

Funcao arcoseno, 105

Funcao arcotangente, 108

Fungéo assimptoticamente igual a outra fungao, 17
Funcao de Chebyshev, 399

Funcoes circulares complexas, 88

Funcao csi, 412

Funcao desprezavel relativamente a outra funcao, 17
Funcao diferencidvel, 39

Funcao digama, 348

Fungdo dominada por outra fungao, 17
Funcao exponencial complexa, 87

Funcao gama, 332

Fungoes hiperbdlicas complexas, 90, 201
Funcao holomorfa, 40

Funcao fmpar, 43

Funcao infinitamente diferencidvel, 39
Funcao inteira, 149

Funcao limitada, 3

Funcao localmente primitivavel, 79

Funcao logaritmo integral, 411

Funcao meromorfa, 175

Funcao par, 43

Funcgao com paridade definida, 43

Funcao primitivével, 44

Funcao racional prépria, 176

Funcao de Von Mangoldt, 397

Funcao zeta de Riemann, 384

Grau de multiplicidade de um zero, 81
Hipétese de Lindelof, 414

Hipétese de Riemann, 413

Homeomorfismo, 297

Homotopia de caminhos com extremidades fixas, 169
Homotopia de caminhos fechados, 165
Identidade de Abel, 398

Identidade binomial, 99

Identidades de Euler, 88

Identidade de Von Mangoldt, 440, 460
Indice de um ponto relativamente a um caminho, 122
Integral de De Moivre, 341

Integral de uma fungao complexa, 111
Integral de Legendre da fungdo digama, 351
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Integral ao longo de um caminho, 115
Interior de um caminho, 122

Interior de um conjunto, 8

Intervalo de parametrizacao de um caminho, 113
Lacuna de um conjunto aberto, 38
Lema de Goursat, 132

Lema de Hadamard, 276

Lema de Heine-Borel, 21

Lema de Jordan, 220

Lema de Schwarz, 274

Limite de uma funcao, 15

Limite de uma sucessao, 2

Linha poligonal, 33

Logaritmo da fun¢@o gama, 359
Logaritmo de um ntimero complexo, 91
Logaritmo principal, 91

Moédulo de um ntimero complexo, 1
Numeros de Bernoulli, 199

Ntimeros de Euler, 202

Nimero semi-inteiro, 433

Ntmeros da tangente, 201

Ordem de uma funcao, 300

Ordem de um polo, 170

Ordem de um zero, 81

Orientagdo de um caminho fechado elementar, 124
Parte imagindria de um nimero complexo, 1
Parte principal de uma funcao, 175, 182
Parte real de um ndmero complexo, 1
Parte singular de uma funcgao, 175, 182
Polinémios de Bernoulli, 204

Polo, 172

Polo simples, 172

Ponto de acumulacgao, 12

Ponto aderente, 8

Ponto exterior a um caminho, 122
Ponto final de um caminho, 113

Ponto no infinito, 14

Ponto inicial de um caminho, 113
Ponto interior a um caminho, 122
Ponto interior a um conjunto, 8

Ponto isolado, 12

Ponto regular, 186

Ponto singular, 186

Poténcia de base e expoente complexos, 98
Primitiva, 44

Primitiva local, 79
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Principio do argumento, 210

Principio das identidades, 67

Principio do médulo méximo, 257

Principio do médulo minimo, 259

Principio do prolongamento analitico, 79
Principio do prolongamento analitico para fungoes meromorfas, 175
Principio da reflexao de Schwarz, 151
Produto canénico, 307

Produto de Gauss da fungdo gama, 368
Produto infinito, 243

Produtos parciais, 243

Raio de convergéncia, 60

Ramo do argumento num conjunto, 95
Ramo do argumento de uma fungao, 95
Ramo do logaritmo num conjunto, 94

Ramo do logaritmo de uma fungao, 95
Ramo da raiz quadrada, 295

Recta critica, 397

Residuo, 184

Segmento, 26

Série absolutamente convergente, 6

Série convergente, 5

Série das derivadas, 63

Série de fracgoes parciais, 193

Série de fracgoes racionais simples, 193

Série de Laurent, 184

Série de Maclaurin, 66

Série de poténcias, 58

Série simplesmente convergente, 6

Série de Taylor, 66

Singularidade essencial, 177

Singularidade isolada, 171

Singularidade isolada em oo, 178
Singularidade removivel, 171

Subsucessao, 2

Sucessao absolutamente convergente, 6
Sucessao admissivel de zeros, 243

Sucessao assimptoticamente igual a outra sucessao, 4
Sucessao convergente, 2

Sucessao desprezavel relativamente a outra sucessao, 4
Sucessao dominada por outra sucessao, 4
Sucessao de fungoes localmente limitada, 286
Sucessao de fungoes uniformemente limitada, 286
Sucessao limitada, 3

Sucessao de variagao limitada, 6

Teorema de Abel, 71
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Teorema da aplicagao aberta, 260
Teorema da aplicagao de Riemann, 296
Teorema de Arzela-Ascoli, 289

Teorema de Backlund, 414

Teorema de Binet, 377
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