UBER DIE FASTGRUPPENTHEORIE

WON
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EINFOHRUNG

Der § 1 enthilt eine Definition einer Fastgruppe, die
in vielen Anwendungen natzlich ist. In der Nummer 1
desselben §, in bezug auf die Bruckschen Fastgruppen,
wird solche Definition zutriglich benutzt. Auch in § 1
wird die Existenz von nicht assoziativen (entweder kom-
mutativ oder nicht kommutativ) Fastgruppen, jeder
endlichen Ordnung, in einfacher Weise bewiesen.

Der § 2 gibt, in einer sehr direkten Art, eine Norma-
litatstheorie von Kiokemeister wieder. Die Kommutativitat
der von diesem Verfasser eingefuhrien normalen Kon-
gruenzen ist baldige Folgerung der gemachten Uberle-
gungen. Es werden auch einen in sehr eigenttmlichen
Bedingungen Satz von Zassennaus sowie einen konse-
quenten Satz von Jorpan-HoLper bewiesen. Der letzte
zeigte auch Kiokemmster, unter Benutzung einer Behaup-
tung von Ore.

Der § 3 wird dem Studium von einseitigen Normal-
teilern gewidmet. Es handelt sich eines Begriffes zwischen
der Definition von Aveerr, [1] ), und der von KI10KEMEISTER,

( Die Angaben in rechteckigen Parenthesen bezichen sich anf
das am Ende dieser Arbeit zitiecte Literaturverzeichnis.
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[5]. Das Hauptinteresse solches Begriffes liegt besonders
darin, dass man, in diesem neuen Fall, die assoziativen
Methoden von Auneerr, von disem Verfasser fir Fast-
gruppen mit Einselement (/eops) angewandt, auch hier
benutzt werden dilrfen. Es gibt keine tiefe Verinderungen.
Die theorie von Jorban-Hovper-Scureier-Zassennaus wird
vollstiindig dargelegt.

Der § 4 liuft wie der vorangehende. Es handelt sich
um zweiseitige Normalteiler.

In § 5 gibt man eine Definition einer einfachen Fast-
gruppe, etwas allgemeinere als bei der Arvperrschen.
Es wird auch dort bewiesen, dass das Zentrum einer
Fastgruppe dann und nur dann nicht leer ist, wenn sie
Identitit hat.

Die Erweiterungstheorie l4uft in § 6 etwas anders als
bei Avpert, [8]. Gewisse Bemerkungen haben Satz 3 her-
vorbracht. Satz 6 desselben Paragraphen ist interessanter,
da er erlaubt solche Lagen zu finden, die sich zwischen
dem allgemeinen definierten Ausdehnungsfall und dem
des direkten Produkts stellen. Ein Beispiel davon wird im
Satze 9 des fraglichen § angegeben.

§ 1 — DEFINITION UND EXISTENZ VOMN FASTGRUPPEN

1) Definition—Eine Menge Q=|a,b,¢,---;2,9,:::|
heisst eine Fasteruppe, wenn die folgenden Axiome
gelten: 1) Jedem Element @& entsprechen zwei Trans-
formationen 7% und TV, die eineinseitig die Menge auf
sich abbilden; 2) es gilt die Gleichheit # 7% = 2 TY Der
gemeinsame Wert beider Glieder dieser Gleichheit heisst
Produkt von x mit a. Man schreibt x T a7V —x. a— 20
Die Aquivalenz dieser definition zu den @blichen ([1], [2])
ersieht man ganz gleich.
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Die Transformationen T4 und T haben folgende
Einzelheit, die natzlich ist zu hemerken: wenn man
2TV -z T, fur ein einziges x E: amE.m ist a=4. In der

Tat, n:m Annahme ergibt ¢ 7% =4 T¥; dann ist a. =g, da
,‘_1: verschiedene Elemente auf verschiedenen mHmEmﬁzw:
abbildet.

Eine assoziative Fastgruppe ist eine Gruppe.

Q heisst eine Brucksche Fastgruppe, wenn eine dritte
Bedingung erfult wird: 8) es gibt zwei Transformationen
L und R, von Q, fir welche folgende Gleichheiten gelten:
T T — 71— Identititstransformation, 79 7%,—7. Eine
direkte Definition wirde man durch folgende beide Eigen-
schaften geben kdénnen: 1') jedem aeQ entsprechen zwel
Abbildungen T9% und TY von Q in sich, die die Bedin-
gung x 79 -a TP erfullen; 2') es existieren die Trans-
formationen L und A wie in 3).

Man ersieht leicht, dass 7Y eine .Hﬂwummoﬂﬂmﬂ.ub
ist: damit man x 7% —yeQ habe, es gentigt x=y TV z
setzen; andererseits jedes 74— m_l: {man nimmt _nh.l__m..,_
bildet verschiedene Elemente auf verschiedenen Elemen-
ten ab. Ahnlich ist 7% eine eineinseitige Abbildung
von (J auf sich. Und, wie al und af/’ beliebige Elemente
von Q sind, es folgt, dass 7Y und 7% Transformationen
von Q bedeuten. .

Swrz 1: Fir belicbiges aeQ, die Transformationen
L und R geniigen folgenden Gleichheiten: L=TV R TY,
o H;F._ L.rol

Aus
aTO T =a, oder (cL)T",

T
folgt dann

cL=aTp —aTORTD-cTORTY,

_..u.___._.
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was die erste angegebene Gleichheit ergibt. In bezug
auf ', macht man eine shnliche Uberlegung. Wir werden
auch folgenden Satz beweisen :

Satz 2t [n ¢iner Bruckschen Fastgruppe, jeder involu-
torische Automorphismus ist mit R wund L vertauschbar,
In allgemeinen, falls S ein Automorphismus einer Fast-
gruppe Q ist, hat man (ab)S=aS.5S, oder

T S=5T0, TUs.57TY.

Nun nehmen wir S als involutorisch (d-h.5*=1) an.
Man leitet

STIS=TE, STV5-7%5

ab. Irgendeine dieser Gleichheiten charakterisiert S als
involutorisch, falls S Automorphismus ist.

Wenn Q eine Brucksche Fastgruppe ist, dann gilt

TESTHE=STP TH=5, THSTH-STVTH 3,

Danach, setzen wir R=RS,1L'=LS, was z-B.

STRSTihs=1
herbringt. Hieraus entnimmt man
Ties=STrS, xTihs=(xS)THesS,

oder noch
(aR'S) TP=(aSR) T S.

Indem wir x festsetzen, da « beliebig ist, gewinnen
wir RSTY-SRT®LS. So gilt, fir jedes x,

R=SRTUSTHS, RTUSTH-SRIS=SR.
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Wir haben schon gesehen, dass THS T8 . S ist. Dann
haben wir RS5=SR, wie erwtinscht. In #hnlicher Weise
wirde man die Gleichheit . 5=5/ beweisen.

2) Der Begriff der Isotopie—Der Begriff der Isotopie
fir multiplikative Systeme (auch Gruppoide gennant)
findet man bei Bruck, [3], (hierbei verg. auch [9]). In
diesem Augenblick beschrinken wir auf die Definition
der Isotopie fur Fastgruppen. Denken wir uns einen
Triger €=|a,b,e,---,2,y,.--| und auf € eine definierte
Fastgruppe Q; neben  kann man eine zweite Fast-
gruppe Q definieren, indem man drei eineinseitige Trans-
formationen P, Q,C von € auf sich beliebig wahlt und
dann

TP=PTOC, TH=0THC
setzt. Tatskchlich gelten die Gleichheiten
2 TS = (2P) T C=(a0) TRC=a T,

Die Fastgruppe Q heisst ein fsofop von Q.

8) Uber die Existenz von nichtassoziativen endlichen
Fastgruppen jeder Ordnung—Auf Grund des Begriffs der
Isotopie, lisst sich die Existenz von nichtassoziativen
endlichen Fastgruppen jeder Ordnung leicht gewinnen.
Naturlich werden die Ordnungen 1 und 2 ausgeschlos-
sen.

Wir nehmen eine zyklische Gruppe der Ordnung #<3:

G=|a"=1,a=2,a'=3,.. ,a"l=n],
_ . _ u *
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Wenn man p=af,g=a’, pog=(pF - gO)C setzt, dann
wird eine Fastgruppe Q) definiert, mit dem Triger &.
Fir jedes #=3&, machen wir

1P=1, 2P=3, 3P=2; 10=1, 20=2, 30=3.

s

Es folgt:
192=(1-2C=2L5 Sel=(8 - DC=3C=3C.

Die Fastgruppe (Jp ist nicht kommutativ. Im Fall #<3,
ist Qu nichtassoziativ, sonst wire Qu eine Gruppe und
damit kommutativ. Wenn nun #>8 angenommen wird,
machen wir C=/=Identititstransformation. Es gilt

(202)0l1=(3.2)P-10=4P.1=4P,
20{201)=2P. 2P . 10)0=58-(3.-1)0=5-80=q".

Die Annahme n=4 darf 4 P=a' nicht ergeben, da
al=1,4 P=1F=1 ist. Qy ist nichtassoziativ. Far den
Fall # >4, es genilgt die neue Bedingung +P=4-Fa'=5
hinzufiigen. Man kommt zu

Satz 31 [Es gibt nichtassosiative und nichtRommutative
Fasteruppen jeder endlichen Ovrdnung, ausser 1 und 2.

Kehren wir zu der zyklischen Gruppe & zurick. Wir
nehmen P Q= F und somit pog=(p} . g} )C=gop. Die
Fastgruppe (Qu ist immer kommutativ. Die Annahme
1V=1,2V=8,3V=2 zeigt, falls C=[ ist, die Gultigkeit
folgender Gleichheiten:

(202)0o1=(3-8) V.1V =(3.3)F,
20(201)=2V .2V -1V )V=8.8V=3.2.

Fiir #=3, hat man (3-8} =2V =3, sowie m.mhﬁ.mnn
=4 gewinnt man (3-3)/=1F=15-8.2=4. Endlich,
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wenn n >4 ist, dann gilt
(8-3)F=a'V, 3.2=4,

wodurch es geniigt die neve Bedingung @'l =£4* einzu-
fihren, um erreichen, dass Qu nichtassoziativ ist. Also -

Satz 41 Es gibt nichtassosiative und bommutative Fast-
gruppe jeder endlichen Ovdnung, ausser 1 und 2.

Bei [2] wird eine grosse Anzahl von Existenzprobleme
fur Fastgruppen behandelt. Die fraglichen Fastgruppen,
die gewisse Eigenschaften haben werden, kisnnen sowohl
endlich als unendlich sein. Im Fall der unendlichen Ord-
nung, Bruck, (2] S. 26-33), geht von einem nichtassozia-
tiven Ring, wie in Seiten 29-30 verwirklicht wird, aus, und
lehrt die Bildung, auf dem Triger des Ringes, einer mit
Einselement nichtassoziativen Fastgruppe, die auch nicht-
kommutativ ist. Die fragliche Fastgruppe hat unendliche
Elemente soviel wie die des Ringes von welchen man aus-
geht; und zwar ist der Ring eine endliche nichtassoziative
Algebra tber einem Kérper mit unendlichen Elementen.

§ 2—KOMGRUENZKLASSEN IN FASTGRUPPEN

1) Uber die Homomorphismen von Fastgruppen—
Denken wir uns einen Homomorphismus Q ~ Q' von zwei
Fastgruppen. Wenn er die Abbildung a-a',x-%, usw.
bestimmt, gewinnen wir eine Einteilung von Q in fremde
Klassen 2,%,¢,---, wenn wir die Elemente mit dem-
selben Bild in eine Klasse vereinigen. Wir haben z. 5.

wﬂ.&»ﬁmu..._ﬂu..;%uﬁu:.A h“_u_
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als Quotientraum. Dieser Eaum (1) ist eine Fastgruppe.
Falls aeX, 6623, das Produkt A .B=AD stellt die
Elemente der Form «f dar. Erstens erkennen wir, dass
A% sich genau der Elemente deren Bild (ad)=4'é’ ist
zusammensetzt. Wenn x—x'=a'4’ ist, dann die Gleichung
x=at,(feQ), ergibt ¥=a'¥=a'¥, dh. r=V,1eB. Es
ist in der Tat xeaPBS2AB. Der Beweis zeigt sogar,
dass man, fiir jedes ae X, AB—aB hat. Zweitens betra-
chten wir die Gleichung AX=2. Die Gleichung ax=§
hat die Losung 26 Q. Dann wird AX=2 erfullt, wenn
wir die Klasse ¥ nehmen wo # liegt. Irgendeine Klasse 21,
fir welche man auch A= hat, ergibt, fur jedes y e,
aye®B, wodurch a@y'=4§'. Da auch #'¥'=4" ist, hat man
au_,hn,a,_.v,_ =%, Hieraus entnimmt man, dass & und yin
derselben Klasse liegen, was X=9) erfordet. In #hnlicher
Weise wirde man die Eindeutigkeit der Lésung won
¥A=7 beweisen.

Als Anwendung der Tatsache, dass die Gleichheit
AB—aD besteht, kiinnen wir entnehmen, dass es nicht
zwel verschiedenen Quotientenrfuome (1) existieren, die
beide Fastgruppen sind und eine gemeinsame Klasse
haben. Wenn |2A,%5,,&,.--,%,---| der zweite Raum
ist, betrachten wir eine Klasse @, und nehmen 95, A4={,
an. Falls & &%, dann ist 6 A=, Da man aber z B,
£,eB hat, hat man auch BA -5 A=CT, als eine Klasse
des ersten Raumes. lrgendeine Klasse eines Raumes
gehdrt zum anderen. Beide Riume sind identisch.

Wir gehen aus von dem Raum (1). Wenn eine Klasse I
der Gleichheit [J-J0~1 geniigt, gilt auch =01, (pe]l).
Die Elemente von )7 setzen ein Unterfastgruppe von Q
zusammen, wie man genau ersieht der Tatsache, dass
es, fir beliehiges pel)l, die Gleichheiten pP=01=07p
gelten.

Es besteht folgenden Wortlaut, der die vorangehenden
Uberlegungen zusammenfasst:
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Sarz 1: Wenn Q-~Q' ein Homomorphismus von swei
Fastgruppen ist, dann ist der Quotienitranm (1) eine Fast-
gruppe. Das Produkt 0B von swei Klassen darf man unter
den Fovmen AB—=aB-"Ub schreiben, wobei ae,beDB
beliebig sind. Zwei Zerlegungen einer Fasigruppe in fremde
Klassen, die Fastgruppen bilden, sind identisch, falls es eine
gemeinsame Klasse gibt. Und wenn es in (1) eine Klasse
existiert fiir welche man 0 -P=Y (oder pP=0=0p, fiir
jedes pel) hat, dann ist U eine Unterfasteruppe von 1.
Dieser Satz kann man mit dem folgenden vervollstin-
digen:

Sarz 20 Wenn swei Zerlegungen einer Fastgruppe in
Sfremde Klassen Fasioruppen bilden und die evste eine
Klasse A besitst, die eine Klasse A, der sweiten enthill,
dann die Klassen dev ersten Zerlegung setzen sich genan von
Klassen der zweiten zusammen. Um diese Behauptung zu
erkennen, es geniigt zu bemerken, dass es fir die Klassen
| M, 28,y A, - | der zweiten Zerlegung die Inklusionen
xXSxA, yH Sy X, usw. gelten, wie aus X, =X folgt.
Aber xX,y A, usw. sind Klassen der ersten Zerlegung.

Wir betrachten wieder zwei Zerlegungen von
_Mﬁuﬁxp.“ﬁw_...“u w_&uan.amu...“u mm”_

die Fastgruppen zu Q homomorph bilden. Das Bild von
aeQ ist die Klasse, die @ enthilt. Die-Anzahl der Klassen
einer Zerlegung ist beliebig. Jedes Produkt 2;%5; setzt
sich genau von Klassen ; und auch von Klassen %
zusamnien, wie wir zeigen wollen. Erstens bemerken wir,
dass wenn ;e X, dann auch #,¢%,, wodurch, wie bereits
gesehen, @;%;=%,%;=%,. Danach, wenn a die Klasse
A, lauft, das Produkt 24;%; setzt sich genau der entspre-
chenden Klassen %,. Eine #hnliche Uberlegung, auf die
Produkte X 4; (6;¢,) angewandt, zeigt, dass X, %5, eine
genaue Menge von Klassen 2, ist.
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Nun denken wir uns zwei Produkte A B; und N B,
Wenn es ein Element ¢ e Q gibt, das zu beiden Produkten
gehort, wollen wir zeigen, dass beide Produkte gleich
sind. Wir setzen e¢=a,d;=a.b;, wobei die Buchstaben
gleich anzeigen die Klassen zu denen die entsprechenden
Elemente gehoren. Falls é; die Klasse 95, durchl4uft, dann
durchliuft «;6; eine Klasse 95;; diese letzte Klasse enthilt
ap by, mit are B, , be By, was B, B;=a; B,=, mitbringt.
So, fur jedes b;e25;, konnen wir bed5; finden, so dass
a;bj=ayb;. Nun setzen wir 4; fest und machen a die
Klasse 2, durchlaufen. Fir jedes @;e2i;, konnen wir
aze 2, finden, so dass a;b;—arb;. Man entnimmt, dass
alle Elemente von X,;%5; zu 25, gehdren; die umgekehrte,
Inklusion ist auch giiltig und die Behauptung wird somit
bewiesen.

Wenn eine feste Klasse 2 mit allen Klassen %; mul-
tipliziert wird, gewinnt man bereits alle Produkte 2(;25;.
Deshalb gibt es eine Zerlegung von Q in fremde Klassen
der Form

| A, AB:, AB,, - |, (3)

aus (2) hergeleitet. In diesem Fall, kénnen wir behaupten,
dass dann und nur dann A5, =A%, ist falls es ein &,
und ein &, gibt, die zu derselben Klasse A; gehoren. Statt
(8), darf man auch

12AB, A B, 05, | (39

schreiben, um dieselben Klassen darzustellen.

~ Nun betrachten wir gleichfalls die Produkte 25;.
Ahnliche Uberlegungen, wie diejenigen die uns gezeigt
haben, dass 2A;%; und 2:%; gleich sind, falls es ein
gemeinsames Element gibt, kiinnen auch die Gleichheit
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von A;¥B; und B, A, unter derselben Bedingung ergeben.
S0 hat man

T g TR B s, P, SR T

im allgemeinen aber ist AB+BA.

Es erhebt sich die Frage, ob die Klassen (8) Fastgruppe
bilden. Ein Produkt (A%)(A%,) setzt sich genau von
Klassen X;%5,;. In genauerer Weise, wollen wir zeigen,
dass es, [tir gegebenes ¢, ein £ gibt, fir welches

(A BHAB) = AV, (4)
Fur bestimmtes £, haben wir
(ab)(ab)eA By, (a,ae; beDB; b;eDB).

Wennn « die Klasse 2 durchlduft, nehmen wir aeX;

dann ist (ab)(ab)eAB;, da ab und ab zu derselben
Klasse 24; gehdren und deshalb gehdren zu derselben

Klasse 20; %5, =%, die Elemente (a6)(aé;) und (ab)(ab;).
Danach, setzen wir a e X fest und betrachten das Element

THHE (2b4;) sowie die Elemente die man gewinnt, wenn &
die Klasse 95 durchliuft. Solche Elemente gehéiren zu

derselben Klasse 95,24, —=2A%,, da ad und mw_ mit beds,
zu derselben Klasse %5, gehoren und (ab)(ab) sowie

"(ab)(ab) in der Klasse %,(ab)=,2, liegen. Die Uber-

legungen setzt man fort, indem man das Element (a&)(aé;)

betrachtet und & in A wvarlieren lisst. Endlich wird &;
variieren. Die Inklusion (4) wird somit bewiesen, was
die Gleichheit

(A B)(AB)=ADB

mitbringt. Die Lbsbarkeit einer Gleichung der Form
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(AB) X=2ADB; erkennt man unmittelbar, indem man eine
Klasse 2, in A%, enthalten, und auch eine Klasse 2,
in AYB, zusammennimmt, und dann die Gleichung
H;N="2H; lost. Die Unbekannte ¥ wird das Produkt 2,25,
sein, das Q) enthiilt. Was die Eindeutigkeit der Ldsung
betrifft, gehen wir von einer Gleichung (225)(A%B,)=
=({2AB)(AB;) aus. Falls A, £2AB und X, in beiden Glieder
derselben Gleichung liegt, das erste Glied kann 2,95
geschrieben werden, wenn 5,2 24%;. Die Inklusion =
S X, B, ergibt a,=a, &; folglich wenn A=, 2, hat man
breN,, AU.=2AB;. In dhnlicher Weise beweist man die
Existenz von X, =X%;, mit A =2, Es folgt A,=2,
und somit AB;=AB;.

Eine Zusammenfassung der vorangehenden Betrach-
tungen lautet folgendermassen:

Satz 8: Es seien | A, Uy, As,---! und |B5,%5,,B:,--- |
swei Zerlegungen einer Fasteruppe Q in Aguivalenzklassen,
die beide Fastoruppe bilden. Dann sind awch {245, ..
sy Hi By, ---f und | BN, -, BN, - | Zerlegungen von
Q in Aquivalensklassen, die Fastgruppe bilden. Diese letsten
Zerlegungen sind identisch und gilt X, B,=B,A;, fitr eine
passende Wall der [ndices, [rgendeine Klasse 0;%; darf
auch die Form N6, oder X,.B nehmen; dthnlich, irgendeine
Klasse B, darf man BA,. oder B, schreiben, Es ist
AB,=BXN;, fir bestimmie { und j.

Neben den Produkten der Klassen der Zerlegungen (2),
betrachten wir nun die Durchschnitte

*.....tu_...__..._"_ﬂu_....__.HD»M.._...wMM_J_&#....__ _“m”_

die nicht leer sind. Man gewinnt eine neue Zerlegung
von Q, die auch eine Fastgruppe bildet. Das Produlkt
von zwei Klassen ist durch die Regel

(FH,NBs) - (N DB) =24 26N B2 B (6)
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gegeben. Zweifellos ist das erste Glied von (6) im zweiten
enthalten. Umgekehrt, es sei x ein Element des zweiten
Gliedes fur welches

x=da;ay= by by, ﬁnmmnn.m_.._ usw.).

Wenn fe2(;1%; und x=fv=a;a ist, aus der Tatsache,
dass # und a; zu 2; gehtren entnimmt man »e,. Sodann,
da wir fo=4&; 4, haben, aus der Tatsache, dass 7 und &
zu B, gehdren entnimmt man v €B,,. Es folgt

x=tv, ted;NPBs, .u._mnxhjmma:

wie erwiinscht.

2) Die Kommulativitdt der normalen Kongruenzen in
Fastgruppen— In dem Buche von G. Birenorr, ([4], 5.85),
findet man Begriffe die Kiokemeister, in [5], auf eine inte-
ressante Weise ausgedehnt und angewandt hat. Kiokemgis-
Ter definiert eine normale Kongruens =, in einer Fastgruppe
Q, wie eine Aquivalenzrelation, unter folgenden Bedin-
gungen: sind @, &, ¢, 4 Element von Q, so gilt:

1) wenn a=b(x), ¢=d(«), dann ist ac=bd(x);
2) wenn ac=/be(z), daon ist a=é(a);

8) wenn ca=cb(2), dann ist a=éb(=).

Man sieht unmittelbar, dass eine normale Kongruenz
ein Homomeorphismus zwischen zwei Fastgruppen her-
vorruft, und dass, umgekehrt, ein solcher Homomor-
phismus zu einer normalen Kongruenz fihrt.

Nehmen wir an, dass = und £ die normalen Kongruen-
zen sind, die die Zerlegungen (2) hervorrufen. Kinfiig

werden wir a«za, statt e=a(«), schreiben.
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Falls ¢,de 4%, dirfen wir ¢=ab, d=ad, mit aza,
b b schreiben. Es folgt (ab)x(ab), (ab)fB(ab) oder nn_ﬂmmf
(@6)Bd. In der Theorie der Algebra der Relationen, (Vel.
[6], S. 93 und folgende), wenn eine feste nichtleere Menge
M vorgegeben wird, fir zwei beliebige Relationen « und
£, uber M, bedeutet =f die Relation tiber M fur welche
das Bestehen von a(2f)4 mit dem Bestehen von aax,
x50 gleichwertig ist, (xe M). Die frihere Annahme
¢,6eAB fuhrt zu ¢(2f)d. Umgekehrt, wen = und
normale Kongruenzen sind und ¢(2f)d ist, wollen wir gleich
zeigen, dass ¢ und & zu einer Klasse 4% gehdren. Aus
der Annahme folgt die Existenz von x fur welches cazx,
xfd. Dann sind ¢ und x in einer Klasse XA; und x und 4
in einer Klasse %5;. Wenn wir annehmen, dass A% die
Klasse 9, enthilt, dann gehirt x zu A und B;2 A%,
was deAPB herbringt.

Wir haben bereits gesehen, dass jede Klasse 225, die
Form 252; nehmen darf. Deshalb, unter Benutzung der
Sprache der normalen Kongruenzen, aus der Annahame
¢(=f)d ergibt sich ¢(fa)d, d. h.:

mit cax, xfd, hat man auch ¢fiy, yad,

und umgekehrt. In der Algebra der Relationen driickt
man sich folgendermassen aus: = und # sind vertauschbar.
Im Sinne dieses Ausdruckes, kann man die Ergebnisse
zusammenfassen in dem

Satz 41 Bei gegebener Fasteruppe Q, dann und nur
dann geldren swei Elemente ¢, d, von Q, szu derselben
Klasse (3), oder (3'), wenn dieselben Elemente in der Kon-
gruensrelation stehen, die man gewinnt mit dem Produkte
der betden Kongruensrelationen, die den Faktorenklassen von
(3) oder (3') entsprechen. Zwei normale Kongruensrelationen
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sind immer wvertauschbar; ihr Produkt ist eine normale
Kongruenz., Zwei Elemente die in besug auf = oder  kon-
gruent sind, sind auch kongruent in besug anf «f.

Mit der Ausdrucksweise und Bezeichnungen der
Algebra der Relationen, kann man folgendes behaupten:
das Supremum der normalen Kongruenzen « und § ist
alf=af; das Infimum «Nf ist die normale Kongruenz,
die der Zerlegung (5) entspricht.

3) Mormalteiler — Denken wir wieder einen Homomor-
phismus Q~Q' von zwei Fastgruppen. Wenn es in (1)
eine Klasse JJ gibt, fur welche . 70 gilt, dann gibt es
in (' ein Idempotent. I heisst, nach Kiokemeister, ein Nor-
malteiler. Der entsprechende Homorphiesatz ist leicht
anzugeben. Q' darf mehrere Idempotente haben. Der
Homomorphismus erzeugt dann mehrere Normalteiler:
der Quotientraum aber ist immer von denselben Klassen
verwirklicht.

Als einfache Folgerung vom Satz 2, kann man behaup-
ten, dass eine Klasse einer Zerlegung von QQ in Klassen,
die zusammen eine Fastgruppe bilden, eine Normalteiler
ist, falls sie einen Normalteiler (bezuglich einer anderen
Zerlelung) enthilt,

Die Multiplikationsregel (6) zeigt, dass der Durch-
schnitt von zwei Normalteilern 17 und € ein Normalteiler
ist, falls er nicht leer ist. Das Produkt von JJ und T ist
auch ein Normalteiler, falls J und T gemeinsame Ele-
mente haben. In diesem Fall, PJT stellt die kleinste
Fastgruppe die ¥ und T enthilt, d. h. die Fastgruppe
von I und T erzeugt, dar. Wir haben PT=TH.

Q sei eine Fastgruppe. Man gibt 7 als Unterfastgruppe
und £ als Normalteiler und nimmt ¥ £ nicht leer an.
Wir wollen zeigen, dass 1§ Normalteiler in JJ ist. Wir
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betrachten die Fastgruppe 5,2, 2,-.-|, die dem Nor-
malteiler £ entspricht, und sodann
PNG, BN, -] @

Man gewinnt in (7) eine Zerlegung von ¥ in Klassen,
die Fastgruppe bilden. In der Tat, wenn 22— ist,
hat man

(PN - (PNAJEVN A3
andererseits, bei gegebenem xe M 2A;, machen wir
X=p—a;ai=ay, (pell, a;eMH,;, usw.),

und bezeichnen mit p; ein Element von iNX:,. Esist
p=pip'=a:a;, wobei p'ell; man leitet p'e2; ab, wodurch
x=p:p, mit pePNA und pePNA;.

Nun seien [ und T Normalteiler mit gemeinsamen
Elementen. Es gilt folgender Isomorphismus

pL/T=P/PNE, (8)

wie wir gleich beweisen wollen. Wir betrachten die Zer-
legungen

_ﬁ_u.rﬂ._.ﬁ. “__ H__“H_ﬂm.&:... _H; “G._Huﬁ-&_u“#&:_

Das Produkt T setzt sich genau von Klassen der
zweiten Zerlegung zusammen: T,%;,B.,--. Da T gin
Normalteiler in T ist, kdnnen wir

ﬁ_.H___Hu“H_E:_ﬂm#.&.:...m _”m_u_

schreiben. Sodann zeigen wir, dass [J mit jeder Klasse (9)
geneinsame Elemente hat. Es sei pe]INT. Bei gegebenem
b;e%B;,, setzen wir b, =p'#, (p'e]0,feT). Aus der Tatsache,
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dass peT ist, entnimmt man, dass p'p und p¢=5;, zu
derselben Klasse von (9) gehoren. Es ist aber Frel.
Deswegen, die fremden Klassen

PN, PN%B:,, PNBi,--- | (10)

ergeben eine Zerlegung von [7. Ein Produkt (JN%5,)-
-(PNDBy.) hat die Form (PNB,,); die Klassen (10) bilden
eine Fastgruppe. Man hat

PronT={pne, pnd.,---|. (11)

Die Fastgruppen (9) und (11) sind isomorph; es besteht
die Abbildung T-PN%T,%,-PNB;,, usw.. Der Isomor-
phismus (8) wird hiermit bewiesen. Im Sinne der Uber-
legungen dieser Nummer, kann man die Ergebnisse in
zwel Sitzen zusammenfassen:

Sarz 51 Es sei U ein Normalteiler in Q. Wenn
12,5, By, | eine Zerlegung von Q in Klassen, die
Fastgruppe bilden, ist, dann die Annahme TOHP hat die
Folge, dass T Normalteiler ist. Fitr swei Normalteiler 1
und T, deren Durchschnitt nicht leer ist, sind YNT und
UT Normalteiler; der letste enthilt ¥ und T. Und wenn P
eine Unter fasteruppe und 6 ein Normalteiler in Q sind,
dann ist der Durchschnitt N5, falls nicht leer ist, ein
Normalteiler in 11,

Sarz 61 Zwei Normalteiler 1 und T in Q, die gemein-
same Llemente haben, gentigen folgender Isomorphismusre-

fation: LT =0/0N<T.

Im nichsten Paragraphen werden wir sehen, dass es
miglich ist, andere Definitionen non Normalteilern zu
geben, von denen die vorangehende eine Ausdehnung
ist, und keine Vorbehaltung im Wortlaut des Satzes &
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brauchen, Es wird sogar geschehen, dass eine Unterfast-
gruppe und ein Norinalteiler immer gemeinsame Elemente
haben werden.

Satz 6 ist als zweiter Isomorphiesatz bekannt. Der
erste lautet folgendermassen:

Sate 7: Q und Q seien Fastgruppen und Q homomor-
phes Bild von Q, das Idempotentelement a besitst. Jedem
Normalteiler R in Q, der den in a abgebildeten Normal-
teiler £ enthill, entspricht durch den Homomorphismus
einen Normalteiler R, fiir welches QR=QR, wwhuﬁ_ﬁ_
Umgekehrt, von einem Normalteiler R ausgehend, der a

enthdill, gelt man su R diber, in solcher Weise, dass die oben
gennanten Bedingungen er fiillt sind.

Immerhin wollen wir nur mit solchen Normalteilern
fortsetzen, die mindestens ein gemeinsames Element a
haben.

i und P. erfilllen diese Bedingung, ebenso wie I§;
und 1, fir die aber [3{ € I0,, JiS . gilt. Augenscheinlich
ist (Y, N Ui Normalteiler in (NP P und (PN V) Pé
Normalteiler in (0, NPe) Pi. Wir betrachten den Homo-
morphismus

Do~ DPi={Pi, A, Bi, - | (12)

von dem man

TN Pa ~ (0 NP1 = T NP/ N 2 (13)

ableitet, wie folgende Einzelheiten ermitteln: 1) in einem
Homomorphismus wvon zwel Fastgruppen, wird jede
Unterfastgruppe auf eine Unterfastgruppe abgebildet;
2) im Homorphismus (12), das Bild von a ist [J{; 8) es
ist 2A{ das Bild eines Elementes € 1;N ., das auch zu
A gehort; 4) das Bild von @ ist XA{P{=a,13{; &) im
allgemeinen, das Bild von YhNYl: setzt sich von den
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Klassen die in (0, MP:)Pi enthalten sind zusammen, da
jedes 6el0, N D: die Form é=a,a (a fest, a, in einer Klasse
(12)) nehmen darf.

{12) gibt noch

PN s~ (N8 PUP = PN PYYIN TS,
ebenso wie
N P)TiN ) ~ (PN P 0301, (14)

weil das Bild von PiNY: das Element IJ{ ist.

Man beachte hierzu den Homomorphismus (13). Das
Bildelement Dj ist idempotent. Deswegen, die Elemente
von I, NP., die zu i gehoéren, d. h. die Elemente von
Pinye, liefern den Normalteiler § in NP, der im
Satz 17, angegeben wurde. Eine #hnliche Beachtung von
(14) fahrt, durch Satz 7, zu folgendem Isomorphismus

T NP/ N PN Vo) = (0, N Pe) BB N VBT, (15)

Nun betrachten wir den Homomorphismus

PN Pe) i~ (0N Pe) Bif0H, (186)
welcher diesen anderen
(PN Ps) Pi ~ (PN P2) iy 4 (17)

ergibt. Von (16) und (17), auf Anwendung des Satzes 7
und mit Hilfe von (15), entnimmt man

(PN PO PUT NP Vi = VN P/ (P N P2 (BiNTe).
Die vorangehenden Ergebnisse formulieren wir als
Satz 81 Wen die Normalteiler 10,,0:, UIED, und DisD,

ein gemeinsames Element besitzen, dann gilt folgender Iso-

mor phismus: (P Po) Pif(P: N ) Pi=(10: N Vo) PEOIN Do) P
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Man hat somit, unter einer sehr eigentiimlichen Bedin-
gung die Sitze von NoerHer-Zassexnavus bewiesen, Sodann
folgen die Sitze von Scureier und Joroax-Hovper. Fur den
letzten hat man zwel vollstindige Ketten

D"DFUGwU...UDhL.H"@_
Qﬁﬁ.Uﬁmefiu.ﬁm___._.u-..mm ’

Zweitens: Denken wir uns eine gegebene Menge

GWDEH‘EE@@H‘.%ﬁ:E:mmﬂ.mm..zmswmﬂ.wm:m
huu_ﬁu_vﬂmﬁw: .

M:U.vm___ .._D_vﬂﬁhw.mu__. H%_h.._.ut".ﬁhﬁ.?_ uu.._"u__._w. H
Der Annahme halber, est ist pPy=p'ell, woraus sich

wobei sowohl die J; wie de Q; Normalteiler mit gemein-
samen Elementen sind, zu vergleichen. Es ist s=¢.

hmm_uﬁ__.__. .»u.mu__.::...ﬁ .._n___v m:w.,“_"gv._._nua:u TU,_"_....H.»U__- u_....ﬂvnuuu

ergibt. Es wird so erkannt, dass den Elemente von
Transformationen entsprechen, die, auf I angewandt,

Element von IJ ergeben; und, wenn man z. B. T4}, nimmt,

da die Gleichung x HEF = p Py in Q l3sbar ist, und zwar
mit

& 3-EINSEITIGE NORMALTEILER

1} Allgemeinheiten—Wenn & eine beliebige Unter-
menge von Q ist, werden wir die Untergruppe der Trans-
formationengruppe von Q, die durch Rechtsmultiplika-
tionen der Elemente von Q mit den Elementen von
erzeugt wird, mit &, bezeichnen; & hat eine dhnliche
Bedeutung, betrifft aber die Linksmultiplikationen; und
- wird die Untergrupe der Transformationengruppe von
(1, durche €, und €; erzeugt, angeben. Man hat folgenden

x=p Py (Thh ) =p Po(TEN" = p Py Pyu=p Py,

entnimmt mann, dass xell. Die Menge [ erfullt die
Bedingungen der Fastgruppen. Nun wissen wir, dass das

Element peqi, fur welches T p Q- ist, beliebig genommen
werden kann.

Wir machen bereits folgende Bemerkung: Es sei die
Fastgruppe U=pP: genommen; dann hat man auch
U=pP=p0,~Dp=pP:; dennoch, umgekehrt, falls eine
Menge P gegeben wird, die die Bedingung J—p0,, fur
gewisses [0 erfullt, ist I im allgemeinen keine Fast-
gruppe. Die Gleichheit =p'l3,, fur jedes p'e ], ist aber
noch giltig,

Sartz 11 Dann und nur dane ist erne Unfermenge [ von
Q eine Unterfastgruppe, wenn V=pYP: ist, wobei peld
beliebig gewihlt werden kann, (Verg. [6], S. 512). Erstens:
falls 7 Unterfastgruppe ist, setzen wir pell fest und
nehmen p'e]l beliebig. Die Gleichung px=p' istin [
lssbar, wodurch 11E p J- ist, fur beliebig gewiihltes p. Die
umgekehrte Inklusion kann man so erkennen: indem
man p'e]l annimmt, gehfiren auch zu ¥ die Elemente
pT% und p7%; sodann setzt man,z. B. p(T9) "=z, d. h.
p=xTY; dann ist diese letzte Gleichung in I lésbar
und xell. Endlich wenn man zelJ nimmt, dieselbe Uber-
legung wie frither beweist, dass man 575 e 3, (7)) 1e],
usw. hat, und deshalb pP-E1, wie erwiinscht.

Betrachten wir eine Unterfastgruppe P=pP:; man
kann Q in fremde Klassen zerlegen, indem man

Qp =|p U:,aP:,60-, - |

schreibt. Allgemeiner, ist I' eine Transformationengruppe
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von Q, so zerfillt Q in Teilmengen, die durch I' in sich
transformiert werden:

G_."wa-.._%—.,“n—,...."__. _H:

Jede Klasse aT',... wird Transitivititsgebiet gennant.
Falls I' eine invariante Untergruppe in Q: ist, dann
bilden die Klassen (1) eine Fastgruppe mit der Multi-
plikationsregel (al')(6)=(ad)l. Somit entspricht jedem
invarianten I' in Q: einen Homomorphismus Q- Q;
zwischen zwei Fastgruppen.

Bei ([1], S. 512) und ([8], 5. 401) wird ein sebr
nutzlicher Begriff eingefiahrt. Wir betrachten Q und die
Unterfastgruppe 3. Man hat 13:£Q:.. Wenn I' eine
Untergruppe in P ist, dann wird I'g=|R,S5, 7, ... | die
Menge der Elemente von 1I: darstellen, fiir welche man,
bei beliebig pel, p,pS,--- e pl' hat. Man sieht leicht,
dass T'y eine Gruppe ist. Immer noch ist I'; eine inva-
riante Untergruppe in [J:, wenn I eine invariante Unter-
gruppe in - ist

Um kiinftige Auslegunsgsschwierigkeiten zu vermei-
den, geben wir hier folgende Erklirungen: 1) -, falls [
eine Unterfastgruppe ist, niemals eine Transformatio-
nengruppe von ]I darstellt; es ist immer Untergruppe
in @Q:, wodurch in der allgemeinen Definition von -
hervortritt; 2) I3, und Y, sind auch Untergruppen in Q-:;
sie treten in den Definitionen von ¢, und ¢; hervor;
3) wenn I' Untergruppe in Q: und nicht in 13- betrachtet
wird, werden wir I'*, statt MT einfacher schreiben.
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3) Rechisnormalteiler — Als besonderer Fall eines
Homomorphismus Q~Q' von zwei Fastgruppen, wollen
wir uns mit der Hypothese beschiftigen, die die Exis-
tenz eine Rechtseinheit ¢ Q' annimmt. Die Klasse
A=DP, auf &' abgebildet, ist ein Normalteiler im Kiokk-
mersTERchen Sinne, Wir dirfen hier

U=P=pP,=pP;, A=aP=aP,—al, ..

mn._:m:.,_mP mit der Multiplikationsregel a1, . 60, =(ab) 13, ,
wie wir zeigen wollen. Die Gleichheiten A—a)i sind
schon bekannt. Augenscheinlich haben wir ali € all,; es
bleibt die Inklusion a1, £ a]l zu beweisen. Hierzu braucht
man, von sef ausgehend, die Inklusionen 7, s( 712
zu verifizieren. Dabei beschrianken wir uns auf (TP 1=,
dass s=w T3’ ergibt. Dann ist, mittels des Homomor-
ﬁEmEcmq sod=a=w'p=w'v'=w, was tatsichlich weX
mitbringt. Die Multiplikationsregel

al,- 6P, ~(@b)P., oder ol - 6P} —(ab)D;
folgt gleich. Die Fastgruppe
| D=pP., A=aD,, |
besitzt die Rechtseinheit =40, .
Wir beweisen noch, dass 1, eine invariante Unter-

gruppe in Q- ist. Wir gehen aus von Sell}; dann
missen wir zeigen, dass die Transformationen

TIS(TO (TS TY, TOS (TP, (TPs TV
zu [, gehtren. Wir beschrinken uns die Inklusion

xTHS (T exl;, (ve@),
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zu rechtiertigen. Man hat

2 TWS( u.,ﬁh__u_up =(ax)S( Ty ' =w,

(ax) S=w TV =aw, dar=d'w s=w, wexl,.
Die Ergebnisse fassen wir folgendermassen zusammen:

Satz 21 Ist T eine invariante Untergruppe in Qs, dann
st der Quotientrawm (1) eine Fastgruppe mit der Multi-
plikationsregel al' - 61=(ad)l, was ein Homomorphismus
Q - Q'=Qy swischen swei Fastgruppen verwirklicht. Umge-
kehrt, ein Homomorphismus Q- Q' swischen swei Fast
aruppen, von denen die sweite Rechiseinheit hat, fithvt zu
einem invarianten U in Qr, wnd deswegen zu einem Homo-

morphismus Q~Q:=Q'.

Bei ([1], S. 513) findet man eine Definition wvon
MNormalteiler, die sich zu diesem Fall ausdehnt. Wir sagen
also: 1 ist ein Rechisnormalteiler, wenn folgende Bedin-
gungen erfillt sind: 1) 17 ist eine Unterfastgruppe; 2) die
Menge |V,al,,40,,-+-| ist eine Fastgruppe mit der
Multiplikationsregel a3, - 60, =(ad) [, .

Der entsprechende Homomorphiesatz lautet:

Satz 31 [st 1 eine Rechisnormalteiler in Q, dam gilt
der Homomorphismus Q~Q[U, wobei QY Fastgruppe mit
Rechtseinheit ist, Umgekehrt, von einem Homomorphismus
Q- Q' swischen swei Fastgruppen ausgehend, von denen
die sweite Reclitseinheit hal, kommt mes 2u einem Rechtsnor-
malteiler U in Q, fiir welches der Isomorphismus QP =Q'
gt

Man hat noch

Satz 41 Dann und nur dann ist [ pQ, eine Rechisnor-
malieiler, wenn Y, eine invariante Untergruppe in Q- ist.
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Eine Rechtseinheit #eQ ist immer Rechtsnormalteiler.
In diesem Fall, hat man [,=0; =/. Im allgemeinen bei
gegebener Menge U=p0,,(# €Y}, wenn man weiss, dass
P, invariante Gruppe in Q- ist, kann man behaupten,
dass 1 geichfalls invariante Gruppe in Q- ist. In der
Tat: nehmen wir Sell), xeQ; man hat (T S=(x T I,
mit Pel,, und sodann 2T S(TW 1= TO (T~
~xW, mit Well,. Esfolgt TYS(T)'eD,;. Der Rest
des Beweises lauft in #hnlicher Weise. Es lohnt sich fol-
gende Bemerkungen zu machen: 1) eine Menge PJ=p1,,
(pell), ist im allgemeinen keine Fastgruppe; 2) sobald
aber P, invariant Gruppe in Q. ist, ist die Menge sogar
ein Rechtsnormalteiler; 3) wenn man #—~J—«], und
TR T hat, dann die Transformation .Hw____ﬁ selbst im Fall
+1 zu sein, gentigt der Gleichheit « T —ue].

Hierbei geben wir eine andere wichtige Charakteri-
sierung der Rechtsnormalteiler, die nitzlich sein kann,
(Vel. [3), S. 526).

Satz 51 Dann und nur dann ist die Unterfastigruppe 1
ein Rechtsnormalteiler in Q, wenn U folgende beide Eigen-
schaften besitst: 1) wenn die Gleichheit xpy . ypo—(xy)ps,
wobet x und y beliebig in Q sind, gegrben wird, man hann
piel bestimmen, sobald wir die beiden anderen p; (7 ==1i),
mit prell, als bekannt annchemen; 2) bei gegebenem pell,
ist fmmer (xp)PExVE(2D)p.

Erstens: Falls 17 Rechtsnormalteiler ist, hat man
xfy - yp:€(xy)P; und bei gegebenen p, und p. ist xp, -
- ¥pr=(xy) ps fiir gewisses pye)i. Sodann, wenn in der
fraglichen Gleichheit z. B. xp, und (xy)ps bekannt sind,
wissen wir, dass es folgendes gilt: (xp,)(y 1) =(*10) (3 1);
es existiert yp. fur welches () (ppe) = (2y) ps. Was die
Inklusionen der Eigenschaft 2) betrifft, man leitet sie der

Gleichheiten #Jwa,=x ﬂ;ﬁni@ﬁu P=x11, 3&1_”& D) ab.
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Vor dem Beweis des zweiten Teiles brauchen wir
folgenden

Hivrssatz 11 Wenn [ eine Unferfastoruppe in Q) ist,
und wenn, fiir gegebenes xe Q und belichiges pe, (xp)PE
ExPE(x])p gilt, dann ist xP;=x]. Wir haben nur die
Inklusion x11,Sx]7 zu beweisen. Es ist x 7 =xpe 2]l;
ferner gilt auch die Inklusion (x7%"'ex], wie man
so erkennt: xex )7, weil wir, fur festgesetzes p, xp=(xp.)p,
mit prell, haben; sodann folgt =xe(x])p=277TY,
(TS le x]7. Nun betrachten wir z& x]7 und zeigen, dass
S(TY und 27T zu x)Y gehoren. Es ist

sexl, se(xp) Ty, s(TP exD:

und was 2 T betrifft, rufen wir die Bedingung ()P Ex]
hervor. Dann aus ()= xP entnimmt man =7} ex]J.

Wir kehren zum Satz zurtick. Zweitens: Wegen des
Hilfssatzes, die Bedingung 2) des Satzes ergibt 217,=2]1,
fiur beliebiges xeli. Ferner die Bedingung 1) zeigt die
Galtigkeit der Gleichheit (2¥.)(yYa)=(2y)T.. Es bleibt
zu sehen, dass die Gleichungen ali;- x0.=60:, yPa-
cally=60, eine einzige Losung haben. Wir behandeln
z. B. die erste. Wire auch alls- 2'Vi=(ax) Pu=(ax) Pas
dann aus der Gleichheiten ap, - x'p.=(ax") pys=(ax)p—
=apy- xps wirde man x'p,=xp; schliessen, ebenso wie
a ma ape | ﬂw“__u_lﬂm.aﬁ, was x'PJ=x11 ergeben wirde. Der
Beweis wird somit beendet.

Zum Schluss dieser Nummer bringen wir einen Wort-
laut,der unter allgemeineren Bedingungen in der nichsten
Nummer beweisen werden:

Satz 61 Es ist nofwendig und hinveichend dafiir, dass,
eine Untermenge 11 von Q ein Reclitsnormalteiler in Q ist,
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dass folgende Bedingungen bestehen: 1) P=pI'; 2) peD
(trivial); 3) T invariante Untergruppe in Q-; 4) THel';
5) p(TY)tepl.

3) Rechtsnormalteiler in Unterfastgruppen—Die Uber-
legungen, die wir in beiden vorangehenden Nummern
angestellt haben, kinnen eine wichtige Ausdehnung
erhalten, in einem genauen wvon Aieerr angegebenen
Sinne, ([8], S. 401-402). Wir betrachten die Unterfast-
gruppe J in Q, und behalten fur T, 7., die Bedeu-
tungen des Endes der Nummer 1. Dann, falls A eine
invariante Untergruppe in - ist, obwohl, wann I: auf j
wirkt, zwei verschiedene Elemente wvon JJ dasselbe
verursachen konnen (dies kann nicht mit 79, 79 ...,
wenn p,p' €]l geschehen), hat einen genauen Sinn die
Zerlegung

..—ubi.__ﬂ..____ruﬂ__.x__.bﬂh_.r“...r .“_m__mﬁ»...uu mwu_

in fremde Klassen zu machen. Ebenso wie in der Menge
der Klassen (1), auch hier die Klassen (2) bilden eine
Fastgruppe. So jedem invarianten Untergruppe A in D:
entspricht einen Homomorphismus 71~11, zwischen zwei
Fastgruppen. Die Multiplikationsregel ist (pA)(gA)=(pg) A.

Eine Unterfastgruppe p in 17 ist eine Unterfasigruppe
in Q. So hat man p=pp:=pp,=pp, far jedes pep. Es ist
klar, dass man z B. p, =7, hat. Wenn wir in JJ ein
Quotientraum

P D=0y g0y Wy oty (ryg,7,---€]), (3)

einfuhren, dann heisst p ein Rechisnormalteiler in 1,
falls (8) eine Fastgruppe mit der Multiplikationsregel

(gp)(rp)=(gr)p- ist.
Es gilt
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Satz T Dann wund uur dann ist p=pyp, ein Reclitsnor-
malteiley in der Fastgruppe 1, wenn (b)p eine invariante
Untergruppe in . ist.

In Zusammenhang mit dem Satz 6 der vorangehenden
Nummer wollen wir unten einen vollstindigen Beweis
einer interessanten Behauptung durchfithren.

Sarz 8: FEs ist notwendig und hinveichend difur, dass
eine Untermenge p von P ein Rechisnormalteiler in 1 ist,
dass folgende Bedingungen bestehen: 1) p=pA; 2) pep
(trivial); 3) A invariante Untergruppe in V-, 4) m.w.,m}“
5) (T epA.

Erstens: Wir nehmen p als Rechtsnormalteiler in I3
an. Dann hat man p=p ()5, wobei (p)g=A invariante
Untergruppe in [: ist; danach setzen wir z. B. P =,
mit p'ep; esfolgt p'=p(Ty ) 'epA.

Zweitens: Wenn S,7,U,F zu A gehdren, hat man

PS pT=pTT=pTLU=(pS. p) U=pS T U e pA,

wodurch in pA ein abgeschlossenes Produkt existiert.
Was die Gleichungen pS-y=pT, x.pS=pT betrifft,
wollen wir z. B. die erste untersuchen. Wenn yeli die
Losung ist, haben wir

PS y=pT=pSTO=p TV U=y TO U=y T?,
IV =pT (TP =p (T S; y=p(TV) SP-1epA.

Die zweite Gleichung bringt keine Schwierigkeit dar.
So ist #A eine Unterfastgruppe von 1. Nun zeigen wir
die Gleichheiten gA=gyp,, (7e17). Da geg A, beweist man
die Inklusion gp,EqA, sobald wir fiir fegA beweisen,
dass £ T3 und ¢(T%) in gA liegen, falls p'=pSepA=p.
Ist ¢t=¢7T, so ist
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PTG =qT TY=q TP Umg TRU=pS TP U=p TV =
=(g- V=T VeqA;
und wenn

HT =, t=eTJ=vTil=0V,

es ist auch
v=fVlegAl'=gA.

Was die umgekehrte Inklusion ¢ A € gp, betrifft, kann
man sie folgendermassen gewinnen. Wir schreiben g=£#;
es folgt

gS=Ep) S=p T S=pU T{'=p' TY =Lp'=
=g (13" e gyr,

weil £ in IJ liegt und p'=pUe . Endlich aus der Tatsa-
chen, dass A invariante Untergruppe in 13 ist und die
Gleichheiten gA=gp, gelten (ge)l), entnimmt man,
dass (ps) auch eine invariante Untergruppe in D- ist.

Damit is der Bewels des Satzes vollendet.

4) Eigenschaften der Rechtsnormalteiler —Nachdem wir
in den vorangehenden Nummern die Rechtsnormalteiler
charakterisiert haben, empfiehlt es sich einige interes-
santen Eigenschaften derselben zu untersuchen. Es gibt
mehrere, die wir augenscheinlich bei den Normalteilern
von Kiokemerster nicht beweisen kiinnen wilrden.

Sarz 9: st § ein Rechisnormalteiler in Q und [ eine
Unter fastgruppe derselben Fastgruppe Q, dann ist das
Produkt £=P8 eine Unterfastgruppe von Q; sowohl T
wie £ sind in £ enthalten. Es seien p,p',q,--- Elemente
von JJ; eine Klasse p#5, kann die Form p§ nehmen.
Dann gilt die Multiplikationsregel p5-¢5=(pg)5- Hierzu
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entnimmt man, dass es in [Jfj ein abgeschlossenes Pro-
dukt gibt. Nun betrachten wir die Gleichung (pH)x=p' /',
(H,H' eH);, wir zeigen, dass xe 5 ist. In der Tat:

PTRTO=pH'=pTV U, (UeB),
ebenso wie
pTO=xTO=p THQU-=p'V, x=p'V(TV,
wobei Fefi. Wir schreiben noch
w=p' (TPt S=p"S, (#'el,Sehi);

dann, da p" Ha =" 5 ist, hat man x=p"H", mit H"e§.

In dhnlicher Weise wird die Gleichung y(pH)=p'H'
behandelt. £ ist Unterfastgruppe, Es bleiben die Inklu-
sionen =L, HSL zu beweisen. Im allgemeinen, fir jedes
e @, hat man af5,=af), wodurch aeafy; als besonderen
Fall haben wir pel§, DSU6. Sodann, aus pH=pH
leitet man

H=(pH) (TP =p (TP H e P
ab. Somit gilt auch H15.

Korovrar 11 Der Durchschuitt einer Unterfastgruppe
U wund eines Rechisnormalteiler ist nie eine leere Menge. Aus
PEDY) entnimmt man, fur jedes pell, p=p'H', mit pell,
f'efy. Dann gehort A’ zu dem Durchschnitt 1n§.

Satz 100 Der Durchschuitt sweier Rechisnormalteiler 1
und O ist der Rechisnormalfeiler D=0N0. Wir wissen
schon, dass @) eine nicht leere Menge ist. Im Kiokemeisters-
chen Sinne ist D ein Normalteiler. Es muss hierzu aber,
dass © Rechtsnormalteiler ist, bewiesen werden. Wir
dtrfen teilweise die Uberlegungen von Avserr ([8], S, 403)
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benutzen, Wenn de® hat man

Aber [ NO; =TI ist eine invariante Untergruppe in
Q:. Der Satz 6 behauptet, dass © Rechtsnormalteiler ist
wenn T7el und &__”w:mﬁu_ma_... Dies schliessen wir aus
T¢eP,, TH 60, sowie aus d(T ' edl; NdO; =dT.

Man kann auch leicht verifizieren, dass das Produkt
von zwei Rechtsnormalteiler ein Normalteiler ist, Wir
legen Interesse daran die Beweise beider folgenden
Behauptungen vollstindig durchzufihren.

 Sarz 11: Sind § ein Rechtsnormalteiler in Q und ]
ein Rechtsnormalteiler in der Unter fastgruppe Vi, dann

konnen die Klassen e, (2HYBH), (P HYOE),., - | die
Form (pH)(h5)r=(pH)YWH) nehmen, wobei - i 0
Mxm, HH'\ - in § liegen. Zunichst ist es nachzuweisen,
ass

(PH)TWu) = xe(pH)(G), (W eb).

Tatsachlich haben wir, mit #',4", ... e}:
PH=x (K HY=(xh" H";

.Hrnﬁﬂgﬁu__:mm.ﬂl. ___“u;:w _Hm_?_u....w,wu“_L A= pl . HY =
=pHVYY . B =(p . HHEEN W <[(pH) HFO A =
=(pH W) HY I = (pH) (W HV ) e (pH) (h 5).

Danach, miissen wir beweisen, dass =(h"H") ebenso wie

s(Thu) zu (pH)(h5) gehoren, sobald wir ze(pHY(HEH)
nehmen. Aus s=(pH) (/' H") ergibt sich
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& (K" H"=[(pH) (K H)| (" H")=[(pH - Ky H") (k" H")=
—([(pH - k) H™ "y HOV <[(pH - ) "] HO) =
=[(ph - HL) W] H O =[(p - ") He] HO) =
=(pi) Hye (pH)(H5),

wobel Mebh und My, H:,-.-ef. Man hat auch

m_“u_.:ﬁm: =, s=aw - A" H"=(wh" H",
UpH) (B HY HYD =al = pH ) (B H' - HON)={pH ) (¥ F)
w=[(pH) (k' H) (T ={(ph") Ha)(THh =

=(phy) Hse (pH) (b 5),

wodurch der Beweis vollgebracht wird,

Bemerkuncen: Den vorangehenden Beweis kann man
auf mehrere Wege durchfihren. Hierzu machen wir
einige Bemerkungen. Aus der Gleichheit (pf) (4 H")=
= (ph)VHy=p(# H:;) entnimmt man die Inklusionen

(PHYDDIS (PN H, (PHIBH)EP(HH). Die umgekehrten
Inklusionen sind auch gultig. Deswegen konnen die

Klassen der Zerlegung von ) folgende Formen nehmen:

{O5), (PH)O5), -1 165), (PE)B5), -1
05),(98, 15 165),008),-1,

ebenso wie  [(95),5(65)+# (65)r- -1,
da wir noch £§Ebh5H haben.

(4)

Satz 121 Unter den genauen Bedingungen vorigen
Satses, die Unterfastgruppe (b5) von (08) ist Rechtsnor-
malteiler in (). Zum Nachweis brauchen wir folgendes
zu zeigen: 1) das Produkt von zwei Klassen (4) ist eine
Klasse; 2) die Abbildung pH ~(ph) 5 ist ein Homomor-
phismus; 8) die Klassen (4) bilden eine Fastgruppe.
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Beweis: 1) da § Rechtsnormalteiler in Q ist, gilt die

Gleichheit (ph)H-(p'h)H=(pb- D) 5; und da b Rechts-
normalteiler in 7 ist, hat man ph.p'h—=(pp")b. Es folgt
(205 (D) H=(pb) 5, mit p—pp'.

2) Es sei pH=p'H'. Dann haben wir p'=(pH ) (T =
=pH", ebenso wie
(I H=(pH"-H)HE(PH" 15 H=(p0)5, (FPHHE(H'H)H,
was (P 5=(F'hL5 ergibt.
3) Wir betrachten die Gleichung
(05 - (%) H=(£'h) 5,

die man lost mit xy=po, ppo—p. Versuchen wir auch

dieselbe Gleichung mit (x:h)H=(p:1h)5 zu losen. Dann
wilrden wir

(£5)5 - (Pb) H=(p) 5 - (21h) 5

haben. Das Folgende wiirde auch gelten:

[(22)D]H=[(££1)b] 5, (£0) (H5)=(p51) (H5).,
prre (o) (DD)r=(£p0) (b))

Deswegen hitte mann noch

Pov=ppo- R =(ppo h) Hi=(p - polus) Hi=p - (po s - Hs),
ﬂpﬂﬁ_q%h.mw rllp.._m_c.mw:__w_ﬂ.f h._n@@wn|}ﬁ@@__.._ _HL&.E‘@"@DE@H

wodurch alles gezeigt ist.

Was die Isomorphiestitze betrifft, Korollar 1 erlaubt
den, zu Satze & der Nummer 3 vorigen Paragraphen,
dhnlichen Satz, ohne jede Vorsichtigkeit auszusprechen.
Es ist klar, dass nur © braucht Rechtsnormalteiler zu
sein. [T ist nur Unterfastgruppe. Der erste Isomorphiesatz
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lautet wie dblich. Der dritte, oder Satz von ZassewHaus
wollen wir avsfiithrlich behandeln.

Sarz 131 Sind N und P swei Unter fasigruppen von Q
und Mo wund Uy Rechisnormalteiler in N bsw. fu I, der
Durchschuitt WNY wird nicht leer angenomnien, dann bann
man folgendes behauplen: 1) (NN Po)Wo isf Rechisnormal-
teiler in (NP W wnd (N Vo Rechisnormaltciler in
(RN Vo, 2) gilt der Isomorphismus (NI NANY)AMo=~
=N P QNP) Po. Man beachte hierzu, dass LNY
und 2T Poe nicht leer sind; dies entnimmt man z. B. aus
der Tatsache, dass (QINY)N2W=ALNY, in 20, nicht leer
ist. Danach, wie im Satze 7, Nummer 3, § 2, betrachten
wir den Homomorphismus

2~ wﬂ___uﬁv ) ﬁm”_.

was zZu

NNYP -~ QN WM =RNNTALND

fuhrt, wie man folgendermassen ersieht: 1) NP ist
nicht leer, wodurch 2INY, nach (), ein Bild hat; 2) das
Bild enthilt 20, da TNMHNMW=NY nicht leer ist;
8] wenn wir das Produkt (21n]7) 27, betracthen, erhalten
wir das Bild von 210, weil die Elemente von 2G5
die Rechtseinheit 21, von 27/27, als Bild haben, Der Rest
der Uberlegungen sind dieselben wie in den zitierten
Nummer und Paragraphen.

Eine #hnliche Behauptung macht man fir die Theorie
von Jorpan-Hoiner-Scureier.

Bemenkuns: Beim Beweise vom Satze 13 muss man

nicht vergessen, dass (2, NN Vo) =N YT)(12MN D) ist.

5) Linksnormalteiler —Man kann auch Linksuormalteiler
in Zhnlicher Weise einfihren. Es gibt Sttze die den
vorangehenden Sidtzen 2-13 entsprechen.
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4. IWEISEITIGE NORMALTEILER

1) Definition und Sitze — Wir wollen hier einen
anderen besonderen Fall von Homomorphismus Q- Q'
behandeln. Und zwar machen wir die Annahme, dass es
eine Identitit #'eQ’ gibt. Die Klasse Y =10, auf «' abgebil-
det, ist ein im Kiokemeisterschen Sinne Normalteiler. Wir
dirfen her

U=PupPe=pPs, A=aP=aP-=als,--.

schreiben, mit der Multiplikationsregel alJ: . 6. =(ab) -,
wie man leicht durch Uberlegungen, die analog denjenigen
von Nummer 2, § 2, sind erkennen kann. Es gilt der
lolgende

Satz 1: fst T eine invariante Untergruppe von Q:, dann
ist der Quotientrawm (1), Nummer 1, § 3, cine Fastgruppe
mit der Multiplikationsregel alU.b60=(ab)l', was ein
Homomorphismus Q-~Q'=Qy swischen swei Fastgruppen
verwivklicht. Umgekehrt, ein Homomorphismus Q- Q'
swischen swei Fasteruppen, von denen die sweite Identitit
hat, fiihrt su einem invarianten T in Q:, und deswegen su
einess Homomorphismus Q~Qp=Q'.

Die invariante Untergruppe T im umgekehrten Teil
des Satzes erwdhnt ist I'=007.

Ein sweiseitiger Normalieiler ist eine Unterfastgruppe
P, fur welches |, a].,67.,,---| eine Fastgruppe mit der
Multiplikationsregel alJ_- 4. =(ab)]1. bildet. Der entspre-
chende Homomorphiesatz lautet:

Satz 21 [st [ ein sweiseitiger Normalteiler in Q, dann
gilt der Homomorphismus Q ~ QP , wobei QY Fastgruppe
mil ldentitdt ist, Umgekehrt, von einem Homaomorphismus
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Q~ Q' szwischen swei Fastgruppen ausgehend, von denen die
sweite Tdentitit hat, kommi man su einem sweiseitigen Nor-
malteiler 1 in Q, fiir welches der Isomorphismus QP~10
gild,

Es empfehlt sich noch die beiden folgenden Behauptun-
gen anzugeben, deren Bewels wie bei den entsprechenden

Siatzen 4 und 6 des vorangehenden Paragraphen durch-
laufe:

Swarz 81 Dann und nur dann ist die Unterfastgruppe
U=p0. ein sweiseitiger Normalteiler, wenn Vi© eine inva-
riante Untergruppe in Q. ist.

Satz 41 Es ist notwendie und hinreichend dafiir, dass
eine Untermenge [ von Q eine sweiseitiger Normalteiler in
Q ist, dass folgende Bedingungen bestehen: 1) Y=pT; 2)
pel (trivial): 8) T invariante Untergruppe in Q.; 4)
T el

2) Ein-und zweiseitige Normalteiler —Es ist zweckmis-
sig folgend bereits bewiesene Tatsachen gut an Erinne-
rung zu haben. Wenn }7 zweiseitiger Normalteiler ist,
hat man

QP={D,aP, b1, (= {D,al, 58, 1; (1)
aber wenn 17 Rechtsnormalteiler ist, dann gilt
QP=1T,a04,0Pa, - | =1P,ap,80,--|. (2

Selbst wenn P nur Normalteiler ist, gelten auch die
(Gleichheiten

Dﬁ_l-wﬁuuﬂuﬁh...“"mﬁ_aﬁ_ﬂubﬁf..m‘ (3)
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wobei A=all, B-51, usw.. Was (3) betrifft, durfen wir
beobachten, dass A .%-a%, mit aeX ist; auch aus der
Losbarkeit der Gleichung XY -2 entnimmt man, dass
jede Klasse A den Ausdruck 2—f) annehemen kann,
fur gewisses fe Q. Die Gleichung TD=2 ist gleichfalls
in (8) losbar, wodurch (3) noch die Form

QU=iP,Pa,Pb,---|

annimmt, obwohl im allgemeinen a]i == Ja ist. Folglich,
in (2), darf man auch @, all=0f schreiben; es ist
immer noch e ==Pa. In (1) aber gilt aP.=al-Da,
da Pacal. ,Paczall.

Falls 77 ezweiseitiger Normalteiler ist, es ist auch
Rechtsnormalteiler. Dies erkennt man, indem man den
Homomorphismus Q~ Q/=1" betrachtet und die Iden-
titdt #'e Q' als Rechtseinheit auslegt. So hat man den
folgenden

Satz 41 Wenn 1 eine Unterfastgruppe in Q und 11;
etne invariante Unterfastgruppe in Q. sind, dann: 1) jede
Klasse all. hat die Form al3,; 2) es ist ) =0"; 8) fiir
Jedes peYi, gilt TWeD;. Unter einem umgekehrten
Gesichtspunkt, wollen wir beweisen:

Satz 51 Es ist notwendig und hinveichend dafiir, dass
die Unterfastgruppe P=pP.=p0,=p1, als Rechisnormai-
tetler angenommen, efn swetsettiver Normalteiler ist, dass,
Siir ein gewisses pell, TWel; ist. Die Bedingung ist
notwendig :— Dies zeigt den vorangehenden Satz.

Die Bedingung ist Ainveichend : — Umgekehrt, wir
nehmen  als Rechtsnormalteiler und T9e; an; dann
wollen wir zeigen, dass, fur jedes xeQ, xP-=20, gilt.
Ist #'e)i, hat man die Beziehungen
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x u...w,,"_ uun_murﬁ._.uvup e H.ﬂr“ . u..n.ﬁquh.ux.&hhv»ﬁu._..
|.%..m.._"__.._hﬂu .RH..:__»U mHﬁﬁ.

wobel P, ell;, F,el.. Esist auch

.ﬂ_”ﬁ:uw._flu: *— .u__u,EmﬁﬁJ 20 =21,, u,ﬂhﬂ“u,ﬂzu_l e x ..
Endlich, wenn =ex]J,, bat man z. B.

e ﬂ_& =, ﬁlcuu_ =z _”,H.A%U_L BlaxD:

3) Anwendungen—Ist 0 zweiseitiger Normalteiler
angenommen, dann, aus der Tatsache ali.=all, {folgt
gleich: die Ordnung eines zweiseitigen Normalteilers
teilt die Ordnung von Q, wenn dies endlich ist. Allge-
meiner, nach (3), gilt der folgende

Satz 6: [st Q eine endliche Fastgruppe und [ Rechis-
normalteiler in Q, dann die Ordunung von [ ist Teiler der
Ordnung von Q.

Sowohl die vorige Behauptung wie die die folgt hat
Avserr, im Fall der Fastgruppen mit Identitit, bewiesen.

Sarz 7: Q set eine endliche Fastgruppe. Dann, wenn
U=p0. eine Fastgruppe isi, die Annalme, dass die Abil-
dung a-all. eine Homomorphismus ist, charakierisiert P
als zweiseitiger Normalterler in Q. Der Beweis stiizt sich
auf eine allgemeine Bemerkung. Aus der Voraussetzung

aP, - bP,—(ab)P. folgt
(F&yp; TP, (T 0: TSP,
wie wir gleich sehen wollen. Sei z. B.

(1 =y, #(TOPSTww, SelP;.
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Dann, mit Feli.,, haben wir
w=ag-yS=al yS=(an)V=2Vel_,

wobei [ die Identititstransformation von Q ist. Nun ist Q
endlich angenommen; dasselbe gilt fur 3, wodurch

(ThrpzTR=n, TP T,

und infolgedessen ist 117 invariante Untergruppe in Q..
Der Satz wird somit hewiesen.

Die Bruckschen Fastgruppen erlauben eine zhnliche
Behauptung wie die des vorigen Satzes. Man hat den

Swrz 8: Wenn Q einne Brucksche Fastgruppe ist, dann
ist die Unterfastgruppe P=pP_ eine Brucksche Fastgruppe;
uitd £s ist notwendig und hinveichend dafiir, dass 11 sweisei-
tiger Normalteiler ist, dass man ali_. bP_=(ab) Y. hat. In
der Tat die Gleichungen px=p',yp=p',(p,p' eli), haben
die Losungen x=p' (Tt ep' Tot=pL-p,y=¢.pR. Da
aber x,ye]l, auch pL und pR gehéren zu PJ. Das
Element p ist beliebig in JJ; hierzu folgt der erste Teil
des Satzes. Fir den zweiten Teil, wissen wir, dass die
Annahme all:. 610 =(ab) . nach sich z B. die Inklusion

(T p: TO2P;
zieht. Dann gelten die Beziehungen
P2 Tik=TOP: (TS,
und I ist, wie erwiinscht, invariante Untergruppe in Q..

Die Betrachtungen der Nummer 4, § 3, konnten wir
hier mit den zutriglichen Ab#inderungen wiederhollen.
Im Fall des Satzes 9 des zitierten Paragraphen, hat man
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V5=50, wenn £) zweiseitiger Normalteiler ist. Was die
anderen Sitze betrifft, ist es nitzlich eine Bemerkung zu
tun. Wir sahen schon, dass jeder zweiseitige Nomalteiler
auch einseitig ist (rechts-und links). Umgekehrt, ist [
Rechts-und Linksnormalteiler, dann ist ]7 zweiseitig, wie
man folgendermassen erkennt: 1) Als Rechts-oder Links-
normalteiler betrachtet, ist J Normalteiler in Kiokemeis-
terschen Sinne; 2) es gibt bei dem Homomorphismus
Q-Q/U=Q' z B. eine Rechtseinheit #'eQ’', die die
Klasse e Q/]J ist; 8) wenn [ aber als Linksnormalteiler
angenommen wird, Satz 1, § 2, zeigt, dass der Quotient-
raum Q77 derselbe ist; 4) die Rechtseinheit #' ist zwei-
seitig.

& 5. EINFACHE FASTGRUPPEM. ZENTRUM EINER FASTGRUPPE

1) Einfache Fastgruppen—Eine Fastgruppe Q heisst
einfach, wenn keinen echten zweiseitigen Normalteiler
hat. Natiirlich, falls Q Identitit besitzt, Q ist noch einfach,
wenn die [dentitit den einzigen Normalteiler bildet.

(2 sei eine einfache Fastgruppe ohne Identitit. Wir
nehmen Q. und betrachten die invariante Untergruppe
I'in @ . Wir setzen ' intransitiv iiber Q wvoraus; es
kann dann kein peQ geben, fir welches T4, TVer,
da sonst pl' einen echten zweiseitigen Normalteiler in Q
wire (Satz 4, Nummer 1, § 4). Umgekehrt falls keine T’
und T enthaltendene invariante Untergruppe I' in Q
existiert (peQ beliebig), dann ist Q einfach, sonst ein
echter zweiseitiger Normalteiler [ die Form [J=p0. =
—pP: haben wirde, und P, =I' eine invariante Unter-
gruppe in Q. wire, die die Voraussetzung tber I' wider-
legen wiirde. Esgilt der folgende
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Satz 11 Bei gegebener Fastgruppe Q ohne Identitdl, ist
notwendig wnd hinreichend dafiiv, dass Q einfach is!, dass
es keine T und TY' enthaltendene invariante Untergruppe
U'in Q. gibl, die intransitiv iiber 0 sei (peQ belicbig

[festgesetst).

Fur den Fall der Fastgruppen mit Identitit miissen
wir sagen ([1], 5. 516): Dafur, dass Q einfach ist, ist
notwendig und hinreichend, dass es keine invariante
Untergruppe I' in Q. gibt, die intransitiv tber Q sei,
ansser T=(/).

2) Zentrum einer Fasigruppe — Wir definieren das
Zentriwm 3 einer Fastgruppe wie die Menge der Elemente
¢e@Q, fir die folgende Bedingungen bestehen: 1) es ist
céx=xc, far jedes xeQ; 2) man hat (xy)c=(xc)y=x(y¢),
fiir beliebige x,yeQ. Diese beiden Bedingungen kann
man auch so ausdricken: 1) esist TU=7Y; 9) man

hat THEC =TI R g e

Hieraus schliesst man, dass c¢e3 nach sich 797 e A=
=Zentrum von Q. zieht. Es sei HeA. Dann haben wir

cH . x=cH TW=cTO H—(cx) H=(x¢) H=
—eTOH=cHT®=x%.cH,

wodurch alle die Elemente von ¢A mit jedem beliebigen
xeQ vertauschbar sind, Sodann gilt sukzessive:

(x9) - ol =eH TG=c T H=(xy - ) H=(x- ye) H~
=c TP TO HueH TP TV—x. (v cH),

ebenso wie

() -cH=(xc y)H=cTO TV Ha e TV TP =(x-cH)y.
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Die Elemente von ¢A geniigen beiden Bedingungen
1) und 2), woraus die Inklusion ¢AE 3, fir beliebiges ce3,
geschlossen werden kann.

Man kann auch beweisen, dass 3 eine Fastgruppe ist.
Zunichst einmal ist sehr einfach zu zeigen, dass o'e 3,
falls r,¢’e3. Sodann betrachten wir die Gleichung cz—¢'.
Wir bezeichnen die Losung mit 2 selbst und setzen x=s¢;
es ist

(y)z=(sc-¥)s=(sy-e)s=(5y-2)e=3y - zc=3y - ¢'=
w5¢ - y=(5-c2)y=(s-2)y=(s¢-3)y=(x3)y.

In gholicher Weise, wenn man y-e¢f setzt, hat man

(ey)e=(x-ef)s=(xt.c)s=(xt- 2)c=xt . sc=xf. ¢ =
=x-tf'=x-(f-cs)=2x(t. 26)=2x(ct - 8)=2x(y2);

und endlich beweist man die Gleichheit za—as, fur
beliebiges ae (2, indem man sukzessive schreibt:

g feempr-f=Ci=l=t - c5=1 se=lc.5=qs5.

fe=a, =
Wir haben so den

Sarz 2: Sind ¢ ein Element des Zentrums von Q und
A das Zentrum von Q=, dann hat man e ANE3. Das Zentrum
3 ist eine Gruppe.

Auf Grund der vorangehenden Ergebnisse, betrachten
wir die Gleichungen

CE=0r, ax=da, Ja=i,

wobei ¢ 3 und ae(). Die Losung der ersten ist s=u=
=Identitit von 3. Sodann gilt
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C-dit=0C - A=A - E=UC - d=0d, T =1,

BT - C=ac, Ha=a.

Die Identitit von 3 ist Identitit von Q. Damit haben
wir

Satz 81 Dann und nur dann ist das Zentrum einer
Fasteruppe Q nicht leer, wenn Q Einselement hat.

§ 6. ERWEITERUNGSTHEORIE

1) Definition—Es seien U=|p,q,4,7,&,/,.-- ,2,9,--|
eine Fastgruppe und A=\|/,4,8,C,..-, X,...! eine
zweite Fastgruppe mit Rechtseinheit /. Wir betrachten
die Menge

C={{L,p); -3 (A, B); (B E); -+ (1)

und wollen uns im folgenden mit Bedingungen beschi-
ftigen, die die Menge als Fastgruppe €=Q interpretieren
lassen. In Q ist P dann ein Rechtsnormalteiler und gilt
A~Q/p.

Zunichst einmal, zwei Elemente von (1) sind verschie-
den. Eine Gleichheit (4, k)=(B, k) bedeutet A=5 h=4k.
Sodann, ein Produkt

(A, k)0 (B, k)=(AB,h b5k

ist folgendermassen zu verstehen: Haltet man 4 und B
fest, dann stellt 29 4p& das Produkt der Elemente /4 und #
in einer neuen m.:mm_.w_dﬁtm Pap=1, die sich genau der
Elemente von Y zusammensetzt, dar. Fur den Fall
A=1, B=1, die Fastgruppe Y: ist der Fastgruppe J
identisch:

by ko e



08 A Almeida Cosla

Es folgt ({, ko (f,k)=(/, k&), wodurch I sich denken
l4sst in (1) eingebettet zu sein. Nun wollen wir andere
Eigenschaften von ¢ untersuchen.

I) (B,k) definiert eine Abbildung von € anuf €: Bei
gegebenem (A4 ,%) schreibt man (X,x)0(B,&=(4,k):
es folgt

(A, /) =(XB,x®xpk), A=XB, h=xbgzgh.

Die beiden letzten Gleichungen bestimmen X und x.
Ahnlich wird die Gleichung (B,%) o (X, x)=(A, %) behan-
delt.

II) Die Gleichungen (X,x)o(B,k)=(A4,%k und
(B, &)oY ,»)=(A k) haben nur eine Losung: Aus der
Darlegungen in I) entnimmt man, dass es Lésung gibt.
Wenn man aber z. B. (X, 2)0(8,4)=(X",x)0(B, k) hitte,
dann wiirde die Beziehung XB= X'B, ebenso wie xPy gk—=
=2'Oypk=x'0y sk gelten. Es wire noch xez'

111y  Die Gleichheiten (A,h)0,=(A,k)oli: Wir haben
bereits gezeigt, dass €=Q eine Fastgruppe ist. Auch
wissen wir, dass 1 eine Unterfastgruppe in Q bildet.
Sodann, falls 77 Rechtsnormalteiler ist, gelten die Glei-
chungen (A,4)10,=(A4,k)o]. Diese notwendige Bedingung
kann man gleich beweisen. Es ist

(A, kyo (I, B)=(A,h)ok=(A,hdyh)=(A4,f)ox,

mit APy k=7, x; somit haben wir (4, Ao P=(4, 7)o 1.
Die Gultigkeit der umgekehrten Inklusion ersieht man
unmittelbar, wodurch man (A4, 4)eJ=(4, 710 schreiben
darf. Andererseits gilt immer (4,4 e(A4,k) 0], wie man
aus (A,k)=(A,ko(l,x) erkennt. Fur den Beweis von
IIl) mussen wir zeigen, dass
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(4, BT (4, BT TP (TP, (2)

zu (A, k)oYl gehdren, unter den Voraussetzungen: 70—
=T{)s und ze(4,h) o). Das erste Element (2) braucht
man nicht mehr zu betrachten. Fir das zweite macht
man

(A, (TP = (X, 2), oder (A,h)=(X,x) mﬁaﬂ?ﬁﬂ&k&bf

was X=4, (X,x)e(A,h) o] ergibt. Wir untersuchen
noch das letzte Element (2). Es ist

(T = (A, i) (TP e (4, /)0 B=(4, ko .

Somit hat man gezeigt, dass 7 in fremde Klassen
(A,k)e)] eingeteilt wird.

IV) Das Produkt [(A,k)oP]o[(B,k)oP]: Ein Ele-
ment des Produkts hat die Form (A4 vFlolB, )=
..L_Tmmw_.m@m,a&mﬁkm_imﬁ,:Emmrmﬁz.mmmenEmn:hhw,Em
e(AB,h)eP darf man schreiben (AB,%)=(A4,k)o(R,x),
wenn man x als die Losung der Gleichung Ah®,pr—4
nimmt. So folgt die Gleichheit

(4, k) oP]o[(B,k)ol]=(4B,kol. (2)

V) Die Gleichungen [(A, h)o ] o[(X, A oP|=(C, koD
und [(Y,kyoPlo[(A,h)oel]=(C,holi: Ist X durch die
Bedingung AX-C bestimmt, dann sieht man, dass
(X,%)0] eine Losung der ersten Gleichung ist, Es kann
keine andere Ldosung geben, wie es sich unmittelbar

erkennt. Fur die zweite Gleichung das Ergebnis ist
dasselbe.

VI) Der Isomorphismus Q/U=A: Wir sahen, dass
eine Klasse (A4,/4)o] sich genau der Elemente (A4,7),(7e]),
zusammensetzt. Die Klasse wird durch 4 charakterisiert;
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es gibt eine eineinseitige Abbildung zwischen den
Klassen und den Elementen von A. Der Gleichheit (29
wegen, hat man den Isomorphismus Q/F=A.

Als Zusammenfassung der vorangehenden Betrachtun-
gen haben wir den

Satz 1: Sind D=\p,q,%,k---| und A={/,A4,B,..-|
swei Fastgruppen, von denen die letzte Rechisemnheit [ hat,
so folgt die Existens einer Fastgruppe Q, in welcher [
Rechtsnormalteiler ist und fitr die den [fsomorphismus
Q/P=A gilt. Q heisst eine Erweiferung von I nach A.
Auvgexrr, (8], S. 406), schreibt Q=(10, A, ®).

Umgekehrt, wir beweisen

Satz 2: Wenn Q eine Fasteruppe und 0 Rechisnormal-
teiler in Q ist, dann es gibt A in solcher Weise, dass Q
Erweiterung von [ nack A ist. Es sei

E"m%.qu_@_.,,.h_hun.&.u...nu
ﬁﬂ_ﬁ.%.h,bum.&*m.i..R....._.__haume...._u
D___ﬂﬂPA_Hﬁﬁunﬁ.bﬁ,.:;n&ﬁ,...mh_bhbhu...‘hm.:._.

wobel man P=/,all=4,..-,(@ad)=48, usw. gesetzt
hat. Wir wihlen in /,4,8,-.-,4B,... feste Elemente
pel,aed,belB,... te AB,.--, unter der Bemerkung,
dass man nicht behaupten darf, dass #, in 4B gewihlt,
das Produkt der entsprechend in A4 und B gewdihlten
Elemente @ und & ist. Man beobachte tatsichlich, dass,
unter der Voraussetzung (cd)=(ab)h, die Klassen CD
und 4B identisch sind, ohne die Gleichheit cd=ab zu
gelten.

Sodann, wir nehmen beliebige Elemente @, 6,6Q, und
setzen @, eall=A, ai=ah, mit he]J, voraus. Diese Dars-
tellung von a; ist eindeutig., Wir schreiben ai=(A, &)..
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Ahnlich, die Gleichheit 4,—&k ergibt die Darstellung
_._m_""ﬂ._mw.__._w”r___., Nun ist 44} Nm__”m_”ﬁ__w.‘._ﬁ.u 31 buuﬂhﬁa|ﬁkﬁmuﬂ.&:
WOraus

& _m:".“knm u._quu.a 2 .“.m_ 1 b.?"fhmm y W)e, mit n&%u_”_m_._@”__"mnm. _”w____“_

folgt. Eine mogliche Ausnahme in der angewandten
Darstellung mégen die Elemente von 17 bilden. Fur diese
setzen wir

h=pho=(1, k), statt h=pho=({, k), (hoe D).

So hat man

Es ist leicht zu sehen, dass die Einfithrung des Produkts
(A e - (B k)o=(AB, h®.45k) (4)

eine Familie von Fastgruppen |Pus=0| wverwirklicht,
fur die die Beziehung Q=(17, Ay, ®) gilt. Die Produktregel
(8) kann man auch so ausdriicken

bl =(I, R)(L, ) =(F, h py ) (I, ),

wobei, in _w_umﬂmmumz_::.._::m mit (3), Ay k=hkt. Was (4)
betrifft, durch Vergleichung mit (4), erhalten wir

hCapk=w, mit (ak)(bk)=tw. (4"

Man muss zeigen, dass die letzten Beziehungen (1)),
falls zwei unter den Elementen %, &,w gegeben sind, das
dritte eindeutig bestimmt, und zwar in 1. Bei gegebenen
& und £ ist es evident die Eindeutigkeit von we]l. Nun
setzen wir z. B. # und w als bekannte Elemente von
voraus. Da Y1 Rechtsnormalteiler in Q ist, Satz 5, Num-
mer 2, § 3, behauptet, dass die Gleichung (ak)(d%)=(abd)s,
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bei gegebenen /% und s, das Element £e¢]7 eindeutig
bestimmt. In unserem Fall, wegen (ab)=t], entnimmt
man fw=(ab)s, mit we]l eindeutig bestimmt, woraus
der Schluss derselbe ist.

Eine letzte Bemerkung haben wir noch in Aussicht:
ein Produkt der Form a,/=(A,%).-(/,{) muss man als
(AL, la)p=(A, P4 :l). verstehen; dennoch schreiben
wir

a f=(A, by - U, D= (A, 5 Pas o,

unter der Bedingung a-4%./l=(ah)l=a/l, die die
Bedingung a- /& ®.arli=(akt){pl)=(ak)! ersetzt. Ahnlich
wird man schreiben:

hh_"ﬁmu___.__h__ & _”knm _mhunu_”kﬁuh..wh\mb_.__&.

Der Prozess ist von der gemachten Wahl von peli=[
unabhiingig.

In Zusammenhang mit dem soeben bewiesenen Satze,
hebt sich die Frage auf zu konstatieren was geschieht
wenn die in [, 4,8,...,48,... gewihlten Elemente
py@ybyeee tye.. statt p,a,b,...,¢,... sind. Es ist dann

a=ah=(4, ks, bi=bk=(B, &),
@b (A, B (B, by = (AB, w)i,

mit Bezeichnungen, die den vorangehenden analog sind.
Statt (4), hat man

(A, k) - (B, ks =(AB,hY 45k,

wobei die W—Familie die ®—Familie ersetzt. Wenn es
unter den Faktoren des Produkts eines gibt, das die
Form (/,4)5=(f,8), mit [=pL, hat, wieder werden
wird auch
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(AR (L, )= (A, B ¥ ar by () (A, )z =(4, 1%, 1)
Lo k) - (B =, h¥rs ) =(1, hle);

setzen. Unsere G_umlmw:gwmm zelgen deutlich wie Q=

=, A, ¥)=(0,A,¥) unabhingig der in den Klassen

von Q/ gewihlten Elemente ist. Die beiden Familien ®

und W, der Fastgruppen I.qz(®) und 04 z(¥), in denen

die Produktoperationen @,z bzw. ¥ 45 sind, nennen wir

assoziierte Familien der Evweiterung Q, von 73, nach A,
([8], S. 408).

Nun selzen wir a=awe,b=58F,..- ,i=18,... ebenso wie
a=az,b=0F, .-, 1=10,... voraus. Es gilt sukzessive:

‘_‘LA u.ﬂwuﬂ == ﬁﬂhth"_”aﬁu .‘u.__."n.1LA u.ﬁ.w.n 3 .hw Ilﬁkxﬂ ] _ﬂ.e...quh .m.ﬂ.v._u ¥

(A, h)e=ah=(aa)h=(A,a) - h=(A,2¥ 40 h);
WOoraus man

A.m.ﬁ 1 .&wm "T&_ y Rehkmw.u_nhﬁhu m ._.m_.k:_. n_R _H.hk ___.“U.”_M.
ebenso wie

ﬁ\H 1 M__.“Ta"ﬁknm. umﬁ—___\m-h ___qnu_al h._nkrm uﬁﬂw\m_.l”.m L.‘huhhm“_“_.«. '
herleitet. Es folgt

m.m.whhhn“h&hhbuﬁ.n _H.hu.;m d.__\p_.hhmuihw,

und somit haben wir den

Sarz 31 Die Transformationen T und T"Y, die in

Ui die Linksmultiplikation mit a, mit © 47 davgestellt, bsw,
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die Linksmultiplikation mit «, mil Y., dargestelll, defi-
nieren, sind wmgekehrte Transformationen.

Die Formeln (5) erlauben den Zusammenhang zwischen
den Operationen ® und ¥ genauer zu erkldren. In der
Tat, hat man

(A, Rz (B, Es={A, Hﬂ.huw}“_e . ﬁmuﬁem_wbuw"ﬁkﬂm“bﬁwm__wﬁ? =
..... (AB, 99451 (AY 4 k))e=(AB (294, 5) 4 5(E P51 £));

folglich gelten die Gleichheiten
004 (AY 48 R)=(2Pas )P4 p(BPps k),
die man auch
(A¥a5k) T'9 (AB)=(h TP (AN sk TH(B)  (8)

schreiben darf, wobei 7T%(4) die Linksmultiplikation
mit = in .s, mit der Operation ®, definiert, ..‘._J__m:va
eine dhnliche Bedeutung in g, hat, usw.. Die Gleichheit
(6) kann noch die Form

Y 4z b=[(h T (AN snlk THBN(TY(AB) (@)

nehmen. Dann ersehen wir, dass {745, mit der Operation
¥, Isotop von P45, mit der Operation ¥, ist.

Es ist nitzlich die Formel (7) noch schreiben, wenn
z. B. B=/ angenommen wird. Aus (5') leitet man leicht

R ark=[(k T5(A) P4, k(TS (A

her, Wenn wir aber die allgemeine Formel anwenden
wollen, dann missen wir eine Transformation 7T¢([)

Uber die Fasigruppenthoorie a5

durch die identische Transformation ersetzen. Somit hat
man auch

m“ﬂ—am_m__m"_ﬁnh_m"behhbhb_#.

Wir formulieren das Ergebnis unserer Darlegu ngenals

Satz 41 In swei assosierten Familien einer Erweilerung
Q, von [, nack A, sind die Fastgruppen 1,p(®) und
ﬁ...q"._w__,..%_..“_ L_ﬂ.w_nw.w..n_q.___m.ﬂ,,

2) Studium eines besonderen Falls—Die Darlegungen
der vorigen Nummer haben uns gezeigt, dass es immer
eine Erweiterung Q, von I, nach A, gibt, falls 1 und A
angegeben sind. Sodann, innerhalb Q, wobei JJ Rechtsnor-
malteiler und A=QyD ist, kann man QQ als Erweiterung
von I3, nmach A, auf mehrere Weisen betrachten. Im
allgemeinen aber keine unter den verschiedenen Weisen
erzeugt den Prozess, der anfinglich zu Q fuhrte.

Trotzdem hebt man die entsprechende Frage auf.
Somit: wir nehmen an, dass Q durch eine Familie ¢
errichtet wurde, in solcher Weise, dass in den Fastgrup-
pen Ii45 die Produktregel mit @,z dargestellt ist, dann
fragt man nach einem Prozess Q wiederzugeben, indem
man, aus [J als Rechtsnormalteiler und aus der Quotient-
fastgruppe Q/P~A ausgehend, die entsprechende Produkt-
regel in den Fastgruppen P4z unter dem Symbol ®,5
wiederfindet.

So denken wir uns zunichst die Fastgruppen D—
=11/, ---| und A= |/, 4, B,...|, sowie die Erweiterung
Q=1{({,p):(A,#);---| von U, nach A, und zwar mit der
Produktregel (A,4)0(8,k)=(AB, k¥ sk).

Danach betrachten wir

QP=|0;(A, 5B, 5)P; -;(AB,B)T; | =Ay=A,
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In den Klassen die Ay zusammensetzen, wihlt man
(A,R);(B,k);---;(AB,k);---, ohne notwendig zu sein das
in I gewiihlte Element anzugeben. Dann, fir (4,4)eQ,
schreibt man

dass es in (Q einen zu A isomorph Rechtsnormalteiler A,
gibt? Wir beantworten dieser Frage, indem wir folgendes
beweisen:

(A k)=(A, B ol FY={(A k), (L, f Deamy=(A, f dam;
(B k)=(8, qhem;
(A, m)e(B,&)=(A8,hPysk)=(A5,8)48m;

Satz 6: Sind P=\lu,p,h,---| und A=}, 4,8,
mit Rechiseinheiten w bws. [ gegeben, so hat dann und
nuy dann die Evweiteruny Q von 11, nach A, einen Rechis-
normalteiler Mo |(f,0),(A4,u);(B,w);---|, der durch die
Abbiidung A~(A,u) su A isomorph ist, wenn folgende
Bedingungen erfullt sind: 1) wu®ypu—u; 2) A0,y u—
|#m 3) _”.hm_e_LLnx."_E_hkﬁhw‘n_&ﬁ__muWtu"_”.__ﬂw@uuhmbw&htkﬁ“ .._ﬂmn___q.___.v.
(AX)(BY)~(AB)Z. Da wir Ay als Rechtsnormalteiler
verlangen, muss man (4,4)Ap—(4,4) Ay haben. Man
findet notwendige Bedingungen, indem wir diese Gleich-
heit durch Produkte ®,5 ausdrciken. Wir setzen

es folgt
(A fhamo (B, gksn=AB, s)asn=(AB, 7O 459 ann,

wobei 045 die neue Produktregel in U4 p darstellt. Die
aufgestellte Frage wird bejahend beantwortet, sobald
man weiss, dass es fir die Familie ¢ ein £e]3 gibt, for

welches (A, A (TEg " =(X,x), dh (A, h)=(X,x) Hm,.. -

(2 ®arf)VaplhPprqg)=hPani(jPanqg) (8) =(XB,xbxpu.

gilt, wie man aus Dann gilt 4=X8 h=x®yzu. Wir wollen aber auch

(X x)=(A, k)oY, u)=(AY,4P4yu) haben. Dies erfordet
AY=X, hd,yu—=2x, woraus sich diese erste notwendige
Bedingung ableitet:

mr P 5=k .Hf_mk Ty

mit =h®arf, k=h®s;q, s=7O,zq, erkennt.
- . (Aayu)Pyypu=h, mit (AY)B=4. (8)
Die im Satze 2 erwithnten Familien nennt man fnmere

Familien. Es gilt dann der folgende Sodann, wenn se(4,k)A, ist, mussen auch & 7{2,, und

(gt in (A, k) Ag liegen, Wir nehmen s=(A4,m)o(C,u)=
Satz 51 Ist Q=(0,A,¥) efne Evweiterung von U1 nach =(AC, h®acu) an; so folgt
A, so ist daun und nwr dann P eine innere Familie, wenn

eir) v
es ein hel gibt, fiir welches die Besichuny (8) gilt. # Ty =(AC) B, (h®acu)Racou).

Das zweite Glied darf die Form (A4,hjo(Z,u)=

Das folgende Problem ist interessanter: Denken wir ~(AZ,h® 4 zu) haben, wenn folgende Gleichheiten gelten:

uns Pe=lu,p h,k,...| mit u alls Rechtseinheit; dann

fragt man: ist es moglich eine Familie ® so zu bestimmen, AZ=(AC)B, h®izu—hbicu)bacon (9)
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Diese Bedingung (9) betrachten wir zu diesem Augen-
blick als neue notwendige Bedingung. Was

e(Tita)y'=(T,k), oder (AC, k4 cu)=(TB,kbr ), (10)
betrifft, die Gleichheiten
.,.m._..u__mu_ﬁ._u\uu%uﬁﬁpﬁuﬁu"ﬁhhﬂqb&h_kxu“

ebenso wie (10), ergeben AC=TH, h¥, cu=klrgu,
T=A4X, k=hv,xu, und somit

_ansuru“_m .\Hﬁ,.. .ﬂ%ﬁku.ﬁuﬁu@hﬁmﬂm"%&h_ﬁx»
was (9) wiedergibt. Nattirlich muss man auch
ulipu=u (11)

haben, da Ay zu A isomorph sein soll.

Bis jetzt haben wir die notwendigen Bedingungen
(11), (%) und (8" gefunden; dbrigens sind sie hinreichend,
damit (A, &) Ae=(A,A) Ay ist. Nun wenden wir uns dem
Frodukt (4,4 Ao (8,5 A von zwei Klassen zu. Man
hat Produkte der Form

_”kmk‘umw@k,h.ﬁu_u_”mw Mwu_ ._.waw_ﬁuv.m”_ =
=((AX)(BY), (h®axu)ixpsyikPsyu)

zu betrachten. Wenn das Produkt von zwei Klassen
tatsfichliche eine Klasse ist, dann hat das Produkt der
Klassen einen Reprisentant (48,4 ®, z4&), womit es ein
Z el bestecht filr welches

(ABYZ, (kP45 k)¥452u))=
=((AX)(BY),(hVax 1) Paxpy (ks yu))
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ist. Hiermit habsn wir folgende notwendige Bedingung

(AVsxtu)Paxpy(fleyu)=(h 0 ) Vipzu,
falls (AB) Z={AX)(BY). (12)

Wir machen in (%) Z=/. Dann ergibt sich (8") wieder,
falls
A=k, (13)

Diese notwendige Bedingung wird uns sehr niitzlich
sein, damit wir zeigen konnen, dass (12) die Bedingungen
(9) und (&) als Folgerung hat. Wir machen in (12) B=/;
daraus folgt

(hPaxu)Paiey(kPryvu)=(As8)P zu.

Hier setzen wir £=u; dann wegen (11) und (15) hat
IMan

(hPaxu)Paxy=hP4z mit AZ=(4X)Y,

d. h. gerade die Bedingung (9). Was (8') betrifft, es genugt
in (9) Z={! zu machen. Unsere Ergebnisse kénnen wir
so zusammenfassen: die Bedingungen 1), 2} und 3) im
Satze angegeben sind tatsdchlich notwendig. Wir wissen
bereits, dass sie erlauben die Gleichheiten (A,k) Ap=
=(.4,/k) Ay schliessen zu kénnen. Es gilt auch die homo-
morphe Abbildung

(A, h) (A, ) Ao;

s0 brauchen wir nur zu zeigen, dasse die beiden Glei-
chungen

.__.kn.H .-.m»u _".__rn_ 4] ﬁ\.[ﬂ f ..w.u ._P_ulﬁ._m 1 h.m‘w .___r.._v” ﬂ.m.‘.h“_ h.r_.._h___..”...nm___h.”.._ .__..p.”."._“.___l.n.w._.m_u._ﬁ._u

eindeutig losbar sind. Nach den Bedingungen 2) und )
ist es leicht die Beziehungen

ﬁkﬂu}u}aﬁﬁmuﬁuhﬁrnunﬁ\&__hwu_ﬁ__nhw.___m.“_}.n_
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zu beweisen. Dann wird z. B. die zweite fragliche Glei-
chung eine einzige Losung haben, sobald man aus

(Z,5)o(A,k)Ao=(B,2)Ao=(Y,9)0 (4, k) Ay
die gleichzeitige Beziehungen
Y=ZT, y=2®z7u
herleiten kann. Nehmen wir
(Z,8)0({AX, hdarit)=(B,5)=(Y, " oAV hd,u)
an; dann hat man
ZAX)=Y(AV), 30z.4x(h s x1)=y Py ap (hY.qpu). (14)

Wenn aber Y= ZT ist, die zweite Gleichung (14) zeigt,
dass man die Gleichheit

_H.m.. ENuq.ﬁw_ anﬁ\. w\ﬂ____w Ql,ﬁqh“_p.".m G_Nukh. _Tw Q\H_H u&_ !

mit (Z7)[AV)=2Z(4X), zu zeigen braucht.
Setzen wir (ZT)(AV)=(ZA4) U; wir haben

‘.,h._H.N__L hw.”_ Q_N\.__,_n._. mthaw__N.u.uh.ﬁghuh..ﬂmu_u mit ﬁN.H..Mu QL .N._Mnﬁnun.u_u
zu beweisen. Nach (2) und (3) ergibt sich
50z ax (AP x1)=(sCzr00)Pz ax (AP axtt)=(20z ) Pzapu,

und somit gewinnt man den gewiinchten Schluss. Der
Beweis des Satzes ist vollendet.

In Zusammenhang mit dem letzten Teil der voran-
gehenden Uberlegungen, liegt es nahe zu untersuchen
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wie die Quotientfastgruppe Q/A, der Fastgruppe I
isomorph sein kann. Es sei die Klasse

(A, ) Mo=)(A,R);(AX, kO xu);.--}.
Es ist leicht einzusehen, dass (4,A)As==(4, B A, falls
k==%. In der Tat, wenn man (4,8)=(4X,kd4xu)

annimmt, wird man AX=4, X=/, sowie A®, u=h=rF
haben. Infolgedessen, muss man die Klassen

(A, ) Aos (A, B Ao (A, B) Ay} usw. (15)
betrachten. Denken wir uns andere Klasse (B,7)As.
Indem man B=A4X setzt, folgt (B,;)Ac=(4X,7) A=

(A, x) Ay, falls x®,xu=7. Dies bedeutet, dass in (15)
gesamte Klassen sind. Statt (15) darf man auch

(L,9)8o; (I, A)Ae; (I, B)Ao; usw, (15)

schreiben. Im allgemeinen aberist (/,2)AcE A, 8 Ay,
In (15') gilt die Multiplikationsregel

(1, 5) Aoo (S, &) No=(1, hk) Ay

daraus ergibt sich die Isomorphe Abbildung k—(f, &) A,.
Man kann behaupten:

Zusatz vEM Stz 61 Aus den Bedingungen 1), 2) und 8)
ergibt sich, dass man Q[Ay=1 hat. Es empfehlt sich eine

Bemerkunc: Die Abbildung A~(7,h) Ay gewinnt man
auch durch die Reprisentanten (15). Dann muss man

B (A, ¥ q40) Ao,
Rle (A, (hle) p g 0) No=(AA, (k) Vg 0) By, q00)
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setzen, woraus sich die Gleichheit
m.hw _m.hk. .Ru_ __ﬁhuh Q_w eh__k 2”__ ,M.Tm.__f .ﬂh__.m un“_ _H.th ] _“_.m___q“_

herleitet, Diese wollen wir tatsfchlich verifizieren.
Die Bedingung 3) des Satzes 6 ergibt

(APr )P a(BPran)=(hPr R) Vs g qu=(0k) Dy a4u;
und die zweite Gleichheit (9) fuhrt zu
(k) By g o) P g6 =(lke) Pr g,

daraus folgt, dass beide Glieder in (15") einen gemein-
samen Ausdruck haben.

Wir konnten daran denken, den Isomorphismus
U =QfA durch die Abbildung #-(A, %) Ay zu gewinnen.
Dann, aus

b~ (A, hk) Ao
nknm. " hn.“_ .p.__r_u_ n.__mkum. 3 __—M.._U_ |____5 |*\hmmkﬁ ’ _‘._.w n_..n.h__nw_ .___._n...v |._...-.=u_

wiirde man die neue DBedingung EEG?..:*.I..._@&&E%
schliessen. Zusammenfassend:

Satz 7: Wenn die Familie ¢ die Bedingungen 1), 2)
und 3), ebenso wie h Oy k= {(hl) P40, flir gesamte Ae A,
erfillt, dann gibt es Isomorphismen P=QfAy, die den
Elementen von M entsprechen.

Wenn wir, fir gesamte 4 und B, h®,4p5k—hk setzen,
dann sind die verschiedenen Fastgruppen D z(®) der
Fastgruppe U identisch. Die Produktregel (4,50 (B, k)=
=(AFB, k%) behauptet dann, dass es sich um ein direkfes
Produkt handelt. Man schreibt in diesem Fall Q=1=<A.
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Diese Definition des Produktes ist zwar von der Existenz
von Rechtseinheiten in ¥ und A unabhiingiz. Wenn
jedoch well, JeA existieren, nicht nur gelten die
Bedingungen 1), 2) und 38), aber noch die Gleichheiten
(fke) Py q1t=hk, woraus sich Q/P=A,Q/A=] ergibt,
Die verschiedenen im Satze 7 angegebenen Isomorphismen
DU =0Q/Ag,(Ap=A), reduzieren sich alle demselben Isomor-
phismus, und zwar aus dem Grunde, dass (/,/%)Aq=
Sl B Kg istk:

3) Anwendungen der Erweiterungstheorie— Die Erwei-
terungstheorie und noch spezieller der Begriff des direkten
Produktes kinnen nutzlich sein, wenn sich um die
Erzeugung von Fastgruppen mit bestimmten Eigen-
schaften handelt, und zwar von anderen kleineren Ordnung
Fastgruppen ausgehend. In dieser Hinsicht wollen wir
uns hier auf die Erweiterung einer Bruckschen Fastgruppe
I nach einer Gruppe A mit drei Elemente beschrinken.
Wir gewinnen so eine neue Brucksche Fastgruppe. Der
Prozess ist dem von ([2], S. 33) vergleichbar, obwohl hier
sich eine kleine Schwierigkeit vorstellt. Wir setzen

ﬂ"_ﬁuﬂ_b.bu...r ﬁ"“h_kﬁ_uﬂwu...u_q

und bezeichnen mit L und R die zum Anfang der
Nummer 4, § 1, angegebenen Transformationen von 1.
Ferner definieren wir die Erweiterung Q= (17, A, ®)
durch folgende Multiplikationsregel, die die Fastgruppen
Yer, Bray--+, 048, usw. betreffen:

(L, kYo (l,B)=(I, h); (I, K)o (A, &) —=(A, kL - b):
(L W) o (B, By=(B,hL . k); (A, k) o(l,h)=(4,k - kR);
(A, kYo (A, B)=(B,kh); (4, k) o(B,B)=(L,kL - hR);  (16)
(B,E)o(l,h)y=(B, k. hRY; (B, ko (A, ky=(I, kL - kR);
(B, h)o(B,#)=(4,kh).
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Sodann definieren wir noch in @Q zwei Transforma-
tionen, die ohne Missverstindisgefahr auch mit L und
R bezeichnen. Wir setzen

(A, 1) L=(B,R); (B,) R=(A,hL); B,y L=(A,hRy; 17

dann ist es leicht zu sehen, dass @ eine neue Brucksche
Fastgruppe ist. Wir werden die ganze Rechtfertigung
nicht durchfahren; jedoch wollen wir einige Gleich-
heiten bestitigen. So hat man:

U, By Lo[(I,hyo (I, B))=(L, kLYo (I, hk)=({, AL - hb)=({ , &);
(L, yo(d, B))o(A, k) R=(A, hL - £)o (B, kL)~
e (L B ] B
(A, kyo(d, )] o(4,F)R=(B,ki)o(B,kL)=
w(d, bL . bl)=(A4, k);
(A, B Lo[(d, k) o(B,B)]=(B,hR) o, kL - hR)=
(B, kR - (hRL - E)=(B,£).

Die leichte Verwickelung entsteht, weil die Multipli-
kationsregel (16) mehr Typen enthalten, als wenn die
Gruppe A nur die Ordnung 2 hat. Andererseits wird die
Existenz von Einselement in J nicht vorausgesetzt.
Wir haben somit folgenden

Sarz 8: [Ist 7 eine Brucksche Fastgruppe, die Eins-
element nicht haben braucht. Bei gegebener Gruppe N mit
drei Elementen, ist die durch (16) definierte Erweiterung
eine Brucksche Fastgruppe, deren Transformationen R und
L in (17) definiert sind.

Der Satz 3, Nummer 4, § 1, behauptet, dass, wenn es
Einselement=ue ]l gibt, R=L=/J, in U, ist. Kraft (17)
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auch in Q hat man R=L=/. Die Bedingungen 1) und 2)
vom Satze 6 sind erfallt. Die Bedingung 3) erfordet die
Kommutativitit von 1. Was die Erforderung vom Satze 7
betrifft, auch wird sie mit /7, 4,5 erfallt. Infolgedessen,
gilt

Sarz 9: Es seien 11 eine bommutative Brucksche Fuast-
gruppe mit Einselement —u und N eine Gruppe der Ordnung
3; dann besitst die durch die Besiehungen (18) definierte
Brucksche Fastgruppe Einselement und enthilt einen Rechts-
normalteiler Mo, su N isomorph, und fiir welchen Q[M=0
ist. &5 ist auch QP =A. Der [somorphismus QAe=]
fann man in drei versclhiedenen Weisen gewinnen.

Vergleichen wir z. B. beide folgende Prozesse um die
gennanten Isomorphismen zu erhalten:

.n_w.....ﬁﬂ.hv h.._.nhﬁyxhwhm@h.h mh“_h.w¢".ﬁkﬁ+__mkﬂ”_._._._u.
(A, k) As.

Beide Prozesse zusammenfallen, wenn Af=4#4 ist. Man
kann tibrigens leicht folgender Satz verifizieren:

Satz 100 Dann und nur dann ist die Fastgruppe des
vorangehenden Satzes ein direbtes Produkt Q == A, wenn,
fiir jedes hell, B=u gilt.

Eine zweite Anwendung der Erweiterungstheorie
wollen wir jetzt herbringen. Wir nehmen eine Fast-
gruppe Q. Wenn zwei Rechtsnormalteiler I und £ ein
einziges gemeinsames Element f haben, dann ist f
notwendigerweise eine Rechtseinheit von Q, da f allein
ein Rechtsnormalteiler bildet, der ldempotent ist und
den Beziehungen af=al=alls,(f=)), fur jedes aeQ,
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geniigt. Es folgt a=af. Sowohl P wie §1 sind Rechts-
normalteiler, die JJ und £ enthalten. Man hat auch

PHIH=PPNH=D,{x|=P.

Wenn wir

P=lu,p.q.2' ¢ -1, D={w, b,k ,F,. .|

?aFﬁhl.u.__mu!. _@*ﬁ%bw@.ﬁ%b”—@u “"_mq.ﬁ@.m@»m"
".:_»U__Q_...m

setzen, dann folgt, auf Grund des Isomorphismus =
~085/6, die Abbildung p~p5=/. 0 und § alls Rechts-
normalteiler in @ erlauben die Wiedergabe von Q wie
in Nummer 1 genau angegeben wurde. Dann betrachten
wir (3 als Erweiterung von [J nach A,. Wir gehen aus
von gewissen in [/, P, 0,--- gewihlten Elementen, wie #¢e/,
pe P, geQ, usw. Merkwirdig ist aber, dass jede Klasse
[,P,0,.-- nur das gewihlte Element besitz: eine
Gleichung der Form ph-p' ergibt h=u, p=p'. Deswegen
finden wir uns bei einem Fall in welchem das in einer
Klasse, Produkt von zwei Klassen, gewihlte Element,
genau das Produtk ist der in den Faktoren gewihlten
Elemente. Bei genommenen phe O und gke O, miissen
wir
ph=(p W)y  qh=(q,8)

schreiben, und ferner

() (ghk)=(p,2)p- (g, k)g={pg W)pq, mit (ph)(qgk)=(pg)w. (18)

Die letzte geschriebene Gleichheit erseizt die letzte
Gleichheit (2") der Nummer 1. Jedes Mal, dass wir die
Beziehung w=4#4% beweisen kdnnen, zeigt die Produkt-
regel (18), dass die Gleichheit Q=0:x=£ giltig ist. Das
geschieht z. B, wenn U zweiseitiger Normalteiler ist.

Uber die Fastgruppentheorie a7

Man sieht dann leicht, dass (ph)(gk)=p'- hk=(pq)w ist,
und hieraus entnimmt man

(#' - WY (TD) = pg = p#,

folglich &' =u, pg=p", und w=rAk wie es erwiinscht wird.
Es gilt folgender Wortlaut:

Satz 11: Wenn der Durchschnilt von zwei Rechtsnor-
malteiler ¥ und £, in Q, ein einziges Element enthdlt,
dann ist solches Element Rechiseinheit in Q. In der Fasi-
gruppe V5, als Erweiterung von T nach A=05/5=1
betrachiet, hat jedes Element ph die Davstellung (p,h),, und
gilt die Multiplikationsregel (p ) - (g, By = (g , Wy,
mit (ph) (qgk)=(pqw. Falls 1 sweiseitiger Normalteiler ist,
dann ist P ein divektes Produkt, genan PH-P= 5.
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