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'SOBRE IBEAIS DE GGNTRAGGAO E ANIQUILADORES'
NA TEORIA GERAL DOS. MUDULOS (*) :

RS Y e
) “Intredugdo —Como foi dito noutro Iugar (), fazemos
sair também nestes Anais um artigo publicado na <Revista
da Faculdade de OCiéncias de Lisboas, 2. série;, A — Cién-
cias Matemdticas, vol. 1, 1951, pégs. 297 a 344. Tsse origi-
nal foi eserito em Iingua alema. e intitala-se precisamente
Uber Rontraktions—und Vernichtungsideale in der allgemei-
nen Modulntheorig, [14]. Na parte final daremos aqui maior
. -ntimero de detalhes e faremos @Wma ampliacio, por forma
& prossegiirmos, de modo ordenado, na exposigio que
vimos fazendo, hd bastantes anos jd, de alguns métodos
da Algebra moderna. A Lteratura utilizada na -referida
ampliagio sers essencialmente: [3]—T. NaKAVAMA, Tjber
einfache distributive Systeme wnendlicher Ringe, <Procee-
- dings of the -Imperial Academy», ‘Tokyo, vol. xx, 1944,
phgs. 61 a 66; {4]— N. JACOBSON, Structure theory of sim-
ple rings without Jfiniteness assumptions, «Transactions of the
American Mathematical Society», vol. B7, 1945, pigs. 228
‘a-245; [9]—T. NaravaMA e G. AZUMAYA On irreducidle -
rings, "< Annals of Mathematics», vol. 48, 1947 Phgs. 949
.2 9855 [15]— A, ALMEIDA COSTA Sobre anéis der endomor-
ﬁsmos,_ «Gazefa de Matemitica», n.°. 50, 1951, Lisboa.
_ .7 _ - 0s nimeros [3], [4], (2], [14] o [15]L 1nd1cados para as
. diferentes memorias, jogam com outros referidos em arti-
gos mossos ‘publicados anteriormente ou a publicar ainda,
por forma a dar ao conjunto desses/arhgos a uniformidade
_ reguerida por uwm livro, E-assim gque teremos ainda: [10]
N —-A AUVIEIDA GOSTA ﬂobre 0§ endomorﬁsmos dos modulos,

' Exinsictg_da fasc. Il do fomo XXXV
- <Anais da Faculdade de Ciénclas do Porto»
N : . . B

B

- .~

. . {*) Recobido, para pubhcaqﬁo, em 5 do Junho de 1851,

(1) Referimo-hos & Conferdneia realizada ne 'Congresso Luso-

-Bspanhol gue se-efeetuon em Lishoa em Outubro de 1950. O reg-
peetivo toxto foi pubheado nas Actas do Congresao.

. } . ‘ . .
\- : . N




4

mestes Anais, 1948, vol. ,X?XIIi: ,pégs. b a 82; [B]—N.
- JACOBSON, . The radical and semi-simplicity for arbitrary

vings, <Amerioan Journal of Mathomaticss, vol. 67, 1943,

“pags, 299 -a 820; [8] —N. JACOBSON, On the theory of pri-

" mitive rings, «Annalé of Matheiaticss, vol. 48, 1947,

phgs. 8 a 21;.¢ também: (I) —A: ALMEIDA Costa, Siste-
mas hiper-complewos e representages, publicagio n.® 19 do-
«Centro de Ystudos Mateméaticos da Facnldade de Ciéneias
do ‘Porto», 1948, B18 phgs.; (1I) —N: JacOBsON, The

theory of rings, ..« Mathematical Surveyss, 1943; (III)— -

J. Levitzki, Uber nilpotente Unterringe, ¥Mathematische
‘Annalen:, tomo 105; 1931, pdgs. 620 a 627. ' _
O« assuntos versados neste Capitulo, em relagio mais

ou menos imediata com o objective dos restantes,. respei-

" tam a questBes da teoria geral dos médulos. Eles poderiam
“ger expostos quando a sua utilizagho se fornasse necessd-
- yia, mas isso.implicaria, por vezes, umd guebra de uni-

dadeé nos raciocinios. Como se trata, por ottro lado, de B

. matéris importante em &i, nio hesitdmos em consagrar-lhe
um Capitulo - especial. Isgo nos- permitird ir bastante mais
- além do gue ‘me-tornaria indispensdvel para os’ desenvol-

-yimentos posteriores. Dam modo geral, refomamos as con- .

sidera¢des feitas em [10], com o aspecto que se encontra

em [14]. Fmbora néio possamos considerar de excepcional

importéncia os tesultados obtidos, julgamos hayer certos
" pontos gue, on_pela sua originalidade, ou pela forma como

se chega a resultados conhecidoes, merecem interesse parti-

_cular. Nos primeirds §§ insistimos em considerar o ideal

“esquerdo ‘definide' como conjunto dos endomorfismos dum_ .

médulo’ que aplicam o moédalo num sub-médulo, '80:INOSMO

tempo que introduziremos mais duas nog¢Bes: I) a do sub- -

-médulo ‘que & ‘aniquilado por um conjunto qualqoer de
“endomorfismos ; IT)-a do ideal direito que aniquila am dado
sub-médulo. Nos raciocinios; bem entendido, supor-se-&o os

simbolos dos endomorfismos colocados & direita. Teremos , - -

ocasido de verificar que a introdugho de I) e II) permite se-
enunciem certos téorémas; em correspondéncia. com outros.

respeitantes aqueles-ideais esquerdos de endomorfismos. =~ -

2) Ideais de_'conﬁacl;ﬁo em ezsu,b;_médrulos —932 ¢ um
médulo e AU o seu anel de endomorfismos. & é um sab- "

" -conjunto de 2, de sorte que N é médulo —Q. 0 comu-.
“tador de'Q,.em-2, serd representido por &, Em seguida,

~

5

_K_i'.':]:_(i_)i representars um su_b_-ranel de O, podendo ter-se
0/==0, ou, se Q é vazio, &'=2U. Um sub-médnlo n,

de 9N, pode ser entendido em vérios sentides, a saber:

1) como sub-médulo ordinério; 2) como sub-mddulo — Q;

3) como sub-médulo—£/; 4) como sub-médulo — (L, an.

. Qualquer que seja N, hd um ideal esquerdo 1, correspon-
“dents, composto dos endomorfismos — &, contidos em Qr,

que aplicam SN dentro de'N, {10, § 2). O referido ideal
representade pela letra mintiscula. correspondente & maitis-

‘cola que' representa o sub-médulo, designa-se por. ideal de

contracgdes em. M. No que vai seguir-se estario em.causa,

* geralmente, sub-médulos— Q; mas raciocinaremos muitas
‘vezes. com médulos quaisquer. Os olementos de Q, parti-

cularmente og de Q', serio designados por 4,B,C,...-

Seja 9?7—921 Ny a irite.rs'ee'c;‘é.'or dedois sub‘lmé&ulos

‘quaisquer. X -imediato-que se fem n== [ny, ng]. Assim:

* TpoReMA 1:— O ideal de coniracgbes ein M =1 N Ny~

' é .n :.'[':nl.:: nz] . ) . : i

- Beja RN= (N, N2} um sub-mddulo gerado pélos dois.
sub-médulos quaisquer N, & Ny, K evidente que n2 -

_ 2(ny, ny). Inversamente, se . .tomarmos n= (11y, n3), onde

os- 1; sio ideais esquerdos de Of, tem lugar a relagio .
Mn=(Mn4, P ny). Podemos dizers o

TEOREMA 2:— Para a soma = (g, Ny) de dois sub- -

-mddulos quiisquer, é nZ(ny; ng). Inversamente, dada a soma

n=(tiy, ng), de dois ideais esquerdos de Q' , tem-s6 Mn =

= (M uy, D 1iz). Bsta riltima relagio 6 uma igualdade em

que figuram sub-médulos —0Q,

R mais preciso ] i_:,éorem’é a-seguir, {10, §'_2].' . .

TeOREMA A (1):—Se N= '921 + Ny é w;m soma divecta

de" sub-médulos — Q ¢ se Q'=Q, tem-se n="ny- g, am-

(¥ 06 teoremas e corolarios indicados com letras nio acen-

*  tuadas ' t8m ecorrespondentes com letras acentuadas, os quais, h

goguindo [15), serfio. demonstrados no § 10.
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bém comio soma -directa. Na verdade, suponhamos M BEN

‘o tomemos me M, mBeN. Pondo mB=ny-+ng, com

nieMNi; (§=1,2), a correspondéncia m—>n; & um
endomorfismo — &, de 9N, que designaremos por A.

Das relagdes B = A; + 4p, I 4: ENy, . conclui-se
e, portanto, n = (1, ny). Esta- soma e

Be(n,ns), = (111, ). E 18
directa, pois que, pondo A1:|_—'42.—:d, con A,rep.-, v8-50

- que di;=o.

" A cada 9, como se disse, corresponde um ideal de con- -

tracgBes 1, bem determinado. Pode haver, porém, vérios
anb-mddulos: com o mesmo correspond’ente. Se, com. efeito,
Aen, consideremos o sub-mbdulo Y gerado pelos: sub-

' -médulos IMA. A N (que é sub-mobédulo— &2, contriria-

mente a N, que & qualguer) corresponde ainda o ideal

esquerdo. n; & o menor sub-médulo nessas condigBes.
‘Apenas podemos afirmar ser 9/ EM. Conformes com

uma notacfio muito usada, e j& utilizadsa no teorema 2,

= - . I3 J
escreveremos. N/ =M n, significando com o 2.° mem-

‘bro o conjunto de elomentos de M da forma Tm A,

- tém_G€, pelp que Mn2IN €. Por ser Whgmﬁﬁ,pondui—se
Mn=INE. Assim: o - -

‘onde o somatério” é finito ¢ meIN, Ael}. Quandq s
*-¢ imagem -homomorfa de M, tem:ser N’ ="N. Fllxe- )
mos o . - ] . . ' '

L TEOREMA 'SE;_chdo_ am’_sﬁb-médulo _gudlc_}ue_r €N, existe
sempre um_sub-médulo —Q =N'EN, tal que o ideal de con-

tracgies em N/ (=Mn) é v/ =n. : s i

x

Tuversamente, fomemos um conjunto & de elementos =

de ¢/ o formemos o sub-mddulo N E = N. O ideal n con-

‘

TEOREM;'\ 4: — Dadoe um conﬁmto—G_de..eiém‘eh_to; de QF .
existe sempre um ideal esquerdo n2G; de Q7 tql que m é

" ideal de contracgdes em ME =M n.l'

Um caso preciso"em que n==¢ ¢ dado a geguir. Dum

“modo geral, sejam t um ideal direito de & o ¢ o seu ani-

- quilador esquerdo (ideal esquerdo em. Q). Entdo, se tomar-

mos G=¢, o ideal—de contracgbes em IN G:'E))l e=RN
& n=¢, pois que tendo’se er={_0) e Mn="Le 6 Mur==

={(0), nr=(0), nSe. Aqui, eNr & um i@eal‘ bilate:gl

.
»

. onule. -

*- - ‘ ' T

v nilpotente de t,.composto de elementos de.e .que indu-
-zem o endomorfismo nylo em Me.. Podemos dizer:
: ! . Mt

TEOREMA 5: — Todo o ideal direito v, de O, tem wm

v .,dniguilador esquerdo ¢, ¢m Q| que é o ideal de contracgdes

em WMe. A intersecglo eNr é um ideal bilateral nilpotente .
de v (de empoente 2), composto de todos os elementos ‘de t
que aplicam “M, dentro' dée Me. E se 3 for o amiquila-
dor direito de e, a inlerseced® e(\y. representd, simultdnec-

. mente, as totalidades dos elementos de ¢ ¢ de ¥ que induzem,

- irespectivamente, e\m. WMe ‘e em, M|{Me o endomorfismo
Em geral, escolhido N (1), da aplicagiio dos elementos
- A 68" nio resultas N 4SEN. Quando isso sucede, N 6

. sub-médulo — Q' e o ideal-n 6 bilateral.: A inversa

nio 6, porém, verdadeira, Fixarémos o seguinte enun-
eiado: - S o L
: N ' k] -

N

‘ TEOREMAW 6:‘—"86 N ' é sub-médulo — O, o..c'dgal' n, é’
bilateral, E, s¢e NEM ¢ imagem homomorfa — L, de M, ¢

. condigdio necessdria e suficiente, para que w seja’ bilateral,-

que -se tenha NTEN, qualquer que sejo T e/, Mais
‘geralmente:: . . o T 0 e
. 'TEOREMA 7:— Supondo N tal gue Mn =N, 4 condiglio
necessdrier e suficiente, para que 1 seja bilateral, que N seja
sub-médulo — QF, ' S : S

Tzemplos de sub-médulos aos - quéis . correspondem
ideais bilaterais séo dados por expressdes de qualquer das
formas. NQ/, Nr, mr, onde N ¢ um sub-médulo qual-

- .quer, v é um ‘idealdireito de Qe meM ¢é um elemento
., fixo.; Nestés exemplos trata‘se de sub-médnlos — O, mas,

i

se supusermos N um sub-médulo— &, os dois primeiros

5o também sub-médulos'— Q.

- (1). Dificuldades féenicas obrigaim-nos & substituir, por vezes, .
as Jetras géticas, por letras latinas correspondentes, de tipo diferente
do que: & utilizado no texto, Assim: 9N ou M, N ou N, ete., {ém
neste trabalho o mesmé significado. L W

s ~ ’ ¢

Tl




Estudemos Mr—N Entio, n § bllateral tendo-se ;
Mr_Mn (teor. 4). Se. ¢ for maxuno em &/, ou se terd,

n=roun— Q’ Portanto
. TEOREMA 8:—8: T Jor um zdeal direito mdaimo de Q’
o sub-médulo — (Q,Q)=Mr= N-tem wm ideal bilateral de

contraccbes fal gue, ou é n=r, ou =0 Na hipitese de r

ndo ser bilateral, é n=0' @ Mr—MQ’ No caso parti-
cular de se #e'r Q'—- Q,é Mr_/M se't nao é bilaterals

/

Fagamos ainda algumas observac;oes snnples SeJa,m N

am sub-médalo e n o ideal de contrsccSes correspondente.
Suponhamos N M. Se o sub- médulo Mn, como médulo
ordindrio; 6 mdximo, tem-se Mn=N. Este tdltimo &
necessiriamente sub-médalo— L. Quando N--6 um sab-

-médulo — ou ordinirio méaximo, nio. pode concluir-se

Mu=N, mas se a 1gua1dade twer lugar, entao é
" Mn'=M, para- cada n':)n

Se M ¢ Q' sio tais que toclo 0 sub-modulo—-Q N é

imagem endomorfa de M, por via de Be8'; podemos afir-
mar:

. dente para os ideais esquerdos de &/ arrasta a condlca.o de
cadela. ascendente paza 03 sub-mo&ulos—& de M.

1]

Voltemos a0 caso em que N § sub: médulo — &', For-
memog o grupo- diferenga M/N, que adnnte @/ corno
" dominio opera,térlo. Serd, se weM Ae®,

- ?—.——m;—l—--NEM/N», (w+-_N).-4~—,—¢A+N_-_ .

o tem ums imagem homomorfa. 2’ no anel é[os endo-.r

' morﬁsmos de M/N. Se for, O /a 50 ideal bilateral o
al compoe-se dos_elementos A Q' tais que mA_eN qua1~

quer que seJa. . Vé-ge que a’ =n. Daqul 0

TE.OREMA 9:— Quando N é sub- mddulo-—@’ o0 ideal bila-

- toral de contmcgoes n & tal que Q-‘[n é zsomarfo dum ane? de

— N

1) 6 N=Mn; 2) para cada. NICNE, fem-ge "
1, C g, Resulta daqui. que a condigiio de cadeia ascen- -

s,

~

N

endomorfismos M {N ( P ecwamente 0 anel composto pe?os endo-

marﬁsmoa distintos mduzwlos ‘pelos eleméntos de Oy,

. No caso de N ser sub- modulo-—Q’ méximo, o grupo
diferenga M /N ¢ irredutivel — Q’ Supondo a :l:(o), tem—se,

para ceda 3o, scS!"—M /N, ¢oimo Se viu no Cap ante-
rior, teorema 25 ou se pode ver em {5, § 81. Assim:

TEOREMA 10:— 8 N é um. sub-médulo — O mdaximo,

L em M, tem-se M/N——-XQ para qualquer 4o, supondo_ _

Q’—Q’/nf{:(o) 8o 8'=(0), s MTEN.

COROLARIO 1:—8 N & um sub-médula — ma:m.fmo,_

em M, o radical — J, de O esta contido em n. (Oap ante-
rior, teor. 26, ou [5, § 8]) '

s

"~ 8) Anlqulladores dums sub- mudulo — Qualquer que se1a.

0 sub-modulo N, ao lado-do ideal de contraccbes em N,
~ consideremos o ‘ideal dlrelto 8, de 9, composto da’ totali-

dade dos elementos de ©' que anulam N. & diz-se ideal
aniguilador de N. E, do mesmo modo que MuEN, aqui
existe um sub-médulo — L=N'2N, composto de todos
08 elementos de M que siio anlqmlados por 8. N/ diz-se o
antgutlador modular de 8. H4, entio; um certo ntimero de
. feoremas, em correspondéncia com ‘os que foram- estabele-
cidos no § anterior. Assun, seja N =(N1,N3) a soma de
d01s sub-mé@ulos quaisquer. E vilido 0 .

TEOREMA . 1': — O - ideal amguzlador da ‘soma N-—-—

o= (Ny, Ny ¢ a mtef’secgao [61, 62] dos ﬂ'espectwos adeaas

amguzladac es.

“Se se tiver, em segmda, N N]_ﬂNg, 0.ideal amqm—'
Iador. 8, de N, verifica a relagiio 82(84,/8,), Inversamente,
) tomarmos *‘3’_(31,62), onde os -§; sho ideais direitos

' quaisquer de 2', tem lugar a relagio N = NN N, entre -

o8 respectlvos amqulladores modnlares Podemos d1zer1

TEOREMA— 2' — Parac o mtersecgao N N1ﬂNz, de
dozs sub- modulos gumsguer, € 82(81, 8;), Inversamente, dada

- ..\[
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'

. @ soma Q_(QI, 2); o8 mspectwos camguzladores moduia'res
vemﬁcam a igualdade N = N1ﬂNz vt

Ja, dlssemos qus, dado N e consideado o sen ideal
) amqmlador 8,0 amqmlador modunlar N/, de 8, é um sub-
. .mbdnlo — O que contém. N. N/ 8, de facto, 0 maior

" gub-médulo aniquilado’ por 8. O . ideal aniquilador &/,
de N, verifica'a relagho 8’ Cé, pelo que §'=3. Tem-se 0.

'TEOREMA 3': — Dado um sib-médulo- gualguer N, emzste
sempre uin sub-médulo —Q=N'2N, tal; que o zdeal ant-
gmlador de N/ (= aniquilador modulaw de 8) ¢ g'=¢.

Inversamente, tomemos um conjunto € de elementos~ ‘

de O/ ‘o consideremos ‘o sen aniguilador, modular N.

"B claro que .o idéal $, aniquilador -de N, contém ¢,

pele que o anﬁqullador modular N, de 8, verifica a
relaqa.o N’CN Por . ser NCN’ conclm-sa N=N"
Asmm : 7

TBOREMA 4' -——Dado um conjunto G de elementos de o,

existe sempre um ideal direito 382G, de Q/, tal que 8 é o
" ideal a.mguzlado'r do . aniquilador. modu?a'r N de §; além
dzsso, N é o amgmlador modular de 8. .

Um caso premso em que § =€ ¢ dado a segun‘. Dum'

modo geral, sgjam e um ideal ‘esquerdo de @ e 1 0 sen
aniguilador direito (ideal direito em Q7). Entio, se tomar-
mos €=z, o idealaniquilador do amqullador modular N,
de 8==t, § §=rv. De facto,~por um lado, é §2t;
por outro, porém, sendo MeCN o' ideal aniquilador

de Me, preclsamente r, conteré, 8. Nestas condigBes,

tem-se o

TEOREMA 5"— Todo o ideal esguerdo e, "de QF, tem wm
‘aniguilador direito ¥, em @', que.é o ideal amgmlador do ani- -

_ quilador ‘modular N de v. A intersecciio te é um ideal
bilateral nilpotente de ¢ (de expoente 2), composto de todos
. 08 elementos de e que induzem em N o endomorfismo nulo.
E, se q for o aniquilador esquerdo de t, a interseccio v(1q
| representa, simultdneamente, a totahdade dos elementos de ¢

que aplicam M- dentro de N e a totalidade -dos elementas'

" de q 'que mduzem em N o endomorﬁsma nulo, .

I

11 ) 4 - . ’ . _\'.

S#io sinda propbsiq‘des simples a8 seguintes:
PEOREMA 6': — 8¢ N & sub-midulo — Q' o sew ideal
am’guiladoa- ¢ bilateral, I, se N & tal que ermste um elemento

AeQ do gual ele é aniquilador modutar, é eondigdo neces- -

sdria ¢ suficiente, para que $ s¢ja bilateral, que se tenha

NTEN, quilquer que seja TeQ!."A 2% parte do teorera
pode demonstrar—se como val ver-se. Se N, além de sub-

~-médulo — &, & o aniquilador modular de 4, sem . -

davida que NT EN e 8 ¢ bilateral. Inversamente, se N
¢ a-totalidade doy elemeéntos de M que aniguilam A egé
‘bilateral, tem-se N TEN, qualquer gie seja T, visto
que, sendo 468, é também T4eg, N TA_(O), e, por-
-danto, N TEN.. .

) TEOREMA 7 _—Supondo N e 3 amguzladores 'recap'rocos,
é condzg&’a necessdria e suficiente, para,que 8 seja bilateral,
que N seja sub-mddulo — &', J4 sabemos quie a condlqa.o 8
suficiente. Supondo agora N e # aniquiladores yeciprocos
o 8 bilateral, tem-se N T8EN $=(0), peloqué N TEN.. :

Os exemplos de sub-raédulos — Q', dados no § anterior,
da forma N 0/, N&#, it levam, como sabemos, a sub- -
-médulos com um ideal aniquilador bilateral. Mas podemos;
na ordem- de ideias que estamos desenvolvendo, ‘abnsiderar
0 amquﬂador modular dum ideal esquerdo ¢, de Q. Vals,
-entdio, o seguinte: se ¢ é um ideal esquerdo, o sen aniqui-
‘lador modular N tem nm ideal anigquilador-bilateral. Basta
‘ver que, sendo, na verdade, Ne=(0), N TeEN-e=(s),
se conclui N TEN. Deste modo, o amqullador modular
dom ideal esquerdo 4 um sub- médulo —(Q Qf ).

-

TEOREMA 8': —Se e for um 2 ideal esguerda mdaimo de [
o aniguilador modular N; de e, tem um ideal aniguilador 8

" qué é bilateral e tal gue, ‘ou € 8="¢ ou =07, Nd hipdtese

- -de ¢ ndo ser bilateral, § 3 =0 ¢ sdo. tambem iguais 08 ani-

guzladores modulares de ¢ e de 9’ No caso particular. dé se
der Q/=0, N_(o), se ¢ ndo é bilateral. A

1
. Facamos amda. algumas observacoes SImples SeJam.

N:i:(o) am sub modulo e 8 0 ideal amqmlador colrespon-

s

;
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" dente. Se 0. amqmlador modular N" de 8, como médule
ordmé,no, é minimo, tem-ge N'==N. Este ﬁltnno § neces-
Sarlamente sub-médulo — g+ Quando N 46 um sub-mdédulo
minimo, n#o podemos concluir. que o amqullador -modu-
lar N’, do ideal aniquilador 8, de N, seja igual a N
{0 que, de resto, é vilido em goral, comb sabemos). Mas,
se a ignaldade tiver lugar, entfo; para cada 3’28, o anl-
guilador modular é nulo,’ :

Se M e & sfo tais que todo 0 sub-modulo—D—N

é-aniquilador modular dum elemento 4697, podemos afir-
mar: 1) N ¢ aniquilader modular do seu ideal -aniquila-
" dor; 2) para cada N;DONy, tem-se §;C8;. Resulta dagui
'que a-condigio de cadeia ascendente para os ideais direitos’
de B arrasta a condigdo de ca.dela descendeute para os sub-
-modulos—— Q, de” M o

v

Voltemos 80 ‘caso que N é sub-modulo—gf Qr. tém '

fma imagem. homomorfa @7 no anel dos endomorﬁsmos

de N. Se for Qieeqifal, o ideal bilateral' o' compoe—se

. dos elementos -AeQ tais que @ d=0 para cada xeN..
' Ve—se que ol = %.__1élea1 amqmlador de N Daqm o

TEOREMA 9’ $ Quando N sub—mddulon—@ "o sew z'cZeal '
aniquilador bilateral 8 6 tal que Q7/8 ¢ isomorfo dam anel.de -

endomarﬁsmos de N (precisaments o anel composto pelos endo-
mor_ﬁsmos dwtmtos mdumd.os pelos ele'menﬁos de 7).

- No caso de N:i:(o) ser sub-médul()'-—szf minimo, o .
grupo MnEN .é, como N, irredativel — 07, Admitindo = -

~que é n+ (o), serd Mn=N, e éste § irredutivel —27/8 =
=07 Supondo . Qi E(0), _tem-se, para cada zto, perten-
Vcente E Mn 20 =Mn. Assim?

v S

TEOREMA 107: —Se N, eomng (o),'é um s’ub,—mddullo‘-—-@ -
miénimo, om M, tem-se Mn=x2' =N, para gualquer x+o,

pertencente a Mn, supondo Q'="0//8. Se §r=/(0), 0 ani--
guzlador modula,r de Q7 contem N Lo

QOROLARIO 1’ — Se N com n (0), é um suﬁ-modulo —9.'
ménimo, em M, o md&caZ—J de 9!, estd - contido no ideal
amgmlado'r 8, de N o

<4

"
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4y Aphcar;ﬁo E:(H modulos lrredutweis _— Embora o
objeetivo "deste § seja.o que.se refere na epigrafe, vamos
comecar por dar ung enunciados onde se pdem em jogo,
simultineamente, ideais. de contraega.o e aniquiladores.

Consideremos um ideal direito ©' e’ designemos” por P o
_seu_aniquilador modular. Gompletaremos 0 teorem 5 com !

08 dms enuncmdos que vio segulr—se. ; ’

o TEOREMA 11:— 0 zdeal de contmcgoes no amgmladoa-.
‘modular P, de v, é o ideal esquerdo ¢, amguzlador der e

do ideal amguzladoa* 8, de P. A intersecglio eNd & um ideal
bilateral de ¢ (de e'x:paente 2), composto ‘de todos os elementos
de ¢ que. induzem em P o endomorfismo nulo. Na werdade,

‘sendo. Pr={(0) e definindo ¢ pela ignaldade er=(0),
.. vé-se que a.relaghio Mypr==(0), dando pr_,(o), 1mphca
pSe. Mas, sendo também Mer=1(0), § MeSEYP, eSp,
de sorte que p—=-¢. Em seguida, se § & ¢ ideal amqmlador .

de P, tem-se ainda ¢8 = (o) pelo seguinte: s¢ v § um ideal

direito, “PD- o seu aniquilador modular e § o ideal aniquilador
de P, v e b t8m 0 mesmo ideal esquérdo aniquilador. Aqui,

6 a intersecgio- e{)1-que representa a totalidade dos ele-

“mentos de ¢ que induzem em "5 o endomorfismo nulo.
<08 ideais ¥, 8, g (este \ltimo citado no. teorema B) esta.o
na relacio rcé‘:g masg. todos eles tem 0 mesmo aniqui-
~ lador esquerdo e.

TEOREMA 12: — s mtersecgoes eiree§ wepresentam, '

respectivaments, us tolalidades dos -elementos de ve de 8 que

, znduzem em My C,D ¢ endomorﬁsmo nulo. o~

A.nalogamente, completaremos 0 teoxjema 5! dando ag

duas proposigBes que vamos enunciar,

TEOREMA 11': — O ideal amguzlada'r de M eéo ideal dwezto t, -
aniquilador de e ¢ do ideal de contracgdesn, em M e, 4 inter- .
seoglio © N\ 0 é um ideal bilateral dex (de expoente 2), composto

de todos os elementos de v gque aplicam M dentro de Me,.

TEOREMA 19f; = As. zntersecgoes tNeet ﬂ n a-epresanmm,,'

'a'espectwamente, as totalidades dos elementos de e de n que -

tnduzem em Me o e:zdomar_ﬁsmo nulo.

Fagamos. apllcggoes a08 andis 1rredut1vefis Se em vez

de ¥/, suposto irredutivel, tomai\mos 0 861 1dea1 esquerdo e,

“
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a hipStese x+ 0, (ke M), implica x ¢ =M e¢. Basta observa
que se tem x¥/eSxe, R e=Me, MeESze. Considere-
mos, em seguida, M ¢ e seja ¢ o aniquilador direito de e.
Se tomarmos otxeMe, & ainda e = Me. Isto significa

" que Me é irredutivel —e. Conforme o teorema 12_' é ignal-
“mente . irredutivel —e¢/r M ¢. Podemos afirmar ainda que

rNe é o radical —J, de e, visto qué t{ye é nilpotente.
Portanto: _ . -

TEC')‘RBM"A’ 13:— Quando M é a'r_redutﬁvel——@, pard:cada
ideal esquerdo ¢, de 0, é vdlids a igualdade xe=Me,
sempre qué o+x6Me. Considerados o sub-mddulo Meeo

ideal “diresto v, aniquilador de e, pode a_ﬁrm‘ar-sé.: 1) Me
& drredutivel — ¢ ou irvedutivel —ejrNe; 2) ‘o radical —J,
. de e, é rNé, [8 § 2]. Dos teoremas 11’ e 12’ resulta

ainda este S

ADITAMENTO: — Se n for o ideal de contracgdes-em Me,
pode afirmar-se: 3) Me é drvedutivel —n ou irreduttvel —
—nfrNn; 4) o radical —J; de n, é tNn.

¥

Tomemos agora o ideal direito r, do anel irredutivel

—0r. Sejam 9P o aniguilador modular de v e ¢ o ideal
esquerdo aniquilador do mesmo ideal. Tomemos x ¢ P, por
forma que T=ao+PeM/P=M seja to. Q_médllp
wr+ (o) verifica a ignaldade zr=M, e, portanto, é wr':M,
Isto significa que M/ ¢ irredutivel —1. Conforme o

‘teorema 12, 6 igunalmepte irredutivel —t/e1¥. I?oapmos
afirmar ainda que efr é o radical —.f; de r, visto gue

-

et é nilpotente. Portanto: -

TEOREMA 13j:_.-¥- Quando M & .irq'eczutével-‘;-@, para
cada ideal direito-t, de G!, é vdlida @ igualdade Xv=M,

- sempre ~que 0 +XeM=M/P, onde P & o aniguilador

modular de.v. Considerando ainda ¢, ideal esguefr’do antqui-
lador de v, pode afirmar-sei 1) M[P -6 trredutivel —v ou
irredutivel—rfe Nty 2') o radical—J, de v, éeNr, [8, § £].

. Dos teoremas 11 e 12 _res‘iilta alnda este -

. ADITAMENTO: — 8¢ 8 for o ideal aniquilador de P, pode

“afirmar-se: 3"y M/P é trredutivel —9 ou z'wedu;ivel-n ’

—8/eNd; 4) 0 radipal'—'J,, de d, é eNd,

~
i

1.
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Unm raciocinio imediato'd4 agdra o seguinte:

TEOREMA 14:— Seja ¢ um ideal esquerdo do anel irre-
“dutivel — Q1. O seu aniquilodor diveito v tem um aniquilador
esquerdo ¢, nas condighes seguintes: 1) v e ¢ sdo aniquilado-,

" res reciprocos; 2) v e ¢ tém o mesmo radical —J, que é ey:
Ou também: ' : E '

TEOREMA 14':— Seja v/ um ideal direito do anel irredu-
tivel — Q!. O seu aniquiladoy esquerdo ¢ tem um anigwilador.

dieito v, nas condigBes seguintes: 1’} ¢ e t sdo aniguiladores
reciprocos; 2'). ¢ e ¥ #m o mesmo radical —J, que 6 r()e.

B) Nilideais como ideals de contracedo e como aniquila-
dores — Dado o sub-médule’ N, de M, .se n ¢ nilideal,

. pode chamar-se a N um nilmédulo. Bm particular, havers -

‘a considerar mddulos nilpotentes e semi-nilpotentes.

. TEOREMA B: — A soma directa dum nilmédulo — O e.dum

nilmddulo —Q a0 qual. corresponde um ideal bilateral de

contracgies & wm nilmédulo—Q; a soma divecta de ‘dofs

sub-mddulos —Q mnilpotentes ¢ nilpotente; e a soma directa
de dois sub-médulos — Q semi-nilpotentes é “semi-nilpotente.

A demonstracio assenta sobre o feorema A e os resultados

expostos em (I), pégs. 4 e 5.

TEOREMA 15: —8e N ¢ im sub-mddulo stmples, ordindrio
Sou—Q, e tEQ! ¢ um nilideal tal gue N rEN , tem-se, neces- .

sariamente, N t= (0). Supondo N r# (o), 6 N1=N. BExis-

- tem -neN, Aerv fais que nAd+o. Fntio, N4 é um .
" sub-médulo n&o nulo contido em N, o que dd N A=N.

- Daqui se tira N=NAd=...=N 4" = (o), se A" =o.

. O absnrdo provém de se admitir Nr=N. - .

)

- 'PeoreMa 15/:—8e N é wm sub-mddulo ‘m&azif’rno 6 eSQ!
&, wn nilideal pdra o qual N e= (o)}, temse MeEN.
.~ Supondo M ¢ nio contido em N, existe me M, 4d6ve, tal

que mAg¢N. Entio, M4 nfo estd contido em N, pelo

que (MA,N)=M. Admitindo ser A°~'+o, A°=0,

vé-se que (M 4% W 4°—1)=M A°—1=(0), o que acar-

- retaria A°~*=9..0 absurdo provém de se supor Me n&o
contido em N. o L ) S ‘ .
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TEOREMA 16 —8e N. :i:(o) é um nilmédule stmples, ordi-
ndrio ou—Q , o ideal 1 ou é nulo ou é n2= (o). Suponhamos,

- com efeito, nz:[:(o) Seotden, 6§ MA=N.Em seguida,
é MAg—(o), porque, de contrério, ter-se-ia N=MA4d=
=M= o A seria_potente. Depois, se Ten, vem

MAT = N T SN. Admitindo g igualdade NT=N,
T seria potente’ Logo, 6 MAT= (o), e AT_o “como
afirma o teorema., - :

TeoREMA 167: — Se N:l:(o) é um sub-midulo mammo,'

ordindrio ou—Q, ¢ s o seu ideal aniquilador 8 é nilideal,
ou é 8=1{(0) ou 82—-(0) Suponhamos, com efeito,. 8% (o).

Se o A¢€¥, o aniquilador modular N/, de 4, é precisa-
mente N Em seguida; 0 amqmlador modular de A2 & o
mdédulo M, porgue, de contrario, seriam igmais os ani- -

quiladores modulares de 4 e AZ2. Qualguer que fosso i, 0

aniquilador modular de "A™ goria N, o que nio pode tor

lngar ~quande A™=o, Depois, se Teﬁ tem-zse AT =o,
-visto que AT:{:o .daria, supondo A™==o, Am=ldo,

CMAm T—M Am—1 AT'_(O),M.Am'_ICN MAm-—-—lT.._‘

._(o) Am=1T=o0, etc., até 4 T=0, contraa hlpotese '

TEOREMA 17:— 8¢ N ¢ wm' sub-mddulo gualguer para o ‘

qual existe A en, de modo que, além de MAEN, a dife-
frefnga 1—A= A;, onde 1 é o endomorfismo umdade, suposto

. _pe'rte'ncente a O, sefa mlpotente EN=M. Sabemos que se
tem n=2ga", (I) pégs. 7]. Nessas condigdes, 1611;., MEN,
e, portanto, N =M. : T

TeEOREMA 17': —8e N ¢ um sub- médulo gualguer pam 0
qual existe A ebd ( este & o ideal aniquilador de N) de sorte
que, além de N A =/(0), a diferenga 1 —A=A,, onde 1 ¢
" 6 endomorfismo unidade, suposto pefrtencente a Q' seja nilpo-
tente, é N=(o).. - . o -

GOROL&RIO A :— Pard sub-médulos — Q supondo N +N1~—

=M e Ny mlmodulo, tem-se, necessdriamente,, N M, 8¢

=0 . T

_ b) Projecgies — Um endomorfismo idempotente X,
de M, diz-se’ uma projecgio. Pondo 1_-E+(1—E),

- faz-se mma~ decomposma.o do endomorﬁsmo idéntico em. -

- - ~

-~
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1demp0tentes ortogona.ls O modulo M admlte a segumta

: decomposu;ao ’

M=ME+MI—E). (1)
Portanto

TEOREMA 18:— 8 B & zdempotent@ tom-se decompo-

'szgao (1), walendo, para meMUE. mE=m, e, para
" m eM(l—E),m’E—"o - :

Conmderemos o amel Q' habitual, demgnemos por nen'
os ideais de’ contraccio de M nas duas parcelas de (1)

e por 8 e & os respectwos 1deals amqmladores Tem
, lugar os .

TeOREMAS 19 e 19/:— O ddeal n compo.e-se de todos os
elementos Aég para os quais A=ATE [ou A(1L—E)=o]
e o ideal 8' compde-se de todos os elementos BeQ' para os

-gumsB EB] ou(l -E) B=o].

Um 1dempotente prlmltlvo dum anel, {(I), pig: 18],

pode definir-se .como aquele que nfo pode decompor-se S
. numa soma de idempotentes nfio nulos e ortogonsis. Uma .
.-projecgiic de M diz-se primitiva, se o 1demp0tente E cor-

respondente é primitivo.

Se M é um médulo—2, Qiz-se que M 6 mdecom‘pom-f '
vel — Q2,. quando nio pode escrever-se. como soma directa

de dois sub-médulos — @ nio nulos, Em €, o 1dempotente

1. serd, ento, prmntlvo N#o existe outro idempotente,
além de 1 [(ID), pag 11].

Seja Ee .S E 6 pnmltlvo, 0 sub-médulo — Q= ME ‘

é indecomponivel. De facto, ge pudesse ser M E=M'+4+M",

- onde as parcelas se supfem sub-mddulos €, definiriamos.

dois idempotentes E' e E' por meio das corresmndenma_s

- meguintes:. : .

= .
wm—>mE>al 2=nE,

m—>m B > =mE",

(ﬁ_GM,.mEznl_l‘_n’ll-l’;nfE_Ml’ nuth).‘
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’ . ' i ‘. ‘ s i
Seria E= E' -} E", verificando-se as relagses m B! B =
=/ B 2 E=n'=n'4+0o, ' E'—=0=mE'E". Con-

cluirfamos, portanto, E' E" =0, visto que m é qualquer. .
. E seria anilogamente E" E'=o, contra a hipdtese de &

ger primitivo. 3

‘ TEOREMA 20: — Se B, é pw_.’mz'ti;:b em ﬁ, 0 _syb-aﬁo‘du’lq —Q
- indecomponivel M B, ndo tem sub-médulo — Q- préprio que

. possa ser tmagem homomorfa de M definida por idempotente
ByeQ, [10, § 8). Se fosse M E,C M E,, jescrevendo -

 M=ME;+M(1—E,), ME;=MZE,+ MENM(1—
— Ey), a interSeccfio acabada de indicar nfio geria_nula e
c¢hegar-se-ia assim a’'um. absurdo. ’

- TEOREMA 20': —Se Ey é primitivo em Q,o0 séu am’gu'ilq-

dor modular N=M(1—E,) é tal que ndo pode g::cz_sfze_j
sub-mddulo — Q@ =M'DM(1L—=E,) ¢ qual seja aniquilador
. modular dum idempotente Bye Q. Em primeiro lugar, duma
manséira geral, o aniquilador modular dum idempotente &y

6 M (1 — E,), porque este conjunto faz parte daquele ani-

" quilador, e, por outro lado, se xeM & tal que zE; =0,
> escrevendo z =z By +z(1—E;), vé-se que x=u(l—
—E;)eM (1 — E;). Admitamos, ém seguida, sex M'=
=M (L— Ey) OM(1—E;) de sorte que M(1—E;3)=

=M(1—E)+M({I—E;) N ME,. Ter-se-ia (1— Hy).
Ey,=o0 e E,—EyEy=—=(1— E;)E, seria idempotenfe.. -

" Como M(i—E;)E,;EM E,, valeria uma das relagSes
(A—E;). Bi=o0, M (1—E;) Ey=M E;. A primeira mos-
traria que seria nula a interseccic M(1— Z;) N M E, o
levaria ao absurdo M (1 — Ey)=M(1—.E;); 4 segunda
daria, tendo em conta a igualdade By—= FEyE;, M{1—

—Eg)E1E2=O:ME1E2=ME2: Eg'i'—'—'l'a. : . v

o . TEOREMA: 21 ;—iDado 0 sub—mo’dulouM.A_, (AefT "y, admi-

tida o extsténcic dum ‘endomorfismo S e Q! tal que ASA= .'
= A ; exciste idempotente e 0f tal que MA=MTE, [10,§ 3]. "
Com efeito, S A=2F é idempotente, pois S4.84=84.
Mas, sendo ME=MSAEM A, MA=MAEEME,

conclui-se MA=ME. = -

 Teorema 21':— Se N ¢ c%niguilador modular de A e a’ y
admitindo o  existéncia dum  endomorfismo .SeQf, tal que

H
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" ASA=A, euxiste idempotente Ee 0/ tal que N é 0 seu ani-

“quilador modular. Com efeito, 4 8= E é idempotente, pois

A8.48=A48. 8e N’ ¢ o aniguilador modular de Z, das
relagfes W £ =N A5=(0), concluimos N EN'. Depois, -
‘das relagfes N/ E4=(0)=N'484=N/ 4, concluimos

N’'EN. Resulta assim o teorema.

_TEQREMA C: — 8e N1 ¢ N, forem nilmédulos — 2@ de M,
‘ndo hd imagem homomorfa de M, na some Ny N,,
suposta directa, que seja definida por idempotente, [10, § 3].
“"Representando por N a soma directa, sabemos que n—=
=211y 4=nyf" Como 68 n; sdo nilideais, o teorema resulta de
n&o poder haver idempotente na soma de:dois nilideais,

“[(T), phg- 22].

© ‘Quando, para um  sub-médulo 'E_simp‘les- N, ~ordinario
ou—, § n?F (0}, nio pode 0 mesmo sér nilmdédulo.'Se ge

_designar por sub-mddulo regular aquele que contém aplica-
" ¢bes homomorfas nio nilpotentes de M, ‘podemos dar este

enunciado:

TEOREMA 22: — O sub,-vﬁdd‘ulo simples N, ordindrio ou

-—Q, para o qual é n¥ (o), ou é nilpotente, e de expoente 2,

ou é um sub-médulo regular.

Quando, dado -um sub-médule méximo N (o), ordi-
ndrio ou—&, o seu ideal aniquilador & é tal que $%24 (o),

ndo pode ser & um nilideal. Assim<

TEGREMA 22': — Se o sub-mddulo mdaximo N %= (o), ords-
ndrio ou—Q, tem um ideal aniquilador 3% (o), entdo % ou .

¢ nilpotente, e de expoente 2, ou é regular.

‘TeOREMA 23:—S8e N é ‘um sub-mddulo — Q simples,
reqular relativamente a. Q, existe idempotente Een tal que’
ME = N. Ponhamos N =M 4, onde 0 endomorfismo .4
ge supbe n#o nilpotents, Serd N A==N- Dado me M, por
meio de 4, passa-se a mA=neN; e, como NA=N ¢

.um automorfismo, designemos por #/¢ N o elemento tal

que n’A=mn." A correspondéncia m —+n' é um endomor-
fismo B, de M, para o qual, além de M B=N, se veri-
fica a relacio BA—A. Tira-se daqui (B?— Bld=o.
Se B%?.— B==0, B perd o idempotente procurado. N&o
sendo, assim, tem-gse M (B —B)A=(0), M(B?—B)=
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"N, Esta ltima igualdade & absurda, visto que ela da

N 4 =(0). Ao teorema responde-se, po‘is, com B= E

COROLARIO 2: — B condiglo necessdria e suficiente, para
. que um sub-médulo — Q simples N, de M, seja parcela duma
' s TN ¥ N
- soma directa igual a M, que seja régular relatw‘ameﬂte a.

C(;RbLARIO 3:— 8 N ¢ um - sub-mddulo — 2 mvznim'o s

de M, e o ideal n, de @, nilo & nilpotente, para cada Aen

" pde nulo’ e tal que A2+ o, o aniguilador modular é o mesmo
 que de A% e do idempotente E. Vin-se, 1o {edrema, d_qﬁ’
para cada Aden, nas condigdes do coroldrio, se tem £ A="4.

-“Batdo, M(1—=E)YA=M(1—E) EA= (o), o que mostra -

. M (1L — EYEN,, com N,4= (o), Da igualdade M=
| irMb.dE(u[; M (:)L:- B, tirase Ni—N NME+M (1—-E).

L q . ol iri = A=0¢ '
Se fosse Ni(MME=ME=N, viria N;=M, =
contra a hiééterée.- Logo é N1=M(1—E) Como 4 tse 5

" pode substituir por A%, resulta o teorema completamente.

- OBSERVAGOES: — Seja Cen mm elemento qualquer nfio
nulo. Tem-(s:e MC=N=ME, de sorte que MG% =
— M E=MC. Vale, mesmo, C.E= O, pois, pondo m &=
. =m!E, vem mCE=m! E=mC, qualquer que seja m.ezjb/_‘[_.
Mas, se Ci==0, j4 o produto EC é nulo, visto que MC?=

— M CC=MEC = (o). Finalmente; escrevendo M=

—MEAM(Q—E), @=n-tu, 2E=nE,WE), o
fa;cto de ser n'E={(0) mostra que QE=nE=1. Pode-
mos enunciar o seguinte aditamento ao teorema 23:.-

I

-

A DITAMENTO: — @ 'idempoteﬁte‘ B do ‘t_eorema”23 verifica
.6 ‘relagio CB=0C, para cada Cen, ¢ a relaglio EC=o0,

se O2=o Sendo CtZo, ¢ EC=C. O ideql né da fdrMa-

n=0H.
LT .

:TEOREMA 23" l.—-— Se N é um sub-modulo — @ mdximo e -0
séu 1deal aﬁiquiladbor 3, em ©, ndo ¢ nilpotents, N é precisa-

iquilador E e ' . Supo- -
te o, auilador modular -dum idempotente Ked .
k fﬁ:nio: z@;géutal que A% 0. Entho, dado mé¢ N, nio pode |

i 1 i A2—o
ter-se m4eN, visto que, de contririo, seria m
! ‘eerjze 'aniquila.ria- M, o qu'te daria. 42—o. Tom lugar a
ignaldade  M={M4,N), que § de resto, uma soma

EN

“directa. De facto, se ze M 4, weN, pondo g=md=mn,

. a1

‘ter-se~4 Iaéﬁ:mAﬂ‘,;—_ nd=o0. O elemento m p:érténceré, a0
aniquilador. modular de 4%, que & N, pois N é ani-
guilador- modular de todo o elemento Bed que nio seja -

N nulo. Por isso, mAd—o, z=o. BscrevendoM=M A4 N,
-existemn idempotentes ortogonais E, B’ ¢ ( fais que M E=_

=MA4, ME' =N. Ao teorema responde-ge precisamente
com o idempotente F=1—E!, - o
~ ‘COROLARIO 2': — X condiglio necessdria’e suficiente, para
que ym sub-médulo —Q mdaximo N, de M, seja parcela
-dumga_soma . directe igual @ M, que o seu ideal aniquila-
dor 8, em Q, ndo seja nilideal. - S '
.~ . COROLARIO 8': — Se W 6 um sub-médulo — Q mdximd e
0 sew ideal anigquilador § ndo é nilpotente, para cada A &§,..
tal -que APto, temse MA~MA =MUE: Em primeiro
. lugar, da ignaldade M ==M 42+ N, tira-se M A=—=M 43,
“e, portanto, M A=M 4% Depois, do homomorfismo M ~
~M4, tira-se M A~ M/N,, onde Ny é o aniquilador
"de 4. Tem-s¢ Ny =N, pelo que MA~M/N ~MA42,

OBSERVAGOES : — Do  facto "de se ter, '_'I'Ld téoremé,

‘ ;_-,M E=MA4, resulta imediatamente. 4AE = 4, . quando

A*to, Aed. BEm todos ‘os casos, 86 0+ Ced, o aniguila-
dor modular de C. 6 N=M (1 —E), pelo que, sendo |
M(1—E)C=(o0), s conclei C=E(C. Mas seo Ct=o,

j& o produto CE & nulo, pois MC*=MCC=/(0) a4

- MCEM(1—E), MCE=(o0). Finalmente, 8 tem a.

forma 8==£0, como ¢ imediato. Podemos enunciar o ",
seguinte aditamento ao teorema 23’: -

ADITAMENTO: — O ‘idempotente B do teorema 23' verifica -

.6 relagio O=EC, para cada Ce$; ¢ a relagdo CH=o,
g6 0®=o0. Sendo Cl%o0, 6§ CE=C. O ideal 3¢ da forma -

Ui sub-rédalo N/ diz-se iﬁ_ﬁmo, 8o, para cada N/ N,

- 0 ideal de contracgSes ' for nilideal. Um exemplo trivial

é.dado pelos sub-médulos regulares'simples. Convém obser-
‘var que, nesta definigio, N’ é sub-médulo — Q- e os -sub- -

. -médulos’ N” em causa serfo sub-mddulos — 2. Pode

- tente, é sempre MA=N'=M A =N'4, poisMAc

também observar-se que, qualquer que seja A en' nao-nil&-
)
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- ou MA:cN' implicariam a nilpoténcia de A._Em seguidg,
_ considerando os aniguiladores modulares de 4 e de A%,

respectivamente N; e Ny, da circunstincia de ser

M~MA=N'~M/N,, MNMAZ=N"3M‘/N‘2, :
" conclui-se M/N;==M/Nj. . '

. o ’ _

Posto isto, distinguiremos, entre os sub-_médnlos-,lnéﬁ_.
mos, aqueles que verificam a condigdo seguinte ou condi-
cio 1): hd um Xen' tal que os aniquiladores modulares,

Ni e Ny, de X ¢ X?, g0 iguais. Vale o0~ = b

TeoReMA 24: — Un sub-mddulo infimo N, dé M, veré-
_ ficando a condiglo 1), é sempre imagem komomorfa de M defi-

nida por “idempotente. Suponhamos den' o endomorfismo

néo’ nilpotente da condicio 1). Em virtude de se ter, para .

" i .
cada meM, mAd=m! 4%, com um certo m eM, vemos
que (aa'z'—'m"A)A=o, on. seja ’m—-m"{lele A soma
directa -M=N1.+MA=N1+N’, f.e.m, agsim, lngar.

. ‘Daqui se conclui o teorema.

-

Distinguirémos ainda, entre os sub-mddulos regulares

infimos,’ aqueles que verificam a condigio seguinte, ou.con-
.':nliliqﬁo I[,): chi érxmq endomorfismo X tal qie MX =N e ta%
- que N/ =2 N/ X =N". O endomorfismo X determina em N
um antomorfismo. Tratando-se de sub-médulos — Q reg-u/_.la-\
res simples, a condigiio 1) tem. sempre lugar. -

O -teorerna 23 éuscé.ptivél da extensio seguinte: _

TEOREMA 25: — Um sub-médulo infimo N, de M, veriji-
cando a condigdo 11), é sempre imagem homomorya de M d;qﬁmqla
por idempotente. Ponhamos N'= M:él, onde 4;1 3 ndo E-l-l;
potente, ¢ o-endomorfismo da condigio 1): N ~N/Ad=
= N'. Como no referido teorema 23, supondo

wfA=nl, = (n ,'n’u}? N,

m->mA=n',

s corresponddncia m—n" 6 um endomorfismo B, de M,
'v:ariﬁcan%o as relacbes M B=N’,BA=A4, (B - B)4d=o.
Se B*— B=o0,B serd o idempotente procurado.: Te’nd_q-se
Bt — B=—"T+o, T seri nilpotente, pois que M TC:_}\T § v_lst?
aigualdade M.T =N acarretar M 7' 4=(0)=N A:’ N'.
Um teorema conhecido afirma agora que, sendo Ben' nio
nilpotente e.tendo se B2— B= T nilpotente, existe um poli-
némio em B que é idempotente [(I), pigs. 19]. Observe-se

_ | <23

¢

“que ‘aqui, como no teorema anterior; N/ § sub-mddulo — @,

como ji sp afirmot.

. Um sub-médulo N, com idedl ani'cjuiladof niio n-'i‘lideél;
diz-se supremo, se, para cada NV O N, oideal aniquilador -
for nilideal.- Convém  observar que, nesta definigiio, N’/ 8

" sub médulo - — 2 e os sub-mddulos N em causa serad
- sab-médulos — 2. Pode também observar-se que, qualquer

que seja 4 €% =aniquilador de N’, 4" nio nilpotente, o
aniquilador modular de 4 on de. A% § precisamente N,
visto. que, definindo N" pela relagio N” 4=(0), a vali-
dade de N"”DON’ implicaria- a nilpoténcia de 4. Em
seguida, considerando M 4 ¢ M A%, da circunstincia de

gor M~MA~M/N' M~MA2~M/N', conclui-se
MM, ;

. Posto isto, distingniremos, entre.os 'sub-mddﬁlds.supr_e-

-+ mos, ‘aqueles .que verificam a condi¢io segminte ou condi-.
- gio 1): kd um X e8 tal gue MX>2MX?=MX, Vale o -

- TEOREMA=24": — Um sub-mdduilo supremo N’ , de' M, veri-
Jicando a condigo 1'), ¢ sempre aniquilador modular dum
‘tdempotente. Suponhamos Aed o endomorfismo n#o nilpo-
tente da condigio I'). Em  virtide de seter, para cada

meM, mAd=m/4A® com um certo m’'e M, vemos ‘que -
L (m—mlA)yAd=0, on seja m —mAdeN’'. A soma directa
M=M4+N’, tom, assim, lugar. Daqui- se” conclui o

teorema. '

-

Distinguiremos ainda, entre os sub-médulos regulares

- supremos aqueles que verificam a condigiio seguinte ou
condigiio 1) k4 um endomorfismo Xed que determina um.

automorfismo em M =M [N tal gue M =M X=M. Tra-
tando-se de sub-médulos mdximos com ideal aniquilador
nfo nilideal, & condigio 11’) tem sempre lugar. De facto, se,

" entdio, X for tal que X*#0, 0 grupo diferenga M=M /N’
.serd simples e M X=M, visto que (m+N')X=0 im-, -

pliea*_me.eN’i mXi=0, o meN’'. Também M X:="
=(MX)X=M=>MX. O teorema 23’ & suceptivel da
extensfio seguinte: L

TEOREMA 25': — Unm sub-médulo N, de M, verificando a

condigdo 11') é sempre’ aniguilador modular dum idempotente.

Suponhamos 4 8, com A-ndo nilpotente, o endomorfismo.da-—

A
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éo‘ndif;ﬁ_o 1[_’).;I'ﬂn'tﬁo, dado m¢ N/, niio pode tersemAeN/,

'visto que, de contrdrio, seria- m A%=<o, meN’'. A soma
(M4, ,N’/) == M 4 4 N' é directa,” No homomorfismo
M~M/N'=M, o correspondente de M4 + N’ ¢
(M A+N")/N' ou seja o conjunto de elementos da forms,
(m - N') 4 =m A4, Essé conjunto representa M 4=M, de
gorte que M A+ N'=M. Daqui se tira o teorema. . .
;'Vi_'m_oé j& que, supondo. B primitivo, M E é‘i_pdedo_nﬁ- _
" ponivel. Inversamente, so nm sub-médulo — Q= N'=ME,
"~ com F idempotente, ¢ indecomponivel, E § primitivo, como
. 86 v& pela definicio de projeccio primitiva. Quando N'éum

" sub-mdédulo infimo, se admitirmos & igualdade N'=M E, -

E 4 igualmente primitivo. De facto, se fosse E=E"4 E!
.uwmsa decomposicio de & em idempotentes -ortogonais, de
N'=M E=M E' -+ M E", concluiriamos ser M E" uma
imagem homomborfa de' M -contida em N' e diferente deste
-sub-médulo, contra a hipdtese ‘de N ser infimo. Assim;

. TEOREMA 26":-—E"pé-im'£tiv_o 0 'idgmpotente E da ,igu:al-

dade N'=ME, s¢ N’ ¢ sub-médulo infimo. . . -

- Quando "N (o) é'_‘u_m sib-mddulo Supremo, 6'5 teore-

“mag 24! ¢ 25! ensinam que existe B, tendo precisamente
N como- aniquilador modular. O idempotente & 6 primi--

tivo, pelo seguinte. Se' pudesse ter-se K= E' L E", com
E' o E" ortogonais, seria, para cadane N, nB'=nBEE =09,
nE"=n EE" =0, de sorte que s aniquiladores modula-

res N’ e N”, de E'-e E', verificariam as relagdes N'2N,

NI'2N. Ora, nio pode ter-se N'=N", visto que, supondo

m¢N', mE fo, mE E'=mE to, mE E'=0, e con- S

clui-se ser mE' ¢ N',. mE ¢ N”. Nestas condigdes, por
ex,, serd N'DN, contra a hipdtese de supremo foita

‘sobre N . Asgim: - : o R

S

aniquilador modular. um sub-mddulo supremo. -

" TEOREMA 27 — Num’ médulo M., para o qual t_o&o 0 -
- sub-médulo regular possui imagem homomorfa de M.-definida, -
por idempotente, a somd dirvectd dum nimero finito de nilmd- -

dulos é. um wilmédulo. Conforme o teorema C, a referida
soma nio pode, aqui,-levar a um sub-mddulo regular..

TEOREMA 26': — B primitive o idempotente T que tem como '

25

M pode designar-se médulo ré;qulav; , 86, para cada endo-

. morfismo’ 4, existir § tal que 4.5 A4 =A4. Os teoremas 21 . -

‘o 20 permitem dar os dois enunciados a segumir: -

" TEOREMA 28: — Num médulo régular, toda a. imdgem endo-

. morfa é-definida por um idempotente. Pode dizer-se, pois,

que todo o sub-médulo que possna imagem endomorfa do

- médulo é sub-médulo regular.

 TeoRemA 29: —-S T4, primitio ¢ M ¢ regular,
- ME ndo possui -sub-mddulo proprio que seja homomorfo

de M.

Também os-teoremas 21 ' e. 20’ lovam 4s duas prdpoai?'~..
gBes meguintes: e A
© TEOREMA 28': ‘% Num médulo regular, todo o am’guz‘ldd.or
- modulor dum elemento ¢ “aniquilador modular dum tdempo-

. . tent@, "t ’

TEOREMA 29': —Se B & primitivo ¢ M é regular, ndo =

- -existe antquilador modular W' dum elemento A, que contenha.

- propriamente o antquilador modular. N, de B.

“phgs.-83]. - . .

B "'_Substitui'n‘do- & nochio de .i&eal' principal -pelé.-de sub-
_-médulo . endomorfo, estabelecesse o seguinte teorema, .
correspondente & ‘outre relativo a anédis-regulares (I},

._TeOREMA 80: — 8¢ ME ¢ M E' 580 duas tmagens endo-'
mo?‘é’as du? gddﬁl}% m%%w M, existe idempotente I verLfi-
cando as relagdes =FHE=o0, ( ME, ME)Y==ME F.
Quando M E'SM E, basta tomar F=. bT)ao sand(;};;ls\gim, '
vamos ver que se tem (M E, M E)=ME-+-ME'(1—E).
Um elemento do 2.° membro é da forma mE&E-+m!'E'(1—
—E)y=(m—m'E')E+m' E', o que mostra pertencer ao
primeiro. Inversamente, um elemento do 1. membro & da -
forma mE+n' B =mE L+ w' B —m' B E+ m' B! E=
=(m+m! B') B4 m! B’ (1 — E)| pelo que . pertence ao
‘segundo. O referido 2.° membro é uma soma directa, Final-
mente, como a segunda parcela nio é nula, designemos por, -
Z; um idempotente tal que M E/ (1 —E)=M &,. Vé-ze -
que K KE=—=o. Pondo, entio, F=E— K E,, vern imedia-
tamente FE=EF=o0, FF=F, BE;F=F, FE,=F,
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R . : ) - Cy .
ME=ME FEMF, MF=MFE EM Ey, e, portanto,
ME=MF. = -

7

OBSERVAGAO: — No teorema- anterior, a demonstragio-

apenas exige que MZE'(1 —E) possa tomar a forma

ME,.-

COROLARIO 4: - Num  middulo regular tem-se (ME, .
ME')=M E”. Basta somar E' = E - F, pois que £+ F

é idempotente. - :

" "COROLARIO B:— Num médulo- regular, se N ¢ N/ sdo o8

_ aniquiladores modulares de dots idempotentes, E ¢ B res-
pectivamente, a soma (N, N') é aniguilador modular dum
- tdempotente. : ' ‘ L
R

: .TEOR].:‘..MA 30’:‘—-Dado. um médulo rogqular, se N ¢ N’

-8l o5 aniguiladores modulares de dois idempotentes T ¢ B ~

existe idempotente T verificando as relagbes FE=HF=o0¢
tal gus NON'=NNN", onde N ¢ o aniquilador modu-

lar de I*. Quando N'2N, s NNN'=N=NNM, bas-

tando tomar F=o. Nio sendo assim, comecemos por dhser-

var que NNN'=M1—-E)NM(1—-E)=M(1-E)NN",

onde N é o aniquilador modular de (1-— E) £/, De facto, -
g0 #=m(l-—E)=m/(1 — E'), onde m,m'eM, tem-se

z(l— Ey=w, (1 — E) E'=2 &' = 0. Inversamente, se
g=m{1l-—E)eow(l—E)E =0, cbtendo-se 2(l — E)=u;
xB'=o, x=m'(1 —E’'). Nessas condi¢fes, designemos
por E; o idempotente cujo aniquilador modular § N/ =
. =M(1—E,). Vé-se que M E(l — E) E'==(0), de sorte
que M EEN'. Sendo M E E1EN" E;= (o), conclui-se
.BEE,=o. Pondo, entio, F=E;— E{E, vem imediata-
mente FE=—o, EF=0, E,F=F, FE = FE,, de sorte
que N" ¢ igualmente aniquilador modular de F'. O teorema
“est4 demonstrado. :

OBSERVACAO: — No teorema anterior, a demonstraqﬁo-

apenas exige que o aniquiledor modular de (1 —E)E’
seja aniquilador modular dum idempotente. '

COROLARIO 4': — Num mddulo regular, a intersecgdo N NN’
dos aniquiladores modulares de dois idempotentes T e B/ & o
aniquilador modular dum idempotente. :

: ter lugar. Serd M=M4.
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COROLARIO 5': — Dado .um médulo reqular, 08 sub-mddu-

los ME ¢ M B, definidos por dois idempotentss E ¢ E', sdo

tais que MENME’ é o aniquilador modular dum idem-
potente. . : R N

) 0s modulos com condigio de cadeia_descenﬁenie—

Hste § destina-se, naturalmente, & precisar alguns resul- .

. tados especificos, na hipdtese de o médulo —Q, em causa,

satisfazor & condigiio descendente para es sub-médulos — L.

Qualquer que seja o endomorfismo —Q,” 4 por ex., é
finita a.cadeia M2MA42M A22. ... Seponhamos M A* =

=M A4k+1, Pode dar-se.o caso de ser £2=o, e, portanto, .
- M=MA. Designemos por Q4 0 aniquilador mddular

de A. Se for & 4=/10), a correspondéncia M ~ M 4 é um
meromorfismo, ou seja uma aplicagio isong»rfa de M sobre

" uma parte de M. Hxtraimos de [(II), pag. 9] os dois

feoremas qune, véio -s.egliir-'_se.

TEOREMA 31 : — Num mddulo M com’ condicdo de minimo,
-todo o endomiorfismo A tal que D= (0) arraste o igualdade

- "M=MA (¢ um automorfismo). Imaginemos ter lugar a
- relagio MDOM A. Hatfo, na.correspondéncia meromorfa

M - MA, ¢ correspondente de.M A serés M A2CMA, o
sucessio MDOMADM A2 .., é infinita, o que nfo pode

]

TEOREMA 82: — Num mddulo M com condigdo de minimo,

~para todo o endomorfismo A. ewiste um inteiro v satisfazendo
& relagiio M=(M A", Qar). Seja r um inteiro para o

qual MAr=MAr+1=.. . =M4*"=.,.. Dado me M,

existe neM tal que mAr=nA?". Tira-se daqui (m—
—ndAr)A"=0, 0 que dé m —n A"e Q 4r. Portanto, qual-
quer que seja me M, pode dar-se-lhe a forma m=nd4"
de(m—nAr)=nA"J-¢', com ¢' € Q 4, como se afirmon.

COROLARIO 6:— 8¢ N & wm sub-mddulo (1) de M com

ideal aniquilador 8 nilpotente e se vale eém M @ condigdo de

(1) Aqui o sub-médulo N pddo-a nfio ser sub-médulo —, De futuro,
. porém, tanto neste § como nos dois seguintes, estaric em causa.sub-
-médulos — Q. - R .

-

- .de M2 sers M A3CM A2, eofc.- Resultard daqui que a
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minimo, o expoente dum elemento A 63 &, quando muito, igqual.

ao inteiro r que lhe corresponde. Se pudesse ger Qar+ M,

o facto de se ter M=(M A", Q4r) daria m=m' 474 ¢,
com geQar, sendo me M um-elemento nfio anulado por
A7, Conclnia-se m A"—=m! 4*7+¢9, de modo que m'¢ Q 4%,

;. Bm segnida, m' =u" A7 1 ¢’ levaria a m'42" =m" 437, eto.,

FR

4rar nma parcels

Chega-ge &

_ primiiivos.

pelo_que haveria elementos de M. que néio seriam anulados
por-ums poténcia de 4, por maior que fosse o expoente, o
que é absurdo. - ' . -
; i T . _ : P
"TEOREMA 83: — Um mddulo. M .com condigdio- de ménmo
é soma directa dum mimero finito de sub-mddulos —Q inde-

_ componfveis. Se M 6 indecomponivel, o teorema consi- -
~ dera-se provado. Se é decomponivel, ponhamos M =N+
4N 3. No caso de Ny n#io ser indecomponivel, escrevendo .

- N,=N;+Nj

vem M =N;-+ N, +N,. Tratando
agora N, vai-ge formando a cadeia M_:)NIDN_; D°...
que & -necessariamente finita. Chega-se, por isso; a encon-
vendo M=, -+ £, considera-se, depois, o sub-médulo £.
o 9Py sio indecomponiveis. O processo continua sobre £ .
Ele termina necessiriamente, pelo facto de ser-£O£:D
DL;D... uma cadeia finita. S -

" "COROLARIO B: — Num médulo M com condigdio de minimo, -
0 endomorfismo um é soma dum mimero finito de idempotentes

- -
: .

~ T'EOREMA 84:— Um. médulo M com condigdo de min’i‘ﬁté,:

que seja gerado- pelos seus sub-giupos minimos, & completa- -

menite redutfvel. Seja Ny um sub-mddulo minimo F (o). ~

Procuremos a soma M; de todos og sub-mddulos mini-

" mos isomorfos de Ny, sub-mdédulos que designaremos por

N,,Ni,:.. 8 meM,,m, pertence a uma soma A,
dunt ndniero finito de tais sub-mddnlos. Suponhamos pos-

slvel extrair do conjunto dos sub-mddulos em referéncia ~

~ Tumsa infinidade numerdvel cnja soma seja directa.. Hscre-

vendo : . . .

NNy + Ny + . DN N+ DNt Dy

" vése que se contradiz a condigfo de minimo. Isto significa

9B,, de M, que é indecomponivel. Escre--"

=Py+ L1, M=Py+ P2+ L;, onde Py .

29,

yod ;

isomorfos de Ny da forma’ .

MIZ,N?’-_- .+Nt(f’5 O

que M1 é uma soma dum némero finito, de sub—n_:lddulos'

) coe L : , L .
. Posto isto, consideremos og sub-mddulog minimos ndo .
isomorfos N, N5, ete, Hscolhamos, de entre eles, se for
possivel, nma infinidade numerdvel Ny, Ngz,... A soma
destes 6 directa, visto que Ny -{- Ny 6 uma soma directa e
a prova por inducHio é imediata. Conclni-se daqui haver

um’” nimero finito de classes de sub-médulos”isomorfos.

A essas diferentes classes correspondem somas Mj, Ma,...,

- Mg . Entéo 4, necessariamente, .

i q LT i oo
M=3M.,  Mi=Z2Ng,
- = - . J= ]

onde-ag somas sio directas e_os N {? sfo simples. O teorema

estd demonstrado.

‘ ,TEORI-EMA'35: — Num médulo M coﬁft condiclio de minimo,

- dado um sub-médulo W, é geralmente (como sucede; de resto,
num _midulo qualquer) MASN . Existe, porém, um inteiro

mintmo k, para. o qual Mnk,=Nnk—1=Nnk=....

Suponhamos, -com. efeito, NONn>D...ONn*~1=
=Nn*=.... Como se tem também Nn*SMnkE
ENnkF—1, vése que Mu*¥*=Nn*—1, Em seguida, podem’
tirar-se ainda outra§ conclusbes.” Em primeiro lugar, é
Mn®*=Mnk+i=.. . Se pusermos M’'=MunF*, § tam-.
bém Mm'=M’'. B, como m/22n2¥, § Mm/22Mn?* =
=Mn*=M’', do sorte que M/=Mm'=Mm'?=...,
M'=M'it'=M'm'?=.... Vale, assim, este - - ~

ADITAMENTO : — Nas condigBes do teovema, se for Mink =

- =M',é também Mm' =M/, e, gualquer que seja o inteiro

p=>o0, tem-se Mm'P=M'=M'm'P, _

. TEOREMA 386: — Nus condiges do teorema anterior, con-
tinuando a por Mn¥=M' e admitindo M'>(0), existe um -
endomorfismo R tal que sfio vdlidas as relagbes (0)C MR =

c=M'REM'. O sub-midulo MR =N' é minimo entre o8

sub-mddulos contidos em M/! aos quais correspondem ideais de
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contmcg&o q por foa a que 0% (o). Gonmderemos, na ver-

dade, entre os sub- modulos contidog em. M’ o sub-mdédulo .

minimo N, nas condices seguintes: N'S M/, n*n’/= (o).

"N existe, pois a M’ corresponde m’'2n%e é n m”n‘”‘:) .

(a), em virtude de se ter :M:n”—'l\dnﬂc Entéo, seja
Ren'; de. modo que n®* RD(0). Vé-se que T=Mn*ES
CN’C‘M’ t2n* RO (o), n¥t2n?* RD{0). Valerd neces-
shriamente a igualdade =N, e, portanto, sers N'=
=MnktR= M'E. Como se tem, por outro lado, MARs
EN’, chega-se & igualddde M E== M’ R que acaba de

esta.belecer o teorema, .

'COROLARIG 7:—Se o sub-médulo N do Vteba-e.ma‘ 35 for |

nilmédulo, tem-se N DN, onde N’ § o sub-mddulo: minimo

do teorema 36. Na verdade, a relacio N =N’ levaria a\

“N'=M’' ou M'E=M'. O endomorfismo Ren seria
‘potente, 0 que ngo pode ter lugar.

O -nilmdédulo N’, tratado . como N, ou levaria a
Mu/r=M" =(0), ou -permitiria ‘continuar -a -cadeia
N :)N’, de modo a formar N O N/DN”. A condigio

de minimo leva-nos a estabelecer a existéncia de sub-nil-

maédulo nﬂpotente contido em, N. Este facto resulta.

imédiatamente da referida condigio dé minimo e da cir-
_cunstincia de N ser nilmédulo. Aqui deixa-se, porém,
porsibilidade dé o sub mdédalo mlpotente nfo ser minimo.
Pixemos o

TEOREMA '37:-89 M ¢ um mo’du?o eom condig&o de
cadeia_descendente ¢ N é um sub-médulo — Q" com um ideal

de contracgBes nilideal, ewiste win sub-mddulo ~QL=QEN '
cufo ideal de contracgbes é nilpotente. , . ’

TEOREMA 38: — Se £.¢ um sub-médulo nio nilpotente dum
mddulo com eondiglo de cadeiw  descendenie, o sub-mdédulo’
minimo ndo nilpotente £,EL & tal que existe um endomor-
fismo S satisfazendo as condzgaes seguintes: 1) 2,8 =MS;
2) o sub-mddulo M S'=N é minimo enire 0s sub-mddulos N,
‘contidos- em B, aos gquais correspondem ideais 1 por forma
que I;n D (o). Partamos de £ e tomemos £y. K claro que
se tem £,1,SMI, £, MIIEL,{, =R, 0 ideal I} con-
tém 12,‘9, assim, I} ndo é mlpotente Isso acarreta as 1gual—

" dades £, Il—El—-MI;..Posto isto, consideremos o .con-
junto dos sub-mddulos N nas condiqﬁes-'seguintes*: NE

—B;_, L no(e). Nesse cou;unto nio vazio, representemos
por N1 o sub-mddulo minimo: N;E£7, I ny D (o). Se for -
Sen; um endomorfismo tal que ;85 (o), tem-se (e} <
CMIiS:EngEI, (8, 8= 2”) [11;’51283(0), Visto.

que M1, §=MI28> (o). Conclui-se & igualdade £, S=
=N;. B, com¢ B;SEMSEN,, vem também, como

'alﬁrm‘a o teorema, 21 S":MS:)(O).

OBSERVA(;AO ——0 facto de go ter 21=MI permlte

. identificar os sub-médulos NE£; tais que IlnD(o) -Gom

08 sub médulos N & £, tais que L1nD (o).

R

N

8) 0Os: modulos com condn;ﬁo de cadela ascendente —
Se for v4lida em M a condigio de cadeia ascendente, ou
‘condigio de méximo, qualquer que seja o endomorfisme
—Q, 4 por ex., & finita a cadeia (0)EQUEQE..
Suponhamos Q A;,MSD. 4k+1. Pode dar-se o caso de ser
k=0, e, portanto, (0)=2LQ.a: Consideremos M 4. Se for
MA=M, a correspondencm M~MA4 éam homomor-
fismo, Ixtraimos de [(I[), pags. 8 e 9] os Eioxs teoremas -

- quse vao Segmr-se

.:TEOKEMA 81': — Num mddulo M com condigiio de 'mawzmo , '
todo o endomorfismo A. tal gue MA =M arrasta a zgual—

" dade (0) =14 (¢ wm automorfismo).

Imagmemos ter lugar a relagio (o) CQA Vamos ver
que a sucessio (0) C QA C DN 4:C ... 6infinita. Comecemos
por provar que Q42 (¢) arrasta S}Az D Q4. Suponhamos
Das=Qa. Bntdo, seja x+o tal que @ 4 =o. Escrevendo
e=yA, (yeM), obtém-sé 4=y A4*=o0. Conclui-se
y6Que, e, portanto, y6Q 4, on seja yd=x==0, contra -
a hipétese. Dum modo geral, admitindo ser QD QAk—h -
vamos provar L Ak+1DQAk Se. a ignaldade destes ulti-

mos mo6dulog tivesse  lugar, supondo wéQA;,_i, mas
mA"-—-o, pondo w=yA, viria :uAr——yA“‘i—o on -

" seja y€Rk41, 6, portanto, ye Q,x. Ter-se-in' 0 = yA" =
= 4*—1, donde se concluiria meQAk_l, contra a hipd-

tese. A sucessio acima referida é, pois, mﬁmta, 0 que ndo
. ‘pode ter lngar. Serd (o) =Qa.

N
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TEOREMA 32': — Num médulo M com cpn&ig&'o de mdaimo,

- pard todo o -endomorfismo A existe wm inteiro s satisfazendo

& relagdo D, N M A*=(0). Ponhamos Q, 5= s+1.
O sirial = tem ent#io sempre lugar.a partir de 2,4. Se = _

‘pertence & intersecghio referida ne teorema, ter-se-d A=

=0, a=yd*, (yeM). Daquiltirase 2 A>=y A¥ =0, :
YeQ, =25 Serd y A*=w=o0. O teorema estd pro- -

vado.

COROLARIO 6/: — Se. N & um nilmddulo (1) dum mddulo M
- com _condiglo de mdaimo, o ewpoente dum elemento Aen §,

quando ‘muite, igual ao inteiro s que lhe corresponde. Se
pudesse ser M .4%% (0}, o facto de ser = (o) o'conjunto

- dos elemeritos de M.4% gue s50 anulados por A4 levaria &

sucessiio infinite de meromorfismos MAse M 45+l
a hipbtese’ de A4 ser nilpotente.
TEOREMA 33': — Num médulo M com condigio de mdximo,

o sub-mdédulo (0) & inlerseeglio dum mimero finito de sub-modu-

los — Q diferentes entre st ¢ diferentes de M, cada um dos quais -
nélo & intersecgio de dois sub-médulos — @ diferentes e dife-
rentes de M. Em primeiro lugar, suponhamos que (¢) nfo

~ & intersecchio ‘de dois ‘sub-mddulos — & diferentes entre si e
-diferentes - de M, entio (0)=={(o) prova o teorema. Hm
seguida, suponhamos {6)=N; N N3. Se N; O (¢} toma a

- forma N, =N ;N N7, concluimos (¢)=N;NNNN, "

-Agora consideramos N DN,. Visto que a”cadela {(0)C

"&N,cN;C... é finita, chegaremos a encontrar N =P,
gue niio & interseciio de dois §ub-mddulos —Q diferentes

entre si e diferentes de M. Escrevendo (0)= P;NEK, con-

sideramos depois o sub-médulo £. Chega-se a £=Pu Ny,

(2)=P:NP2N Ly, onde Py e Py satisfazem ac teorema,

-0 processo ‘continua sobre £, . Ele termina, porque LC£;C

CR;C... 6 uma cadeia finita.~ . ¢

- TEOREMA 34’:-—4-8;3, num médulo M com condigiio de’

_mdpimo, & (0)=TIN,, ondé os N, sdo sub-mddulos mdws~"

»

nos, entdo é ainda (0)=IIN,, onde os N, sdlo mdaimos e -

" (1} Veja-se a nota feita ao cor,q'lério 6 )

g

" inteiro m, 6 ainda Ny ..i. Vale, assim, este

: 88 -
formam uma -cadeia finita. Bxcluamos em IIN - aqueles
"sub-_mc’)‘duld_s—QQN'é que ndo tém infludncia na intersec-
¢fo. Obtém-se assim-TIN ,= (¢). Suponhamos gué 08 N,
constituem ‘ginda um conjunto infinito. Serd (0)=IN,C
CIIN,y se se suprime Ngi‘_. ﬁD'ep'ois, vird tamb‘ém\

IN,cIN.,; porque a validade do sinal —entre as dunas

affy . eFf, e _ LT LT .
tltimas intersecgdes arrastaria as relagdes (0) =N By N ,=
Lo T L 35

- =N 5 i;HNa_, o'que 're,prese_ntaria' umarconﬁradigéq com 8

o wEBape e S
hipbtese admitida sobre os N,. Deste modo, o processo é

' ilimitado, contra @ condicio de méximo. Os N, por con-

sequéncia, serfo em nimero finito. - -
TEOREMA 35': — Nuin médule M com condigdio de mdaimos
dado win sub-médulo W, de ideal aniquilador 8, o aniquila- . :
dor ‘modular W, de¢ 8, wverifica a condigdo Ni2N (o que,
de resto, sucede num mddulo qualquer). Ewiste,- porém, um
- inteiro. k tal que os aniquiludores modulares Ny, Nx, de
< gk—1 ¢ g% 58y iguais. A demionstragio é imediata. Pode-
mos, em seguida, tirar outras conclusBes: Se 8’ for o ideal,
aniquilador de Nz _1=Ni =Ngj1=..., entho Nr—1=
=N’ ¢ 8, além de aniquiladores reciprocos, shio tais
que o aniquilador modular de 8", qualquer que seja o

ADITAMENTO: — Nas condigBes do teorema, se Ny —1 e’
forem -aniquiladores reciprocos, Nk _1 é ainda o aniquilador

- modular de '™, gualguer que seja o inteiro m. .

TEOREMA 36': — Nas condicdes do teorema anterior, con=- .
tinwando o por Nx=N' e admitinde N'C M, emiste. um -
endomorfisme R cujo antquilador modular N verifica as

* relagdes NuSN"C M ¢ ¢ igual ao aniquilador modular de

R8k, N é mdwimo nos sub-médulos contendo Ny-¢ com ideais -
sy v e S LN e e
aniguiladores 8" tais que” 8" 8% > (0). Consideremos; na

_verdade, entre os sub-mdédulos que contdm Ni; o smb--
" -mdédulo méximo N, nas condigfes segiiintes: N2 Ny,

8" 8% > (0}, sendo 8" o ideal aniquilador de N7, N existe,

-

- pois a I's'{;r,,,corl_'esl‘)(;vndta.6'.26_“~ e & 88828 D (o), em-
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_yirtude' de o aniquilador modular de 8% ser 'Nk'CM
. Entio, seja RGQ” tal que B 8% > (0). Vé.se que o aniqui-

lador modular €, de B3*, verifica as relagfes T2N"2 N -

8 QUe. 0 Sel 1deal aniquilador » & tal que y2 R 8% 2 (o),
&GEDRG”‘D(cJ) pois E8%=(o) dama M R&¥=/(o),
MEENk, MEs¥=(o0). Valera a igualdade T=N", s,

, ‘portanto serd’ N” o aniguilador modular de Rak. 001110‘

o_aniquilador modular de R ¢ N’”DN” conclul-se

NH_NUI -

£

tal que 8F(0) é-nilideal, tem-se necessdriamente, nas condi-
¢Bes do teorema 367, N”DN Se pudesse ser N”—N,
concluiriamos N”-“N;,,, de modo que Ny seria o ani-
quilador modular de B e R8*, Dofinindo I pela relacio
%Rh—(o), terfamos %RCNE, PE8E=(0), o que daria

‘,D N&, e, portanto, P=Nr. Dum modo geral, Ny se- .

ria 0 aniquiledor thodular duma poténeia qualguer de
~ Re8”C8, 0 que ndo pode ter lugar, por ser 3 nilideal,

0 moédulo: N":i:M referido no coroldrio autermr tra-

tado como N, levaria a N 2N, depois, de N = N

a NI M, se N"cM. O processo continuarg, enquanto ,

se ndo obtiver N®? =M. Nesse momento, sabe-se que,
tendo partido de NW—?) -se obteve NEt-t = Nei-)=

=M. Entio, sendo 3o ideal amqullador de N‘”"’*) é -

38“ 1= (o) Assim:

i

TEOREMA 37— 8 M :é‘ wm mddulo com -condiglio de.

" cadeie ascendente-e W & um sub-médulo — Q com um ideal
aniguilador nilideal, existe um sub-médulo — Q=N cufo
ideal aniguilador é nilpotents. Wste factd resulta imediata-
mente da. referida-condicio de méximo e do facto deé N
ter ideal aniquilador nilideal. Aqul deixa-se, porém, a
.possibilidade de o sub-médulo N nio ser méximo,

“TEOREMA 38': —Se .‘3 é um - sub- modwlo com um ideal

aniguilador 8 ndo nilpotente, dum mddulo com condigdo de

cadeta ascendente, o sub-mddulo mdximo £,28£, com ideal -

aptquilador 8; S8 ndo nilpotente, estd nas condigies seguin-
-tes: 1) existe um endomorfismo Se 8; cujo aniquilador modu-

lar Ny .é aniquilador modular de S8y;.2) Ny é mdwimo

entre 0s sub-médulés N, contendo £y, aos quais correspondem
aniquiladores -y por forma que y8:#(0). Partamos de £;.

COROLARIO 7' — 8¢ o sub-mddulo N do teoremae 85’ * for '.
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" Entdo, £, e 8 séo aniquiladores reciprocos. 'Ve-se, mMesmo,
1,9 %y q P -
" que o8 aniquiladores modulares de_$;,8%,... sio todos

iguais. Posto isto, consideremos o CODJUﬂtO dos sub-médu-
los N tais qne: N L1, 281+ (0), onde % é o ideal aniqui-
lador de N. Nesse conjunto. nic vazio, representemos por -
N; o sub-médnlo méximo. Se for Se%l tal que S81% (0},
o aniquilador modular £/, de §, estd nas condi¢bes seguin-
tes: MDR/2N,; o seu ideal anlqmlador ry verifica-se a
relaciio iy 8, :i:(o) Por isso, ) =N, tendo-se £] 58, —
=(0). Por outro lado, deﬁnmdo Q pela relagio 9.861—
=(0), s MDQ2L", §8,.8,—=882(0), visto que M. 583 =
= (0} daria MSCEI, MSﬁl—(O), ;361_(0) 0 teorema,

* esth demonstrado, pelo facto de ser @ =L

9) 0s- médulos com as duas condigGes de ocadeia —
Quando sfio validas-as condi¢Bes de minimo e de méiximo,

em M, dizse, mais” simplesmente, que & vilida a con- _

digio dupla de cadeia. Hxtraimos de [(II), pég. 9] ¢
teorema seguints, bem como 08 dois 'prxmeu‘os coro-
larlos y

TEOREMAS 39 o 39': — Num médulo com condzgao dupla
de cadeia, tem-se r =8, para cada endomorfismo A satisfa- - -
zendo” @s condigdes MDMAD...DMA'=MAr+i=
= ,(O)CQ CQ-A:QC CQAS—QAS+1——- . O teo-
rema 82/ garante-nos que 4 definé um meromorﬁsmo em

MA*=N. Serd NN A= N 422, ., Como estamos
admitindo ser M A4°% (o)} [de contrdrio seria imediata a -

igualdade » =28}, a condi¢io de minimo garante ndo poder
. ter-2e indefinidamente N.O N A DN 42D .. ., de sorte qus

existir4 um inteiro’ p para o qual N AP = N 4° +2,
Daqui conclui-se N AP—1=N 4°F, o, por fim, N=N4,
on M A*=M A5+1, Assim, serd »=s. Por outro lado, em
virtude de ser P=M A7r=M A7 +!, tem-se, “;DA—C,D
Visto gue em P é vilida a condigho.de méximo, 4 deter-
mina em P um automorﬁsmo Ass1m, tem-se MA“‘ N s=

- =(0). Admitindo spr @ A*+l=(24") A =0, serd tam-
" bém x AT =0, Portanto, QA,-+1_£}.AT, pelo que valer4 o

sinal =. Isto acarreta r<s.. E, assim, #'=s, como aﬁrma
0 teorema.
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GOROLARIdS 8 o 8':— Num mddulo ]’_\{[.com condigdo dupla

de cadsia, tem-se M=(M A", D), MATN Q=)

onde' v =g 6 o ndmero do teorema. Para cada .x-e‘.{}.é-r é
xAr = o, de sorte gue. A determing um endomorfismo nilpo-

tente em Q,r; 6, sendo MAr= M A.r-{-l, A.det?rmw'z.q em
M AF um automorfismo: SRR

~

wm endomonfismo nilpotente.

- ]

- COROLARIO 9': — Se M & um iddulo com condigio dupla

S = o a e - Y » - 'tdulos N
de cadeia no .qual (o) ndo & intersacglio de dois sub-mid _
:I=.(c:‘)-',\o'u é.,,‘iliu =Q, =(0);.pelo que A & um dutomorfismo, - .

" ou.é. MAT = (o), pelo’ que A & um endomorfismo nilpotente.

. Sem d¥vida que M ¢, entio, indecomponivel, e o _coro-

lirio & valido (como 9). A verdade; porém, é que podemos-

demonstrar 9/, partindo tinicamente do resu_.ltado M AN

. NQ,e=(0), ihdicado em 8’

‘COROLARIOS 10 6 10': — Supondo-nps nos casos. de”d. o

C de 9 , se A & um qutomorfismo, A — A2, suposto Fo, é 1gqual-

A o . . v . . 2 Py
© mente win automorfismo. Sabemos, com t_afeltq,. que 4 — 4d,na.o
pode ser: nilpotente, pois, de contrdrio, ’ex_lsi;_lrla um idem- .
potente ndo nulo, que seria wm polindmio em 4, conse-

quentemente existiria uma decomposigio para o mod}llp.. ,

" JOROLARIO 9: — Para cada endomorfismo A ‘dum grupo
indecompontvel M, com condiglo dupla de cadeia, ow &
M=MA"=MA, com Qs=/(0), pelo que A & um auto-
“morfismo, ou é M=2,y, comn MA* = (o), pelo que A. é

Segnindo. s;mbre ALMEIDA “COSTA, [10] e (14}, vamos

médulos com condicio dupla de cadeia. Os raciocinios mti-

“lizados nos teoremas 40 e 41 foram dados por LEVITZKI,

TEOREMA 40: — Dado um ‘éub:mddulo"N, ds compri-

L = i ] jodl ' deta.
. mento T¢, dum mddulo M com condigdio q’iuplq de ca leia,
:T; 'Alf. :,,Ac"s&'b endomonfismos de M tais que NA;

v AeD(0) e NAEN, existe um sub-mddulo N g verifi-. .
cando as relacies-sequintes: (0) CN1EN, Ny=(N1 Ay, ...y

A.). Ponhamos N2N'== (N 4;.,.., N4,): O sub-
?Ii%dul)o NP‘;E(O), visto que N'2N .4, D (o). Ponha-

- dar ‘agora ura conjunto de teoremss interessantes sobre os

[{III)], emi questSes sobre 'aqéis; i S -

" mos, depois, N2N'2N"=(N'4y, ..., N/ 4s), com-

" demonstrado-o teorema;

- SR

N-'Ai‘E-NA.:, 0 s'ub-m'é'-dulo-N"f é #(’0),-'Yisto \que N#2 -

SN'4,2N 434, (o). Podemos prossegiir e estaboleder

- a_série normal IN2N'2N"2,..2N®>(0){, com
- NO2N 4;...4.5(0). Como o comprimento desta série
~normal é'¢+ 1.0 comprimento de. N 6 S, havers repes 4
tigdes. Pondo NG¢+V=(N®4;,".., N9 4,) =N, fica

-

# 'TeorEMA 40’ :'—-_bado um - sub-mddulo %,dum fmdclulo

com condicdo dupla de cadeia, se 8 for o tdeal aniquilador - -
de Ne se M/N tiver um comprimento 26, entdo, se

Afyein Ay forem endomorfisimos de M tais que A, ...
o Ag80(0) 2 Aj8E8, ewiste um ideal 8159, de aniqui-

. lador modular- Ny, verificando as relagles segquintes: 1) NE

o ER MW Y N= N AR , onde os L significam

o3 aniguiladores - modulares.: de Ay 8. Ponhamos. 82% =

4

- ={418,...,4,8) D(0) e designemos por N/ o aniguila-
dor modular de ¢/, Serd NREN' M. Bm seguida, ponha- '~

J_‘_JIOS _ﬁgé_’_g ¥ = (Al-ﬁ"'; . '.- y 'A..c 3’)%‘40,_1\]4 675 e | (0) :} désig"

'nemos por NV 0 _apiquilador modular ‘de 4. Tem:se .
NERN' ENTS M. Podemos prosseguir e estabelecer a.

“série normal | NRER'ENNE... ENO = M}, de compri-
.ménto ¢+ 1, -da qual se deduz ums série normal do mesmo

comprimento.- da - forma HM/N o gz'cc)/gzg 2NN =
.= (9)}, o que nio pode ter Iugar sem repetigdes. Supondo -
- NEHV=N O este sub-médulo” serd aniquilador modilar

de $9 o de 8U+0= (4,49, .... 4,8®). O teorema 2" d4

agora NO=9n .. N, , onde'Y; é o aniguilador modu-
lar de 4; 8, o que demonstra o teorema, pondo N =N,

gh=g,,

" TEORENMA_41:— Diado um wd-mdulo N 5 (o), e com-

primento =8, dum mddulo com. condigiio dupla de cadeta,

se Ay, ..., Ag 880 endomorfismos.de M tais que Ay... A, Fo

e N=(NAj,...;NA,), existe um endomorfismo ndo nilpo-

tente de M que ¢ um produto de poténcias dos A ;. Destaque-

mos, dentre o8 N A;, todos os que podem er desprezados, -

‘sem que g, soma dos demais deixe de ser N . Serd, por
ex, N=(NBy,...,NBs), com dZ¢, e ondé os :B; sfio

 elementos 4 ;. So fosse d==1, a- relagho N =N By daria

N B =N D(0), e B, seria um endomorfismo nag condi-

'~ gbes do teorema. Supondo d>>1, observemos que se tem

() CNONBa=(NByBa,...,NBaBg) (o). Escre-
vendo Bg == B, ,"designemos por B, umaelemenjt‘o B;tal
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que (0)C N Bm’z‘ By ={(NB By B,y..., N B4 B”’*EIB’M‘) .
- V&80 existir uma SJlCéESﬁO' Bml , Bmm o tal qU.B':N Bmcg ven

.++ Ba, 5(0), qualquer que seja o inteiro positivg'c refe-
rido no teorema. Vamos verificar a existéncia dum sub-- -

“-médulo N’ e de endomorfismos 4;,. .., 4, formados por
produtos dos 4, satisfazendo as condigOes oo '

NoN'D(0), 4i...4 %o, Nf:(Nf_A;',...,N'A';).~- .

f[)iétinguirémOS' dois casos. No primeiro, admitiremos

_que hd um produto de ¢ dos By, consecutivos em
Bingaser>Bmy, 0 qual néo contém Bm,=B, .‘No segundo,
faremos a hipdtese contrdria. Se se dd o primeiro, snponh_a- .

‘moy A]... 4] o produto ém causa. Tem-se N 4]... 4,2(0), _
NA4;EN, e, conforme o teorema 40, (0)c N'EN, N/ =
=(N'4},...,N’47). Como em 4},...,4; nio figura

‘ ,B.rd: . ®era (NA; reees NA;)éN ) 8 pOI‘f}?ntO, NI’.C N " .

Se, a partir de N’ e dos 4}, 'se pode formar o endomor-
fismo n#o nilpotente em causa, o teorema fica demonstrado.
N#o sendo assim, o raciocinio continua. Supondo, nos ter-
“mos do 2.° caso, que cada ¢ factores consecutivos do-pro-
duto P= Bm,s:.. Bw, contém B, — Bg, podemos escre-
ver, por ex.,, P=P;By,.P;_, Buy.ooo Py By, onde

Py, Py,... sio produtos dos 4; pela ordem porque figuram -

em P, contendo -cada P; menos de ¢ fictores, A decomppsi--
. ¢o de P contém ¢ factores, pe‘lo\m‘enos,_de modo que existe
sempre uma parte de P, P/==24" ... A;c, A;j=Pej{.an
onde os 4] sio consecutivos em P. Como no 1.° caso, tem-se
agora N P/ 5(0), N 4’; EN, de sorte queexiste N, nos
termos do .teorema 40, satisfazendo a (¢)c N'EN, N'=
= {(N'4],..., N"A;) . Para se ver qple,N' c N, basta ter
Qm,cdnta que NA:‘j:N:P}‘J- Bm‘igN er' B | 8 o
Em resumo: gunando. d>>1, hi sempre um sub-mc')dulfo
N’ nas condi¢des seguintes: (o) N'EN; N/'=(N'4,,
voo, NFAL), 47 ... 4, %0, onde o5 4; sio prod_p.tos dos 4.
Partindo de N', o raciocinio repete-se. Obtém-se a suces-
s80 de sub-médulos NON'oN”>..., que prossegue
enquanto nfo for possivel chegar a ,(0)cN®cN¢=D,
N@EB=N®, onde B é um produto dos 4;. A condigio

x
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descendente limita aquela sucessio, e da 'igualda.dé escrita
em ultimo lagar tira-se*o.teoreina. B é o endomorfismo pro-

~ curado.

Vamos agora provar uma conse‘qﬁéncia_‘im-pd,rtanté, que
ge encontra, por ex., em [(II), pdg. 59], mas que é ali jus-
tificada de modo completamente diferente.. ~ .

- COROLARIO 11:—8e £ & wm conjunto de endomorfismos

- nilpotentes, dum mdédulo com condiglo dupla de cadeia, ¢ se o

confunto & fechado relativamente ao produto, entdlo,, supondo

M de comprimenio n, o produto de n elementos de £ é nulo. -

Sejam Ay,..., dpef e d;... dyF 0. O mbédulo M verifi-

© . card as segnintes condigBes: M Ay ... 4% (0), M A EM.

-Existird, nos termds do’ teorema 40, N, tal que (0)c N, E
EM, Ry = (N, 44, ..., Ry 4a). Depois, pelo teorema 41,
existird um endomorfismo n#o nilpotente de YN que ¢ um
_produto dos A;. Este resultado ¢ absurdo, visto que um

~tal produto pertence a £. Devers ter-se- dy...dp=0,

COROLARIO 12: — Num médulo’ de comﬁriﬁento—n‘,'é con-
digllo necessdria e suficienté, para que o sub-mdédulo N seja
nilmédulo, que se tenha n™ = (0). .

: = " ’

: COROLARIO 18: — Se I ¢ wm médulo com condigio dupla
- de cadeia, o radical do-sew anel de endomorfismos & nilpo-".
tente. O expoente €, quando muito, itgual ao comprimento do

modulo.

"TEOREMAS D e D': — Se O 6 um médulo indecomponivel
com condigiio dupla de cadeia, o radical do seu anel de endo-
morfismos & o~conjunto dos seus endomorfisinos nilpotentes.
Bm - primeiro lugar, todo o elemento’do radical*é nilpo-
tente. Kim seguida, se 4 ¢ nilpotente, suponhamos A*~1+o,
Ar =0, o consideremos o ideal direito gerado por 4, que
é da forma A49. Vamos ver que este ideal ¢ nilpotente.
Todos o3 sens elementos sfic nilpotentes, pois que, se 4 S,

-com Sel, o nio fosse, seria um automorfismo H, De 4§ == .

=H, De AS=H, tirar-se-ia A*S=A"—'H=0, que &

um absurdo. Do facto de A9 ser nilideal se tira agora, .
pelo corolirio 11, a sua nilpoténeia.. O teorema estd pro-

vado.



|}

0

s

OBSER\AIAGKO';_(']‘)‘:‘—. No ennnciadé do teorema 40/ deve-

" yiamos, -de prefersncia, adritir ‘dado o ideal 8, ser N o
“wen aniquilador modular; e, depois, mediante as condigbes
‘indicadas; frisar a determinagio do ideal 8;, com aniquila- .

dor modular N 1, satisfazendo ao geguinte: 1) (0) C5,£3;

9) NENICM; 8) 8:2(4d181,0:5408:); 4) Nu=Da N>

... N Qe

TeoreMa A1 — Dado 3 (o), s N for o éeu aniquila-

 dor modular, supondo wilida em M _a condigiio dupla. de
cadeia e MJN dé comprimento Z¢ entdo, s¢ Ay,..., A 80
 endomorfismos de M tais .que Ai...Ac%o, (A8, .,
S AB)Es, N=LQ.,N...N2Aa,, ‘ondgz Doy significa ant-
- -guz‘ladbvp modular de A8, existe um endomorfismo’ néo nil- ;
- fbteﬂte ‘de M que é um produto de. poténcias™ dos Aj.

Destaquemos, de entre o8 Qg ,- todos os que poderm: ser
desprozados, sem que ‘a interseccio dos demais deixe de

~ger N . Sers, por ex., N =0Qp N...N0Ds,, onde ngce :
" .onde'os Dp; 80 08 aniquiladores dos ideais B;8, nos quais

os B; sio elementos 4;. - _ _ L
S‘é- fosse d=1, a relacia N = s, mostraria que N
ora o ‘aniquilador modular de B;$; tendo em -conta -ser

B, 858, facilmente se. concluiria que N M era também . .-

rl

‘aniquilador modular de B7g,: qualgner gque fosse m. -

Entéo, B seria o endomorfismo referido no teorema.

‘Supondo d>1, vamos ver que se tem M DN C Q=

"= Qg by 1+ v N, 5, onde Vo, p; ¢ 0 aniquilador modu-
lar de BaB;#. Na verdade, é (B 8,...,Bz$)E8. Portanto,
tem-se (BiB;8,..., BaBg8)EB;8. Se supusermos agora
weM .um elemento -aniguilado pelo 1.° membro, serd
# BgB:i8=100), xBaeQs;, (1=1,.. .,d), ®#Bae N,
% B8 = (o), de sorte que o ‘aniquiladof - modular -do

1.5 membro é exactamente D, ; como “acima afirmimos.

Ngo esquegamos ;que 6 oy == Lo, c M. Entio, seja.
B, um, B; tal que s, v,, CM. Se observarmos ser

'@) Com o enunciado anterior do feorema 40/, esta obsérvagﬁ?'
e o enunciado e demonstraglo que -viio seguir-se, do teorema 414,
corrigem-ge .alguns lapsos cometidos nos teoremas que, cOmM 05 MES-

mos ntimeros, se publicaram na nossa meméria em lingus alemf,

oitads na Introducio, e designada [14]. .

Oy corolarios 117 e 12/ gofrem as modiﬁcaqﬁe_s correspondentes,

41

(Bui B B8, .., Buy BuyBa8) € By B8, Vése, como

anteriormente, que, para cada xzeM, aniquilado pelo

- 1.2 .membro, serd « By, Bum, Bi8=1{0), gualquer que. seja. .
‘2, 0 que di «Bu, By,e N, ® By, By,8=1(0), portanto,
.. 2eDyp,, b, . 08 aniguiladores .modulares dos dois mem:
bros siio iguais. Pode afirmar-se, pois, oxistir uma suces-

sio B’f’“ By, .. tal que i, 5y, -+ . by © M‘, qualquer
que seja’o inteiro ¢ do teorema. Vamos verificar a existén-
cia dum_ideal ', de anigailador modular N/, e de éndo-
norfismos, 4, ..., 4], formados por produtos 4;, satisfa-

. zendo is seguintes condigBes: 1) (o) C 8'E8; 2) NN/
L CM;38) 4. A Fo; 4) (4,8,...,4,8)E8; B) N'=
'=Qa'1ﬁ venDa, pn_de S}q'_,'.' é o aniguilador modular de
A ', Distinguiremos - dois "casos, No primeiro, admi-

firemos que hd K um produto de ¢ dos B, consecutivos

it - Buyy Busy v« oy Bmyg, 0 qual niio contém By, = Bd :
No segundo, faremos a .hipétese contriria.. Se se d& -

+ - ’ ¢ N
0 primeiro, suponhamos 4;....4 o produto em’ causa.

. Tem-sge A;... A 3D (o), pois que, se fosse 4; ... 4,8 =(o0),
_viria, por ex., By, ... Bu, 4

; e A;BB e .'Bm(;.,'gg'B;au oo
oo 4y ... Al8=(0), 0 que ndo pode ter lugar, visto que o
aniquilador modular da primeira expressio escrita 6 < M.
As duas circunstincias 4; ... 4.8 D (o), 4;8 58 leyam, con-
forme a observagiio feita 20 teorema 40', & existéncia de,
8’ e correspondente N' tais que: 1) (0)C#'E3; 2)NE

- EN'cCM; 3')_-621’(4'13', e ALY N =4 0. 0
‘N Ra}. Como se dd o caso’ de Bz no figurar entre os 4 -

e de se ter Al' 8/ S A8 serd N'oN,* assim realizam-se as

" . condigtes 1), 2),. ?), 4)- e b) acima referidas. Se, a partir

de N’ e dos 4;, se pode formar o endomorfismo nio

.. nilpotente pedido, o teorema fica demonstrado. Nio sendo -
assim, o raciocinio continua., Supondo, nos termos do -
2.° oaso, que cada ¢ factores comsecutivos do produto -

P=DBu, ..: By, contém By, = By, podemos  escrever,

por.eX., P=Bm1P1{S--B'miPI--l'BY;IjPl; Ondé ‘Pl, ;P_iz,.'

<«vy Py g0 produtos dos 4; pela ordem pela qual figu~
ram em P, contendo cada P°; menos de ¢ factores,
A decomposigio de P contém c¢ factores, pelo menos,.de

- modo que existe sempre uma parte de P, P/= 4 ... 4; ,

A== By, Py, onde os 4; sfio consecutivos em P. Como no

A



1.° caso, fem-se

- 42 7 ' ) -

- .- .
s

existem 8’ e N’ como no 1.° cago. Para se ver que N/ DN,

basta ter em conta que A8 = By, Py 8§ S Bm, 8 e que 3' S8
Em resumo: guando d >>1, verificam-ge as condigbes 1), 2),

8), 4) e B), atrés aludidas. Pode, por isso, partir-se de N' e

" repétir os raciocinios. Obtém-se a sucessiio de sub-mdédulos

NcCN/'cN”C ..., que prossegue enquanto nfio for
possivel chegar ao caso equivalente a d=1, isto 6, a

NUE-LcNOccM, NO=Q,, com Q= aniquilador’

modular de $* ¢ dum idéal Q#(¥, em que Q é um produto

- de elementos 4 ;. Serd N (¥ aniquilador modalar de Q™ 8%,
- pelo que @ é um endomorfismo ndo nilpotente.

3 COROLARiO 117~ e £ ¢ um conjuntb de endoa;wrﬁsmos '

nilpotentes, dum mddulo com condigdio dupla de cadeia, e e
o conjunto é fechado relativamente ao produto, entdo, supondo

. M de eomprimento n, o produto de n elementos de £ é nulo,

QO enunciado deste corolirio é precisamente o mesmo que
o do coroldrio 11. A demonstragio assentard aqui, porém,
sobre os teoremas 40’ e 41', este dltimo acabado de pro-

var. Sejam 4;,..., 4,680 4;... 4,F0.0 anel Q veri-
fica as seguintes condigbes:.l) o aniguilador modunlar de Q
8 (0); 2) o comprimento de M /(o) 6 Zn; 3) 4¢... 4,80
(o) e 4; 23S0, Entdo, pelo teorema 40/, existem um

" ideal 8y, de aniquilador modular N, nas condigBes que

lhes sfo precisadas pela observagio feifa ao referide teo-
rema. Depois, pelo teorema 41’, existird um endomorfismo
ndo nilpotente que é um produto dos 4;. Este resultado
é absurdo, pois um tal produto pertence a &. Serd 4,...
oo d, =0, como se afirmou’ ' S :

CoroLARIO 127: — Num médulo de compezimento n ;'é con-
digllo necessdria e suficiente, para que wm ideal 8, de Q, seja
nilideal, que se tenha 82 = (o). ‘ - :

-10) Sobre certas guestoes conexas com o teorema de
Krull —No § 2 demonstrdmos o teoremsa A, que nio teve
o sen correspondente A’. Na verdade, vale, supondo tra-
tar-se de sub-mé6dulos —Q, o o :

TEO_REM‘A Al —8e N=Nin Nz e (N1, Nz)=M, os

- respectivos ideads aniquiladores, supondo Q' =@, verificam a

agora P/&D (b);Aia_g’%, de sorte que

?. 43 )

!

tgualdade 6—==8;-|- 8,5, como" soma directa. Sabemos que
82(8y, 83). Dado ‘Be 8, tomemos me M.. Decompoudo 7.
de dnas maneiras distintas, =ob as formas m =n; J-ng==
I I I - : A . . P
=n, +ny, (n;, 76 N, ny, "y € N,), vé-se qm’a By T =
=n,—n,6 N, de modo que se tem n,B=n, B, n,B=

' =‘~.n;B. Conclui-se, deste modo,. que, dado m & M, se obtém
- endomorfismos —Q, de M, por. via das seguintes corres- - -

pondéncias: m—>n, B=mA;, m—»n,B=mA,. Sapondo
m=n =n; 406 N,, vése que n, >n 4, =0.B=o,
pelo que N, 4;=/(o), 4,e8,. K, andlogamente, 4,68,.

E, sendo m=mn, +n,, mB=mn, B4n,B=md,+md=
- =m (4] 4 4}), conclni-se B=A4]+ 4,. Por -isso, tem-se

¢ =8y, 8;). Ora esta soma ¢ directa, pelo facto de ser

.81 N 83=(0), como resulta do teorems 1. -
. 1 .

CORGLARIO €' : ~— Supondo ()= N1 N N ¢ (N1, Ng)=

=M, tem-se, admitindo ainda 8/ = Q, 0=28,1 3.

COROLARIO D = Nos termos do coroldrio anterior, fazendo.
a decomposigio 1=K 4 B, (B € 8,), em idempotentes orto-
gonais, vésse que Ny e 8y sdo aniquiladores reciprocos, de
sorte que N é aniguilador modular de B. Repregentando
por P:2 N o aniquilador modular de 84, ({==1, 2}, sabe-

mos que (0)=P; N P, (teor. 2/). Suponhamos ©& Py, -

x¢ Ny e escrevamos ®£=mn }n,i Serd B, =n B +
/I N ! :, - . b

+n, B =o0=n,E|, de sorte que n,%0 e ny€ P,. Assim

nio serd nula a interseccio dos P, o que é absurdo. Con-

. . . N !
clui-se” P, EN;, e, portanto, 51)1_=N1. Como 8§; e E| -
tém o fnesmo aniquilador modular, segue-se o resto do
corolério. ' : g

- Anfes de passirmos s questSes que mais particular-
mente nos interessam neste §, anotemos agora a validade
do teorema B’, do corolrio A’ e do teorema (', que vamos
enunciar, e que devem ser comparados ao teorema B, do
§ B; ao coroldrio A, do § 5; .80 teorema C, do § 6. Todo
o conteido da eXposicio que aqui fazemos é extraido da
nossa publicacdo.[15]. Ficari sempre subentendido que se
toma W' =20 e bem assim que estarfio sempre em cauSa.

. sub-médqlos —Q,
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TEOREMAB H—SBN N;[ﬂNz,(Nl: 2)—M ese’

3¢ admite que 81 6 nilideal e que 8, é wilideal bilater al, & & “nili-
_oleal ; se By e By sdo mlpotentes, g é mlpotente ; e, se 61 e 62
sdio semz-mlpot@ntes b é semz-mlpotente .

GOROLARIO A’ — Supondo (o)—;NI n Nz e (Nl, Ng)—-‘
=M, entdo admitindo que 8, é nilideal & que O =0, tem-se .

.Ng_(o), N:=M, consequentemente, 3;==(0). Hste coro-

lério 86 merece enunciado pela, unidade que d4 aos nossos

raciocinios; Hle resulta; ¢ certo, do teorems 17/, do § 5B,
. mas traduz. tambern proprledades ewdentes da soma
. directa. -

TEOREMA C' — Se Ni e N2 twef; em nilideais amguzla-
dores 81 e 8y, entdo, supondo N = N NNz, M=(N;, Ny},
nio existe -um -sub-médulo P2N que possa ser amgmladoa
modular dum idempotente. De facto, supondo P 2N, o ideal
aniquilador de 9 serd x S8 =8, +85. Sabemos que nfio hi
em $ elemento idempotente. Por isso o nid haverd em-y.

" Em [(II), pag 35], encontra-se o -enunciado qus vai

geguir-ge, no qual, como alids sucedera no resto do §, egtho

em causa sub-médulos —-Q. . -

TEOREMA 42 —Sejca M um modulo—&l da, forma M— e

=(My, ..+, Mn) e suponhamos que ‘esta soma é directa,
asto é, _que tém lugar as. relages seguintes: M ; ﬂ (MI,
. Ml—l} M1+13 -.l Mh)-—-(o), (1—-1 2

Entao, pondo NI—-(M y Mi—1, 1y nvey Mh):
,oqnclm se: 1) Ni 0 Mi=(0); 2) (N, M )—' 33) N1 N
) an—Ian-{-ln nNh'—-M 4) N1ﬂ ﬂ
r] Nh:(o) Dlspensamo nog de fazer a demonstragao,
qual results facilmeénte das - conhecidas propriedades &a

goma, dlrecta, sem qualquer intervengio. de idempotentes. -
E convemente, ‘todavia, observar que se tem M =M, |+

.7 My, + Ny N r‘| N,k, onde o8’ 7, todos dlfe-

rentes, 8o tomados em 1 R

TR agora vsihdo este

B TEOREMA 43 —Nas condagb‘es do teoeema 42, emistem
_idempotentes By, , .., By tais que: B) Mi=MBEi ¢ mi=
=QF;; 6) 1—E1+...+Ehe E; E =0, s 1Fj; 7).Q-_

~

_SJEl—l— -—}—QEh, ) 0 ideal a;ngmlm;ioe ‘de :N_[1 6 8=

=Bi0+. . B0 B 0K B 9 =
=0B;+... + 08B+ 0B 4o+ DBy; 10) 0 ideal

- dirveitg aniquilador de N, é y; =5, Q. A demonstragio ¢

. consequéncia simples de propnedades elementares da teo-
ria geral dos anéis e das consideragSes dos §§ 2), 3) e B) -

: Oom 0 obJectlvo de ser demonstrado o teorema de
KRULL, vamos tratar cortas proposigSes prehmmarea algu-
mas daa quais se eneonbram em [(II), pégs 11 012].

TBOREMA B: —Se M ¢ um médulo —&). ‘indecomponivel,

.- com condiglo dupla de cadeia, ¢ se. A e B sdo dois endomor-
- fismos—-Q tois que A +B=1, um dagueles endomor ﬁsmas"

6 um automorfismo. Nos termos do coroldrio 9,'se 4 e B nio_
540 automorﬁsmos, sio nilpotentes. Tendo-gé A% 4 4 B=

- =A*+BA=A, vése que AB=BA, A férmula do

bindmie & aplmsivel a0 desenvolyimento de (4 + B)*=1, . .
_qualguer que seja o inteiro m. Admitindo que é 4" =0,
Bf=o. e pondo mmr-—]—s, chega se ‘a0 absurdo (4 —I— _
Tt B)t= -

TEOREMA 4. —Seja M um fmodulo —Q no gua,l tem lugm o

a condicdo dupla de cadeia e admitamos realizarem-se as condi-

" gles dos teoremas 42 ¢ 43, com duas decomposigies M == My -]—

e My, M=, —|— » + P, s0b a restrigdo, apends,

de M, ¢ 0s Pj-serem mdecomponwms entdo, se as decomposi- -
goes correspondentes de 1 forem 1 =By 4 ... + By, I =F 3

. Iy, existe um F; tal que B; B, d‘eﬁne wm automorfismo .

de M1 T claro que, da. aphcaqao de F; £ a My resulta nm

endomorfismo de M. Neste sentido, tendo-se (Fi ...+
4 Fy) E,=F E +.. « + Fy By = E;, define-ge o au‘tomor-
* fismo -um de M; como um . somatério de endomorfismos

F;E;. Em virtade do teorema E, se /| E) nio é um auto- - N

morfismo de M;, s8-lo-4 £ E1 + . F P By=P. Tor-se-4
C B E P4, A Fr B Pt 1(—E'1), de sorte que, nio

- sendo ~Fy B, P— ! um automorfisme, zélo-4 Fy B, P-11

+ L+ F B P1=(Q, Em seguida, ou FyE P—1Q—1
ou FuE, P-1Q-1} ., , L F B P~1Q—1 representam um
automorfismo de M, . Chega se forgosamente a um automor-
fismo dé M, da forma F; B, P—1Q—1'... 81, o qite-exige |
seja um automorfismo. de M, o produto F; El, comio se. -
afirmou. - o . . .

~ -
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Ums. vei determinado o automorfismo F; E, disptnha-

- mos dos J); por forma a colocar Py em 1.° lugar Podemos

imaginar, assim, que ¥ EI 4 o antomorfismo em gquestio.

" Tem lagar o meguinte:

-

COROLARIO 14:— O endomarﬁsma Iy determing o 4somor-

Jismo My 22 My Fy =P ¢ o endomorfismo Ey determina o iso-~

morfismo Py P, By =M, . Em primeiro lngar, F; determina

- um isomorfismo. My o2 M, F{ E P, . Dado p; 6 Py, formemos
CoprE e My, Como My Fy E; = M, vémos que existe my e My
tal que pyE; = m; Fy E;. BEntio, (py — my F) Ey =0, sendo.

Py — 'mL F ey, Dagui resulta py == (p; — my Fy) + ml Fie
D= (7, M, Fl), onds 31 é o conjunto dos elementos z; e C.DI

‘tais que z Ej=o. A soma anterior é directs, visto que

2y = my Fy acarreta z By =my I By=o0,my=0,% 0. Em
face da indecomponibilidade de %Dl, terd de ser c,Dl = M F1,

visto que Py ==3 levaria a Py By =M, Fy'E; = (o). Demons-" .

trada a.1.* parte do corolario, basta atentar em que ) By =

=M FiE;=M, e em- gque. 56 elemerito nulo de P & anu- :
lado por E) para se concluir a 2.% parte ‘

- TEOREMA 45: —~ Pondo, nos termos do teorema 44 ( com
Py =), G =EF +E+ ... + Iy, define-se umi automor-
jismq de M. Sdo também automorﬁsmos de M os seguintes endo-

morfionos: BTy B Ty Ky =BiFy+ Pk ook '
+ o Li=FE+ B4 .o+ B
© Se tivermos em conta o teorema 31, do §7, “yerifica-se -

que G é um automorfismo, provando que a igualdade
& (Y{ —o implica w=—0, O corolério 14 mostra-nos que, e

for p1 6Py tal que py By=—=o0, é py—o. Assim ‘Dlﬂ(Mg-l- .

-I- .+ M3 )= (o), de sorte que & directa a soma P, +M
. + M. Supondo, entfio, @—=my 4 ... +mp,® Gl =
—m1F1+m2+ .+ mp =0, conclui-se mg_....—mh_o

mlFI.._o e, portanto, ainda conforme o corolario 14, my=—o0o,

- &=0. Deste modo § M &;=M= Py+Me+ .o Ms.
Passemos a H;. Interessa-mos verificar que M, ﬂ (P:+
4.4 Pr)=1(0). Na verdade, representando, como geral- -

mente fazemos, um elemento dum sub-grupo pela letra
mintiscnla latina correspondente:d que: representa o 'refe-
rido sub-gruopo, ponhamos ml_p2+ . -+ pp7 Hntio

m; Fy=o0, pelo que m; = ¢. Supondo agora & =p - ... 4

+PE:WH1 2B 4+ pet oo+ pr, da relagio wHI—-o,
como & soma M, 4 Pp+ ... + Dy 6 directs, -conclui-se
Po==.,..=Pr—20 8 plEl—-o Assnn, ép—0 0 =0,

a7

B vése quoe MH =M= M1+°))2+ +cp;,, ‘Relati-
vamente & Kl, de mKl_zcElFI-[-mFr}- +alr=o
tira-se x Fp— .., =aly—=—0, = P1.P1E1F1—0 epl-—o

~ Raciocinio anélogo se faz para .

Convém ﬁxar agui que, da combinacio dos teoremas 31"

e 31’ resulta o

TEOREMA -46:— Valendo em M a condzéﬁo' Aupla: Vde_

cadeia, é condigdo necessdria e. suﬂczente, para’ que se tenha -

M=MA, que o endomorﬁsmo tenha um . amgmlado'r
Qa—(o) .

- TroOReMA 47:— Se, nos termos dos teoremas 44 e 45, '
tweamos realizado as condtgoes seguintes: 1) para i=1,

2, v, 00 6 M=Pr+ ot +PRi+Miga +Mh,

_M 931—5- —I—‘I)l—l-l-M—l— ,+1—|— +§Dk,2)(}__..

Pyt . +EF "l‘ i+14 .- By e Hi=F;+
—|— +F1_1+F 1 —|— ,+1+ -l—Fk sa,o automorﬁs-
Mos ; 3) mediante G tem-se My ,_331 - =P,
e, mediante, H;, tem-se, 1 H fyesey ;HI—M,,
entdo, eposswel construir Gp 41 ¢ HP+1 tais gue, a) G P-[—l-—-
=E; % +.. +Ep+1Fp+1+ Bops+ ... 4 En, p+1—
=P+ .-+ P-l- P41 9+1+Fp+2+ o Fi sdo
automorﬁsmos, B) p+1 G‘p+1—C,D } %p+1 Hp+1;—

'--—Mp+1,'( M*—CI) +. +%P+1+MP+2+

FMuy M=P,+ .-+ P+ M p+1+°339+2+:‘::'+
+ Px. Ponhamos ‘,}31—|- —{—‘33;:-—!1 Tem-se M =

‘= M/A=Mp41+ . +Mh—°pp+1 .+ Pr,

onde M,—(M,, ﬂ)/ﬂ P =1(P+, A)A. Dum modo

‘geral, no que val seguir-gse, um elemento pertencente a

um sub-médulo representado por uma letra gbtica maitis-
cula, tracejada ou n#o superiormente, sera representado

“ pela letra latina mintscula correspondente Dadomp 41==0,

serd - mpp1==pi+...+pp, 0 que exigo 'mp+1—-p1—

ﬁ.'.l""pk_.o H{ isomorfismo entre os M, e 08 M;,
(i=p+1,..:, k), assim como entre os P; e-08 Py, (j=
=p1; k) Por isso, escrevendo as duas decomposi-

cBes supra de M, obtemos duas somas directas de sub-
.grupos indecomponiveis iguais a M. O -corolério. 14 e o
teorema 45 garantem 2 escolha de FP+1 de modo que se



4 _tem-ge w=o, m—p1+

T

48 .

.‘3te'nha a) M= MP+1+ +Mk——939+1+M9+2+
+ o+ Ma=Po+1+ o+ Pe=Mps1+ Ppte +

+ ..+ Psu; b) Mp+12MP+1FP+1—%P+1, P12
N%P+1Ep+1—Mp+1 Posto ' isto, vejamos que a ‘soma

(Pi, ey Potr, Mpyo, ..., Ma) 6 directa. De facto,

supondo 26 (Pi + ..+ Po 1) ﬂ(Mp-:-z—I- = Mu),
sord ®=ux+ Ae Ppys N (Mpiet.. 4+Mz)- Portanto,

Fpp=mpyrt ... mn, 0
que leva a z=o. Também 108 interessa estudar 8 inter-

" secqio (Pyk . ve 4+ Do+ Mpg1) N Ppazt v+ Pr)e

Supondo que ¥ lhe pertence, tem-se ¥ =p1--... 1 pp +

+ mp 41, com yFr=o0, ..., y Fppi=o0. Deste modo serh
‘P1+MP+1F1—-O, ey Py —]—mp_l_le—o Mp - 1FP+1"'_0
~ A fim de - contmuarmos, precisemos a definicio de Fpy1:
‘para se encontrar me+1, procura-se um elemento m que

tenha m como correspondente no homomorfismo M ~M/A,

achi-se mFp i1, e, em segmda, Se-se m Fpy1="m Fpy1..
".Nestas condigBes sendo mpypy Fppi1=0, é mpa1Fpr1=

= Mp 41 F,a+1=o consequentemente mp L1710, Mp41=0.
"BEntiio . vése que 4 y=o0 e que é directa a soma By
e P M1+ Pprot - oo +Pr. Consideremos,
. em seguida, G'p-r1 e Hpw.1 e mostremos que se trata de-
automorfismos. Seja m=my 4 ... + mp +mp+1—|— R

+my o admitamos m Fp =0, Oomo m (o 1= m1+

At me) (By B o+ Ep Fo+ BpyrFoprt ...+

—{-—E;,) +mpy1 Fp a4 mpyg~-..: - mp =0, serd nula cada
parcela. -Portanto, mp4e=...=mp=190 fmp_H Fp+1 =o0
(0 que implica mp¢1=0), (m(-+ .. -[-fmp) p=0, esth
“iltima relaciio, levando a . m;—...=mp=o0.  Tem-se

m=—o0, como s6 dessja, Quanto a Hpyi, pohamos m=

- =pi+ ... +pr, de modo qe mHpy=p1+ ... +pp-t
A pp41 p+1—1— s pr. Se mHpp1=0, 0 facto de ser
. directa & soma refemda em tltimo lugar mostra que cada

parcela de mHp 1 6 nula. Assim pp+1Ep+1_-o (o que
implica pp+1=0) e os restantes p; sdo nulos. Conclui-se

m= 10, como se deseja. Do exposto, resulta ainda M Go 1=

. =M, com M,(z—g+1—Mch—~%;, (i=1, cees B
_M@+1 Go+1--cpo+1, e, portanto, M == Pyt vt

e+1 -t M9+2 oo My assim como resalta,

Hop1=M, com PiHops=Pi, (1£p+1), 339+_1l_'

or1=Mp+i, e portanto, M=P:1+... + Pe

'.‘|— 9+1+%9+2+-“+C~D

}

o

BTI

‘Podem fazer-se ainda as seguintés observagdes: o)

Kpqi=Fi. +FP+EP+IFP+1+FP+2+ ~t+Fce
LP+1—E1+“-+EP+FP+1EP+1+ pret et En

880 automorfismos; 5) pode escrever-se M= _1_~[-' vee

+ PN NG, (i=1, ZeenB)

“Como resultado, das conmderacoes anterlores, formulare- -
008 agora & segumte propomgao de KRULL, que s e encon-

- tra demonsﬁrada

v TEOREMA 48: — iy M é um gr upo com condag&o dupla de
- cadeie e se M=Mi-+.. .. +Mr, M= Pt °-+%k3‘w

duas decomposicBes: dz'rectas de M em siib-grupos indécomponi-

' wels, tem-se nacessdriamente h =k é.podem ordenar-se 0s Pi por

forma que: l)G- BiFi.. .+ E PyeH="F,; Ef—l— o

© 4 Fp By sdo automor fismos ; 2) valem as zgualdadesnMp G_
] _%P)%PH Mp, DarG cada‘.}} 1,2,. ,_,h, :

[(II), phg. 35] encontra-se tambem este outro

' enuncmdo S . .

Q-

.

; TEOREMA 49! ;Sega M

N AN N 420 ﬂNh,conclm-se 1) (M, Ni)=

-—-M 2) MI n Nl—(o); 3) (Ml,-- M1—1| Mir-i{_l-, )

.--th)—N1;4)(M1’ . h)'—'" *

Da demonstragio, que 6. snnples, vamos. dar apenas a

' .parte que prova 3'). Sem -ddvida-que M; SN, se ji."

““Rosta mostrar que cada-n; e N; pode sempre ser escrito

sob a forma n,_m1+..._+m,_1+m,+1+...—[—m;,,‘

(mjeM;). Dado n;, se este elemento pertence a todos os
‘N, entfio m; =0 tem a forma indicada. Supondo, de con-
trario, que, por ex., 6§ Ny, o primeiro IN; que nfio con-
tém n4, podemos escrever n,_nk,-}-mh, (z:l:kl) Vé-ge
que 75, € Ny ..- N Nz, . Em seguida, seja N i, (ks>
>%,), 0 primeiro"N ; que nfio contém ny, . Podemos-éscre-

" Ver fi, == Mgy -t Mgy, COM g, € Ny . .ﬂng,etambém =

= ng, + -+ M~ my;. O raciocinio prossegue, até se chegar
a um mny, com.<Fk;, pertencenté a todos,os N;. Nesse
momento & ng =0 e n;= My + . v - mE,  como se
afirmou. : o ' ’

- . P

' o Ly

I , 9 suponhamos .
- (0)_‘Nln nNh,CO’m (NIJ(NInO"an-{-iD---‘_ RN
ﬂNh))_M,(l—l 9,...,h). Entdo, pondo Mx———N1ﬂ

x




[}

T

.o
'

. B0

r

‘Obgervemos ainda que se tem (0)= (N,,lﬂ o NNGIN -

0 (Miys. -+ Mi,). [Comparar esta afirmacio com o teorema - .-

geguinte}. - .
B agora vélido este . e

TEOREMA 48':— Nus cond'igﬁ_es' do “teorema 42! existem
idempotentes Eiyoees Ex N tats que: B'Y N i é o aniguilfad.or mo- -
Tular de B e o ideal direito aniquilador de N; 6 3;=E;2;
6N 1=BF... +E,e E;B;=o0, se i+j; 7N Q=804

. +E;,’§.; 8') o ideal de contracgBes em N ;é 1y == QR+

4 4-OE 4 ﬁE;_l_i .. QB 9) 0 _z'dfftl- direito -
aniguilador de M & E.O 4o +Ei @ + B 4.

__"l_E;cﬁ';,:tO’)'o ideal de contracgles em M; é mi=§EJi-‘

A afirmacio B') resulta imediatamente do corolério D'. Em

seguida, escrevamos, para @ eM, e =m+4" ...~ mg, com. .~

m;eM;. O corolério D’ garante-nos também’' ser M ; o ani-

7
o

quilador ‘modular de 1 — E;. Por if*_QO, sendo m ;== my E:+ -
. ——[—.m,-(l —E), tem-se m;=m; E;. Nessas condigdes, por.

viade3'),é wE;='fH;E;=a’m,'de sorte que & (E:+.. +
—l_'E;t): (EE"J.’—I_ v +'T"-’Eh:m1+ .t .,—|-.'mh-=a3. Por
outro lade mE:E;-_— m;Bj=o0,.80 i+j, pelo'que 6") fica
provado. 7’} traduz uwma propriedade .elementar da teoria
dos anéis; 8", 9’) e 10’) encontram-se como consequencias
dos teoremas A (§ 2), 19 e 19/ (§6).

“

Com o objectivo ‘de ser demonstrade o teorema corres-’

pondente ;a0 de KRULL, vamos tratar certas proposi¢es
preliminares, algumas dar quais também se encontram em:

[(I), pags- 1Le12). -~ - = - o

TEOREMA 44/ ;-Ssjﬁ M-um médulo —Q no jual tem lugar

" a condigiio dupla de cadeia e admitamos realizarem-se as condi-

oBes dos teoremas 42" ¢ 43', com duas representagies,(o) =N1N

N...0Nz, (0)=21A.-. N, ‘300 o restrigdo, apenas, de

os grupos diferengas M/Nie M/ serem indecompontuveis ;
entdo, se as decomposiches correspondentes de 1 forem 1=T, +

“ o _ 4 B I=F cou = By, ewiste um B tal que F; B, define

um_ automorfismo de M. Hstudemos o isomorfismo M /N; ==
~sM;. Dado o elemento m+ Ny, supondo m=my 47y =
- \ . , -

1

-

-+ Ni==0,0 que é absurdo.

51
=mE, +m (1= )0 isorﬁoxjﬁsmo en. quesi':io determina
a correspondéncia m 4 Ny~ m E. Por via- de-- F; E;
define-se ut -endomorfismo do M;: m B> m K, F;E,
Bste dltimo” elemento é éorrespondente de mE; F; -|- N

* no isomorfismo anterior. Assim, ao endomorfismo F B/ cor- .
. responde um endomorfismo de M/Nj, segundo o qual m |-

+ Ny~ m B, F; + Ni. Nestas condigBes, (F, + ...+
+ F) E,=E =FE +...+ F,E tem este outro
endomorfismo de M/Ni como correspondente: m 4 N; —

o= m (B F 4 KB F) Ny =mE]| + Ni. Visto ser
(m—mE )E =o, segue-se que o.endomorfismo anterior
-6 o .auntomorfismo idéntico.. Como no' teorema 44, existe

um F;E, que é um automorfismo de My e tal que a cor-
'resp()n_déneia‘ m+ N1 = mE F; + Ny é um antomorfismo
do  grupo diferenga “em causa. Ele resulta da aplicagfio
habitual de E;F, ao mesmo grupo. Segue-se dagmi o
seguinte : o L

/ . -. 3 . v '.c u" i “
 ADITAMENTO: — Ny ¢ precisaimente o aniguilador modular
de 1y F; De facto, o raciocinio anterior mostra que. o refe-

- 7iflo aniqnilador n&o pode ser £ N, visto, que, supondo

e, 2¢ Ny, serd @+ NyFoe (x4 Ny) B Fj=2E F,+

 Uma vez deﬁex_‘mihaﬂd o automorfismo F; Ei , disptinha-
mos dos L;-por forma a colocar %Y; em primeiro lugar.
Podemos imaginar, assim, que F"IE"1 6.0 automorfismo em

‘questio. Tem lugar o seguinte:, . -

!

COROLARIO 14/: — O endomorfismo F'l-déter_mz'na'.o 180~

- monfismo. Myt My F\ =Py, e o endomorfismo E; define o

- isomorfismo Py =2 Py E; = M;. Bem entendido que, neste
. enunciado, P é Am dos sub-grupos. P; definidos pelas
"relagles V=2 N... N1 NQigs1N - NRey (2=

=1, 2,..., k). Entio, nfio distinguniremos entre este coro-

" lirio' ® o coroldrio 14, visto que, como de resto ji se’

encontra implicito em raciocinios anteriores, ficilmente se
vé ter-se M =Myt MJH_ M=PD:+... D&,

como somas. directas. '

=




ADITAMENTO -, ¢ preczeamente 0 amgmladm modulcw

de i1 . De facto, dado o elemento m -}- &}y, se pusermos

_p1+g1, tem-se pi==mF,.’0 isomorfisto -M/Q¢= .
‘N‘,}Bl determina a correspondencm m 9, —+mF. Por -
via. de E.,F, define-se um’ automorfismo de B, mF -
—mF E’ F’ _0.elemento de M/Q; que tem este liltlmo "
elemenho como correspondente & m I} E’ +%,. Deste -
“modo, F E; é um antomorfismo do grupo dlferenqa Nio o
pode agora o amqullador modula.r de F E' 8er 92:)91 )

~ como se sabe
: TEOREMA 45’ —Pcmd'o, nos termos do teorema 44’ (com
\ F =F), G;=EF] +H 4. A define-se- um “auto-

morﬁsmo de M S&'o tambem autamorﬁsmos de M 08 segumtes - :

endomorﬁsmcrs H,=TF, E'—l—F Ao =P, K =B P
4 F, + -I—F ‘L'——F B +E 4. -|—E Temosde

verificar que o amqullador modular de G 8 nulo, Supondo :

x G =xE F —|—mE’ + - Ao E =0, a ‘ortogonalidade
dos’ E dé.mE F E, =o. 001101111—39 =B F eN,, 2 £ eQ,.
Serd, portanto, aE’ F =9, weN,. Em seguida, tendo

" em conta a " relaghio wE +.. —}-azE =0, ‘conclui-se
ceNzN NN Nestes termos ¢ x=o0 e G| é auto~ -

" morfismo (teor 31; § 7). Analogamente, admltamos ol =

=aF, B -l—:cF’-l— AwF, =0, Tem-se z F| B, F =0,

a B eNl, % F, B =0, e <., . Depois, ¢ tambam a:eg.gﬂ
0. Dk de sorte que ¢ =0, COMO 8o dese;a Quanto
© oA K" do w K, =aE ¥, +aF, —]— .A-xF, =0, tira-se
meNl, meﬁ.gn ﬂQ.k Ora é ficil de ver que NN
NN ﬂi?»k—-N; N Py = (o). Na . verdade, para y

perteneente a4 interseccdo, tem-ge yF =y, K FlE = .

=yl =q, yte y. 8 portanto, y=o0. Finalmente, &
congideracgo de L; levar-nos=ia a, - mostrar _que- se

trata dum automorﬁsmo e que, Q1 AN:zN. ﬂNh; ‘

=)

- NOTAC.OES —No gue vai- segmr—se, para sxmphmdade :
" de escrita, poremos P14 ... + ‘;’);— A;, L M...N 9-4 = .

-—Vs,N1ﬂ ﬂNw—Vi .. _

‘construir G-
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E vélido o seguinte  aditamento so teorema anterior:

ADITAMENTO : — Mantendo as condigbes do teomma 45",

pode substituir-se, em Vy , N, poo Qi, ¢, em <
de modo qgue D3N NgN...N IiTk-— (0\)7_1:_’N; %GTQN[}]’
N... Qi dlém disso, tem-se N,G,=N,, Q. H, 5

N, K =, 2, L 1=N,. Quanto a nultima parte, hnu—

temo—nos 4 provar, por ex., as igualdades Q H,=Q, o
1

Q; L;=N,. Tem-se imediatamente Q, H, = Q o
(F, B}
+F -l- +F,,) QAF,+ .. +F;5)—9~ (1 F)—-
=Q, Depom, tendo em conta queM = MB’_(%l, M=
:(%1 3 )—-(M“Ql)—M + 9, eque QL=
Q(FE—I—E—l— A EB)=92, (B, +...+ B

— 1 Q—ML’ ML..I_Q Ll’ M 7
1== 2L+ N, nM =9, L. ' 1'"‘"-9'1 1

| Z

H3, u-m-teorema 46/, a saber:

TEdOREMA 46’ — Valendo em M a condigdo dupla de cadeia,
& condiglo necessdria e suficiente, para qué tenka S.A_(o)
qgue o endomorfismo A ver zﬁgue a zgualdade M=MA ’

TEOREMA 47 : — Se, nos termos dos teoremas 44 e 45’ "
tivermos walzzado as condigles seguintes: ') parai=1,2,..,p
b

éM +M1 "l" + hM A1+1+M1+331+1+

H=FF AT 1+F'D'+F’+1+ R e

+ "I—F’ 1+EIF '{-FI + ] r )

BT, R E, Tt
+E1_1+FE + By, 4. —|—]3 sfio automor_ﬁsmos, 3)
me’dmnte G tem-se MlG %1, SMiGi=P , e, mediante
H;, tem-se PyH{= , %1, ‘e EDiH’ 'Ml,' entdo, éposswel
fb1r HrJ+1’ Koy, ¢ Lp+1’ dando -a 1 o valor

!
P+ 1, tais que: o') as referidas empressdes representam

auto G
omorfismos'; ') Mo+1 o1 = Poyss Poyy Hoyy =

=My, 1) M= ori T Moys+ ... M, M=a,+

Mgy, —]—";DQ_H—I— —j— Dy. Este teorema nio ¢ ma1s do
que o teorema 47, . .. :
%"

¥ ! ),:.
QL E =0 FF ,=(0), &, L,EN,, obtém-se Mh—.




B4

ADITAMENTO AO TEOREMA 47': — Supondo, nos termos dos
teoremas 44' e 45 e seus aditamentos, que se realizaram ds

© condigBes seguintes: 1) para cadai=1,2,...,p é V; 0 ani- _
“quilador modular de By Fi ... LB F;, 2") V, é o aniqui-

lador de F\E|-}-... +FE;8") Nun: .. NN N N
AN M Ne=(0), 2N 2N/ AN:iNQifaN
N ... NQ=1(0); entdo, as mesmas pa'opq'ieda’des”té_m lugar
pondo i==p-++1. Além disso, tem-se. Vo, Gy, =V, ,,

Vs Hh .= Voo (a0 - 19, 0Ny, SH, 55

Mo Ny 6 (Nen e NNy, y) Ly ENen

N...N LN@+1_4;De"faQt0,-Sle ?3(75‘1 F;. -l— ias ,—i_E9+1 FE"“{'I) — (?,

tem-se « (B, ).+ = —|—.Zi‘0 Fg)=o, “"."Eg.[.; F;,_-[_1=‘o, por-

tanto ze Vp e aeEp__;.l Fy =0 Depois, escrevendo.x =
~ ’ . [ :

o ==y Ly F- 0y, V8486 qUE By By =mp g1 E9+1=-0’.

Os raciocinios do teorema 47 levam a m  ; =o, pelo que .
we Ny, ou seja eV, . Inversamente, um elemento ,

. p+1. ! ’ .
~.de ¥, ; éanulado por EF 4.+ B, F, . Passando

a 2'), imaginemos ® (£ ,EH‘ . .‘—J]—.F(;+L_E’ +1) =.0, @, por- -
_ tanto, 6 V,, @ Fg+1.E£+1:: 0. Pondo também x=p, 4~ -
. "oy Vsl que py, By, =0. Como né-teorema. 47,

conclui-se daqui po,, By, =0,Bp41=0;P, =0, &
portanto, xeQ,, , xe Vg ;- ,NP que toca a 73”)’, faz-se a
demonstragiio observando que Ly, e K, ,, sio automor-
fismos. Finalmente, tem-se por ex.,’(vpl’_n‘ :Np_l_'l) Kp_‘_l:
=(V9'-n Np+1) (F; +.. FQTI"E9+1F9+1+-'-+F;¢)_:
:(VQ ﬂ‘N9+1) (Fé.;.g_['. “ae +F;;): de _S_Ol'te quse (Vp N

CNNoy D Eyy  Fil= o = (Vo n Noy ) Ko {1 Py =(0),

o portanto, (Vo NN ) Kp41EVosr

" OBSERVAGAO :— Do facto de se. tor M=P,+...-+
+Pori+ Moyt +M,, conclui-se que é NN
n-.-an+1nQ9+2ﬂ-..an=(0). - o

Como’ resultado. das consideragbes. anteriores, formu-

laremos agora a seguinte proposigho, correspondente

.

‘ .ml"ngo:
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o . ’ L i ol
4 de KRULL, sempre sob as hipéteses dos teoremag 42

e 44/:- : :

N

" TEOREMA 48/: — Se ‘M é um grupo com con&f Go dup
_ OR _ po €0 iodo dupla
de cudeia e se (0)=N;n...N Ni, (6)=2:n...nQx "~

sdo duas representagdes de {(0), soba hipdtesé de os grupos

4 N B )
~diferengas M/Ni, M/Qy sevem indecompondveis, . temese-

necessariamente h =1 ¢ podem ordenar-se os i por forma
que: U)-G'=TF| 4. + BT, e H' =T, E;p+ f o
Py B} sdo automorfismos; 21 valem as {gualdades M , G/ =
=Pes "I)_QH’=M9, para cadg p=1,2,...,h, Podemos

_-acrescentar que 08 grupos’ diferengas M/N: e M/Q; sto,

entéo, isomorfos. E também vale o seguinte

: ADITAMENTO: — Nas condigdes do teorema 48', tem-sa,

- para éada p=1,2, ..., }i,‘NQ-G‘r’;:ﬂ@,'Qp‘H’ = Np-

- 11) Somas directas completas e discrefas — Seja M um
conjunto gualquer de ‘elementos 11, v,... e associemos: a
cada peM um méduls me. Bm seguida, definamog um
conjunto £ do modo-seguinte: X ¢ £ significa um conjunto
de elementos xpemy, obtido tomando um. elemento em
cada my; £ compBe-se. de todos os possiveis X, Y geen s
Dados X,YeR, dizse soma X+ ¥ o conjunto dos ele-
mentos @p+yu, nos quais os yy entraram na definicio
de Y., O conjunto £ ¢ um -médulo, chamado -soma

© directa completa dos médulos my, escrevendo-se =M =

:S(mg,p..eM_). _ R o S
- Consideremos, em particular, aqueles elementos Xe M

obtidos tomando apenas um nimero finito de elemen-

tos @y nio nulos. A soma X4- ¥ de dois elementos dessa

forma ¢ ainda um elemento dessa forma, A totalidade M,

-de tai¢ elementos diz-se soma directa discreta dos méduy-

los -myp, escrevendo-se. M= I my. Mais restritamente

we

ainda, podemos consideérar aqueles elementos X;—=XeM,

(X, € Mc');, para os quais 6 um elemento @y é diferente
de zoro. Fixando 1 e tomando a totalidade dos X, corres-

pondentes, obtém-se um conjunto ntp, isomorfo de myp.-

Na Verdad_e_, entdo, tem-se M, =2 nitp, mas nds imagina-
remos os my substituides pelos mddulos isomorfos My e
escreveremos comg acima se fez, Neste sentido, tem-se

»

N




1

" ge concluem ag rela¢8es distribnfivas . . ) -

. =R, dos endomorfismos — R, de M, ¢ isomorfo 'do anel de -~
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Podem dar-se definices semelhantes para sistemas de
andis. B o que faremos em Capitulo. posterior, especial-

-mente consagrado & teoria das ‘somas sub-directas e dos

andis semi-simples (JACOBSON, [B], e também: {16]-—
BavLEy BrowN e NeaL H. McCov, Radicals and Subdirect -
Suans, «American Journal of Mathematics, vol. LXIX, 1947,
pags. 46 a B8). |

12) Um aXempIo de soma directa discreta — Tomemos

‘um mdbdulo M e consideremos o anel Xl dos sens endoxhor-

fismos. Extraiamos de 2 um conjunto }ds|{. O referido
conjunto diz-se somdvel (NAKAYAMA-AZUMAYA, [9]), se, para
cada 26 M, se tiver x As = 0, .salvo para um ndmero finito
de As As. Pods, entio, dar-se sentido & soma X 4s, que
definird o endomorfismo x — & . % 4o. Se Be U, facilmente

(SA4:)B=%4sB,  B(DAs)=2BA4s.

Havendo, para M, um dominio operatério annlar g{,'
consideremos, em vez desse dominio, a 8na imagemeanular
R1 EAU. Depois, utilizemos. o anel ngq,:Ql%z‘?i dos
endomorfismos — R, de M, [Cft. (1), pég. 231]. B claro

que se tem R ==Am2R:. Quando for R=R,, diz-se _

que R 6 um dominio fechado relativamente a M.
Posto isto, sejam m um mdédulo — R e M um conjunto

de elementos p.. Facamos corresponder a cada pe M um

médulo — R, que designaremos por my e suporemos isomorfo

de¢ m. A poma-directa discreta M= X my constitui nm
: &M ’

médulo — SR, do qual vamos estudar o anel ey, para pro-

varmos o seguinbe
"

'TeorEMA 49: — Dada « soma divecta M=Zm,, de

- ) . weM -
médulos — R, isomorfos — R dum mddulo m, o anel Up=

todas as mmatrizes (transfinttas); com M dimensdes, formadas
de linhas somdveis de endomonfiemos — SR pertencentes ao

comutador R, de R, no anel dos endomorfismos de i, (9] -

b7

Esta proposigiio, que. generaliza a que foi daﬂa. em [(I),

- pig. 228, demonstra-se por.um processo anilogo, tomadas
- que sejam algumas precaugBes. Em primeiro lngar, repre- -
- ~sentaremos por wa {ou B3f) os elementos de R, de sorte
que apv, onde 1, veM, serd o elemento geral duma

- matriz quadrada com M dimensSes ‘o com elementos

de ®. A soma de duas tais matrizes de linhas soméveis °

é ainda uma. matriz de linhas somiveis.  Vamos mostrar
que o produto das mesmas duas matrizes & ainda uma

matriz de linhas somdveis. Um elemento .da matriz

produto. é da forma

. C =2 a : L, v fixos),
- . !J-v. g prp.‘f:. (11\ )

L bem definido, pois_‘que, tomando sbeM s na linha I

hé apenas um nimero finito de valores de p tais gue .

wayp 0. Entdo, 86 ge torna necesstrio utilizar também um
nimero finito de §;,, ficando bem determinada a aplica-

g‘éo de 1,y a0 elemento ». Hstudemos, em seguida, a linha p.
do produto. Trata-se de ver que tem sentido falar do

~ endomorfismo
o T g, (ve M, p fixo).

veM pel

Voltemos a fomar e M. A. cada ve M, como j4 sg'disée,

corresponde nma goma

&I"a F\av +'<-'+_a1’-q qu.: )(a‘a'..'-vgeM:- ﬁXOB). : (2) ’

Importa verificar que, fazendo variar v, das somag -ante-
riores apenas um nimero finito delas nfioc leva a zero,
quando. aplicadas a «. Hscrevamos as diferentes somas (4):

- .
Va[-'\-a Bal(-i- a[-l.b Bb\l+"'+dpgﬁg){; o

BTy Ba_c'l'_“pb'ﬁbc'"i_---'l‘apqﬁqc; L

--------- I e R R L

ROR

&

L




B8

. Gonsiderado o elemento- @ «, eM apenas” um ntmero
finito de elementos B 3., }3“3, -

$0,...; 0 mesmo se dlz de way, e de*ﬁbl, Bogye-

eondlgﬁ o8 em causa.

_ faz‘ge como em [(I), phe. 226] on em ALMEIDA COSTA, [10].
- Ponhamos, "de_ facto, M'=Zmy. Da.do zeM, devemos

escrever m—ﬂfml-]- .4 m,, com um ntimero :ﬁmto de

parcelas ®.com m)\eml, ete. A’ correspondencm @ my 6 '
nm endomorfismo &) =F;y e Aex = R. Cada endomor- -

fismo H, ¢ 1dempotente o os' produtos- E £, sio nulos.

IR 0 endomorﬁsmo idéntico 16 R tem a decomposmao'

1= % E,. Na verdade, tomemos ae—-ml—I— A my
Co pe

"Da soma EE
_7\, IR

I m,_w Pars’ a construgio das restantes matrizes

' umdadea, procede-se do modo que vai ver-se. Represen-

- temos’ por. @) 0 isomorfismo m 22y =gy . O isomor-
fismo Yy, A Ul resultara tendo ‘°m conta as relaqoes '

o .

. Tlifg?r =i, 1 Qg = Mg = 0y g} Yo

' 'Poremc.)s, deste modo, A=
ST isomorfismo, bem determinadd, que leva de nij.a m,. Em
Sy seguida, serd Iy Ay, g+
S R mEkcEap“ml BroFo Aap—"m q’l ‘Pa‘?n ;p—“ml Alp
S _._mF;\Alp.-mE;p, pelo que : :

El'a Eop = Elpa \'9_ taﬁ‘bém .Elc E‘»’_'(J"z‘ot se G FT. :
k8 o . Quando 56 tomam dow modulos m, e g, além do iso-
morﬁsmo Bogy j4 considerado, hd homomorﬁas--% Zag:

Mg~ "‘B_mﬁ Também ersas homomorﬁas se prolongam e

. pode levar a may, Bank
.y ete.;
de sorte .que s6 am nlimero ﬁnlto de somas (8) estd nas

‘Postas estas consideragBes, a c’onsbrucao do anel ngg'

apenas se tem &, fo quando p-—'

EI entao, ‘-'B(E;\-]— —i—E )—”‘l—l_ s

?II%, f)ara re’presentar" o

Vé-se Jmedlatamente que "

.

simbolos E, ¥,q= E, Typ By = Sﬂﬁ"
aeeM, ponhamos, por ex., \

m=ml—-]— —I-m»_a;Ex—[—...—l-a:Ea,
- xS—mELS—l- -]—scE s,

P R I I R R R X TR

ﬁEGS—mEESEP.'{" +93E¢:ISET,

° observemos poder-escrever-se, também por ex. El S E =
=By . B\ 8 E,. BE;=E\L), a—S?«.a: onde I, repre-
senta a homomorﬁa 1y ~1it,; que se define aplicando
E, S E, aos elementos de my. Vé-se que, para cada =, hi

_ . Apenas um ntimero finito de endomorfismos Slp = ELS E,

dar.a 8 a forma
’ 8=

|

z Slu
l,yeM

. soméivel.
© 18xul, define-se S=18,, como um endomorfismo — R,

A demonstragiio do teorema. 49. vai terrinar.como em

pégs 23 e '24). Para 1sso, daremos o seguinte

rema 49, supondo 1 =% Ep, o anel Rue=Ba R Bu & iso-
horfo do anel dos endomorffsmos — R do sub-mddulo ny.

(8, TeR),

morﬁsmosz—g{ de mr,, representados por ua,Bea, em

correspondenma binnivoea com aqueles, - correspondéncia -
que &, depois disso, ahular 1aomorfa. Podemos escrever

. Sea =-Ea.SEq_‘=,E¢. B, S E,= -E._a'.zc{tm o S
- - o ) - .o

0 que determina.X,, .

Seja agora um endomorfismo arbltrérlo I E‘ER Dado A

que levam a um resnitado diferente.de zero, o que permlte

e considerar o 2.° membro como um guadrado geométrieco
Reciprocamente, tomando” um sistema somével

Com_efeito, se forem Sua=Fa STa, Taa—Ea TEa;j_"
elemeritos de Reua, vamos ver que hi’ endo-

[(I), pég. 227 e seguintes] on. em " ALMEIDA CosTa, ( [10],. o

- Lema 1t —Dada a soma M—-Emu, a'efeo'?da no - teo- L

tornam em endomorfismos— R, de M, conmderando os -
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Por outfo lado, _
8w+ Ty=E, . E,(8+T)B,=E,(E,SE,+E, TE,)=

R _E (Eaa+6aa)s
SmTaa—Eq.E SE, E,TE,=E,»,,0

aa,

sendo S,, =0, se I, =0, e apenas nesse.caso.

- Demonstrado o lema, vamos provar ss igualdades
) !

8= EE Su.v: Suv— b Exu‘Sva

CLpaveM T - ) xe M,

E imediato qué 'S',,,'v tem sentido com a defini¢io ‘supra.
O somatdrio ‘que figura na expressio de 8 tem igualmente
gentido, poxs _ A .
- . 3 - N / .
. i . .
. Elrl-vsyv: pX 'E‘u.v_ExlruL’SEvz:Eu.u.SEw=Su.v‘
xeM i L '
As 1gualdades mdmadas sio va,hdas Mostremos em gepnida,
que o conjunto ‘dos. elementos S, , ‘constitui wm anel iso-

morfo de R on de EF,RE,. Procede-se como em [(I)

pégs. 37 e 38]. A cada elemento Ae E, R K, faz-se corres- -
ponder Z}EMAE”HA » © que leva & um anel A7, de -

o elementos A, que é imagem anular 1somorfa de E RE,.

Depois verlﬁca-se que 0 conJunto dos S » forma exactamente
o anel ', [Observe-se que ;S’ _E E By, SEyy. By,
E,,SE,,¢E,RE,). - '

Resta. demonstrar que, para cada elemento m, €1, ape-

nas um nimero finito de expressdes E,, S E,, leva a um

- rosultado diferente de zero, qtiahdo 1 se fixa e v-é qualquer.
- I iss0 porque as referidag expressSes ddo og corresponden-

tes dos S no igomorfismo A’ ~ E, R E,. Ora, visto que
m, estd hxado, fm,,E S ¢ determinado.  ‘Se pusermos
’maEaMS_mgﬂ— —}—mc,so pode serv-—p,...,c como -
ge deseja. - . _ .

-
£

Uma vez construidos SR ¢ R, o médulos M e it admi-

- tem, respectivamente, aqueles ané1s como dominios opera-

térios fechados, Tem lugar & importante proposicio a seguir.

TEOREMA 50 — O anel dos endomm ﬁsmos—g{ de M
¢ isomorfo do anel dos endomorfismos — R, de ni. Se 0 6 um

.endomorfismo — R, -de M, estudemos a sua - aphcagao-

am, Devera ter—se

My =M, 0 )

ﬁzg.: mPEHP-—> m.‘*EH*Q =m,8 K, = m,eein,,
pois que 6 comuta, em particular, com todos oy B
Asgsim, 0 aplica m, dentro de m, . A essa aplicagio cor-
responde nm endomorfismo determinado de m, obtido por

mtermédm -do isomorfismo 1y, ==, Se, neste dltimo, se

tiver mp—»m 7,0 ~m'; 0 endomorfismo em- questdo 6

precisamente m—>m’ Reconhece-se que é um endomor-
fismo — & do modo seguinte: dentro de my, 0 opera de

- ~

modo que : - _ »

- -

My, >, 8, .

mE;EU_SEU,_*(mmE_,,SE‘,)a = (m,0) B, SE, ;

. pelo lema 1, E,, RE, é isomorfo de 9 e, assim, ge K ¢ .@

corresponder a I, SE neste tltimo 1somorﬁsmo, vé-se
que o. endomorfismo de nr om estudo determina m — m/,

m K —m! K, Para ‘sermos completos, vamos observar ainda
‘qe a este mesmo. .endomorfismo se chega, partindo da
aplicacio de &.a m,, com vdp. Basfsa, para isso, venﬁcar

que of correspondentes de m, e de m 18, por vie de
m l‘,—m.,, s80 08 mesmos quoe o8 correspondentes de’
e m!, por vm de mo=m, . Ora isto é 1medw.to, vmto que

oMy, (m‘y,?y. )‘Pv—‘?}}‘?u,— m,vem,,.-,

ml,.e'—>(mﬂe)cg'[1 6, = m! g, e, .

{J.V'

-~
E




De resto, se twermos em conta que @ comuta, em .parti-

cular, eom o endomorfismo — R, de M, o qual faz corres-
- ponder a0y elementos de m; os elementos de m, determl-

nados -pelo isomorfismo m o, e a cada elemento de 1,
.(a# 1), o.elemento zero, tem-se i

FC T
B I

(_my.‘?;‘ g,) 8=m, 0=(m;, 8) o719, =m'9g,,

de sorte que é m'¢, =m0, B clara, deste modo, a corresj

pondencm biunivoca entre os endomorﬁsmOSw—g{ de M,
e 08 endomorfismos — R, ~de m. Também o 1som0rﬁsm0_

"*anular Jndlcado no teorema é agora 1medlato.
‘ A -

-13) " Sobre os modulos nfinitos relativos a anéis de divi-- -
sdo — Nas consideragdes que vamos fazer neste §, limitamo- -

. -nos a demonstrar um resultado que serd utilizado neste

_ Capitulo e nos que se seguirfio, aprovmtaudo as indicacgdes .

sugeridas em [(II), Cap. 2, § 1] e'em [4, § 1. M é um

moédalo sobre um anel de dwxsao ®, nenhuma’ hipétese se ..

‘

fazendo quanto & sua d1mensmnal1dade Supomos que 03

elomentos ¢, B,Y,...e® induzem transformac8ss lineares.

- distintas em M e que o elemento 1e® induz a transfor-
- magho idéntica. O resultado em questao formula—se no
segumte - :

: TEOREMA BH1: —Se N é wm sub modulo — @ de M, existe
wm segundo sub-médulo — D, de’ M que deszgnm-emos por. N’

tal que M=N N’ como soma™ directa. Os raciocinios.

assentam no axioma de ZERMELO ou amioma da escolha,
para o qual pode consultar'se VAN DER WAERDEN, Moderne
Algebra; 1 Teil, 1930, pég 194 o seguintes. Imagmemos
conforme uma consequéneia do axioma invocado, que-o
conjunto M se encontra bem ordenado. Em segulda, faca-

- mos corresponder a cada y & M o sub-médulo —D, repre- -

sentado por N, e definido "ecomo. 0 sub-médulo minimo
.. contendo N e o0s elementos: de -M ~que precedem..y.
. Se ye N, n#o nos interessars; se- y¢ N, , tomaremos.y
como- um dos elementos base de N'. Ento, dados dois
conjuntos finitos @, ..., I, ;€N o y,,.v0,y yseN’, estes
tltimos com a. propnedade neaatlva referlda para ¥y e

P

e

. lacio

'wm+---+w:«z+y1ﬁl+ +ysﬁs—o, (5, B0 D),

- com coeﬁcmntes nfo todos nulos Se uma taI relagio exis--
- tisse, ‘'um dos [ seria +o. Admitindo ser Bs+ 0 a %, um
elemento precedldo pelos restantes y conclula-se

ysz-—,(%ﬁh—{- +mtat) B — (3/1531"1“ +
+ys——1?’3—1){3 B

=

o ter-se-in ys e N ys » confra’ a'hipétese Posto isto, dado ‘
- qua.lquer sceM vamos ver que se tem sempre x ==y - y';

(ye N,y eN’ ) A demonstrachio faz 86 por inducio trans-
finita, [VAN DER WAERDEN, loc. cit., pég. 196°e- seguintes].
Conmderemos o.primeiro elemento, #,, de M. Se é %o € N% ,

“tem se @ & N (= N, ), e a decomposicio é valida para @, ;
86 Xy ¢Nmo 62, 6N, 6a dacomposmao tem 1gua1mente

lugar. Admitxndo agora que a decomposi¢io se pode fazer
para cada 2, que precede ¥, vamos ver que tem lagar

para y. Se y¢NJ, a afirmacio é trivial; se y ¢ N, ponha-
mMos ¥y =y o4 4 .. +Egagt 9 B1—|—.._.—|—Jr5r, onde og

@; pertencem a N e os y; precedem. y. Entfo, para cada 3; ,

& decomposigio & valida, por hipétese. Deduz-se ein segnida,
uma decomposu;ao para y. O teorema estd provado

14) Aplicagdes —wSuponhamos que 0 modulo in, do § 12,
& ﬁmto relativamente s R: .

- -

o . - tllmtclgt+...+uu o (4)

Qunando’ se -diz gue um conJunto de endomorﬁamos—?ﬁ';

pertencente ao anel X de-endomorfismos — SR, & somével?

Admitamos que os u; pertencem a m, Entao, apénag um’
L mimero finito de elementos daquele conjunto, aplicado a u ,

pode levar-a um resultado .+ 0. O mesmo se diz da. apli-

- cachio a uy, ete,, de -modo que 86 um ndimero finito de endo-

aqueles mdependentes—@; nio. poae haver gma-.‘re-“

e A L T
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morfismos do conjunto aplicado a wi,...,us (e, portanto,
a m) leva a um resultado +o. O conjunto serf somavel se
contiver apenas nm nuimero finito de endomorfigmos n#o
nulos, e inversamente. A gomabilidade reduz-se & noghio de
soma finita, ¢ o Co .

Passando, em seguida, como’no § 12, a uma matiiz
com M dimensdes, formada por elementos de &, a referida
matriz serd de linhas somdveis, se cada linha tiver apenas
um nimero finito de elementos néo nulos. S
- No caso mais particular de R ter elemento mm, que
seja operador unitdrio, o anel @, relativo a (4), é anti-
-isomorfo -do anel completo de matrizes .de ordem =
com olementos de SR, [(I), pigs. 238 e 239]. Por isso é
vélido o . L :

C .

. COROLARIO 1B:—S8e R & wm anel com elements wm
e R & anti-isomorfo de R, dada «a soma directa discrete
M= 5 -my, de médilos— R' finitos isomorfos, para os

quais o elemento wm de R' & operador unitdrio, o, anel R’

dos endomorfismos — R!, de M, é isomorfo do anel de todas
as super-matrizes com M dimensBes, formadas- por elementos
que sdo matrizes de ordem n (ordem dos ) com élementos
de R; de tal modo que cada linka du super-matriz tenha um
nimero finito de matrizes ndo nulas de ordem n. :
-Mais restritamente ainda, suponhamos que, nas condi-
¢Bes do coroldrio anterior, m, = %, R’ tem uma 86 dimen-
- . . ¥ i LI +
sio. Tem lugar o -

COROLARIO 16:— Dada «a soma directa discreta M=
= L. U, R’ 0 anel R _reduz-se ao anel das matrizes com M
LEM - . : D
- dimensies, formadas com. elementos de SR, de tal modo que
cado. Jinha tenha wm ndmero finito de elementos ndo nulos.

Agqui, o anel dos endomonrfismos —R!, de M, é isomorfo
;’__Seja.‘ agora M um mdédulo gem operadores o tal que,
sendo % o sen anel de endomorfismos, M é irreduti-'
vel —Ql. Neste caso, o comutador 2, de 2, reduzse a

- ~

c=)

el

um anel de divisio DS, que é um corpo comutativo; por-
ser formado de elementos comutiveis. K eévidente.que: A
e ® sio comutadores reciprocos, de sorte que 2 é fechado. -

. Pagsando a considerar M como mddulo sobre ®, da forma -

M:Euy_ 9, concluimos 0 seguinte : -

TEOREMA 52:— 8¢ M é um mddulo drredutivel relativa~
mente ao absoluto AU dos seus endomorfismos; o centro de Wd um -
corpo comutativo D, Além disso, U reduz-se a um anel com-
pleto de matrizes (de M dimensbes) com elementos perténcentes
a um corpo isomorfo de ©, sob a ‘condigiio de as linhas
dé cada. matriz terem apenas win wimero finito deelementos -
ndio nulos. : e

TeoREMA 53:— Na - soma M==%u,, de mddulos iso-
morfos, a que se vefere o teorema 49, hd wma correspondéneia
biunivoca completa entre os sub-midulos— R, de M, e. 0s -
sub-médulos — R, de m, Claramente que, se N é um sub-
-médulo — R, de M, 6 um sub-médulo contendo. S,
se Se R, isto ¢, contendo, com cada %, os elementos dedu-
zidos de . por todos os endomorfismos — R. Tomando N
consideremos, no homomorfismo M ~ m p. fou M Nm).,'OS,

grupos m, (ou n), correspondentes de N . K evidente que

n,=ng,. Posto isto, dado ne N ; imaginemos que tem.

lugar a decomposi¢iio

~

4

n=n, +ng +... 4y .

Vamos ver que n, ¢ N. Apliquemos, em particular, ao

elemento » o endomorfismo &, ¢%R. Vem n E, =x,eN.

Por ieso, 6 n, SN, de sorte que Tn, EN. Por outro lado,
Ng‘ana,_ 8, assim N —'Z211,,, como_soma directa disoréta. .
_Mos§remqs, em seguida, que 1 & sub-grupo— R, o que
n, contém todos os elementos obtidos aplicando a 1, um

" endomorfismo pertencente a E,RE,. De facto, 4 n,SEN,.
- neSE,En,, e, portanto, n, E, SE,Sn,, como  se
deseja.- ' ' ‘
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~ TEOREMA 55— As tmnsfo'rmagoes lineares ﬁmta.s do’ anel
completo U dos endomonfismos — D, de M, formam wm anel
denso de endomorfismos — D do mesmo modu_lo Sabemos que,
dados #;e M independentes —® e y;e M arbitririos, hd

sempro AeQl definido nas condigfes seguintes: 1) aplica

08 ®; nos y;; 2) aplica um sub-edpaco — D, que contenha
08 &; e 08 ¥;, dentro de si mesmo; 3) se N s 0 sub- -espaco
-anterior, escrevendo M = N—I—-N’, a aplicaciio de A aos
elementos de N’ leva a zero. Visto qne N 6 uposio finito,

a transformaciio linear 4 ¢ finita, de sorte que & tem a

propriedade caracteristica dos andis densos dos endomor-

fiamos — ®, X

Fmou visto, como j4 se havia anteriormente afirmado,

que uma parte de 2 pode ser alnda um anel denso, A este
espelto é valido o

TEOREMA 56:—Se B ¢ um anel denso, gua,lguer, de-

endomorfisinos — ®©, dé M, todo o ideal bilateral 0, de B, que
contenha” tmnsformagoes lineares finitas dzfea'entes de zero, ¢é
ainda um anel denso de endamorﬁsmos—@ de M, [4, §1].
O raciocinio utilizado na demonstragio ¢ o seguinte:
© toma-se um sub-espaco finito arbitrdrio N, de M, con-
sidera-de uma decomposmao M= N+N’ e verifica-se

que existe 4 ¢d cdapaz de coincidir com um endomorfismo

arbitrério dado, de Ny e que aplicado a N’ leva a (o).

Imaginemos que eXiste uma projeccio Hea, de M
gobre N . Pondo M == ME-M(1— L), tem-se N = ME
e ple-se N'=M(1— E). Eatso, seja B nm endomor-
fisnio — ®© arbitririo de N . Dados oz elementos-base inde-
‘pendentes z;e N, serd ®; B=y,;e N, (i=1,2,...,n).
Tomando, 4, €% tal que @; 4, =y, tem-se’

m,:EAl-_—m,-Al-_:_y;‘, :c"EA1=o,\ (w"eN’).

‘

} Nestas condlqoes, A= EAlea comclde com B, em. N,

. como se- deseja.
Vamos demonstral portanto o seguinte

LEMA 2: - Nas condigbes do teorema 56‘ a  contém:
uma projecgdo. B, de M sobre N. Oomecemos por supor

- N =1[#] um sub ‘espaco — ® com uma tunica dimensdo.
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Se for 0+Bed o MB=[y1,...,%-] um espaco finito |
com a base formada pelos elemen fos Yi, supostos inde-

erndentes(—.Q admltamos

zieM, 513 Y1, AIG%,‘ y1A1=‘z1,
oL yiAy=o, sez:[:l \

-~ . 4

- Vé-se que ( -

- MBA,=[ys,:.,yi] dr=[z],
Z1BA1:y1A1?zla'

\ : 1

~de sorte que B, = B4 67 § 1dempotente Para se cons-

truir o idempotente Eea tal que M E=[x], admitamos
gor Ay, 436B, #1dr=2, x4y =2 Entio verifi-
ca-se que '

MA3E1442-§[31]42={:E], _ xA_gElA'2=x_, ‘

- de modo que 43 E; Ag E & precisamente o 1dempotente

procurado.
Passando 20 caso em que N =[®1,..., @n], 1magme-

) constrmdos 1dempotentes £, (z_I 2,427 n), tais

i

que .
[, .02, =ME,+. +ME;,
ME¢=[~’G£]! _E;.eﬁ'.

-

B ficil construir um 1dempotente Feq nas, condmﬁes
segumtes

ME’ +M B, = ME, +MF E;‘F:_F'E’ —o.

. N#o temos mais do que reproduzir o racmclmo feito

" no § 6, a propdsito do téorema 30. Na verdade, vé-se que

ME, —[—ME" M-E,+M E,(1— E}), e, depois aplica-se
a observacao foita naquele lugar, visto que M E, (1 — E; )'
tem apenas mma dimensfo, existindo idempoténte K. 6o

#
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tal que ME;(I——E;)::M'E’I'. 0 idempotenfse F é de_ﬁ-__
- nido pondo F=E;— E[E}, Em seguida, o idempotente.
E,=E,4-F é tal que [xz,,2,]/=ME,. O processo_con-

" tinua, pondo M .+ M-E,+M B, =M B, - M Ej. Che- -~

gamos a encontrar o idempotente @, nas condiges segnintes:

Ges, GEi—E,G=0, ME+ME,=ME +MG,

ME+ME,+ME;=ME +MF+MG.

- ortogonais. De facto:

. ¥ = . o R - N - ‘
- Vamos ver que os trég idempotontes E), F, @ 880

. EIE;:E;, GEIE;=0-—=GE'1, .
T‘. E;./E1:E;’ (B B, G=0=FE, &, FE,=F,

GE,F=0=GF,

‘ _{FE;GZO:FG.. - -
Temos, portanto, [#; ,--.’.1’32,935_] =f|§_/I E'z'}‘—l-M GZMEz, .
By=E,+ G=E,+ F+G. O raciocinio_prossegue. até

& demonstragio do lema. Bste permite ainda o seguinte -

ADITAMENTO: — A ‘projecciio Eea decomple-se em pio-

jecgBes ortogonais 6;, todas pertencentes a 4, de fal
“~"modo que L '

e ] =ME=Mot... + Moy,
AR 7_[.79-1,._'.:,x:c]:M81+‘---+M6k':_
S (eies=o, e ith,

—
AY

Lo . R - ) o C
" “OOROLARIO 17:— Um anel denso de iransformagdes linea-

res finitas é-simples. Se a + (0) é um ideal bilateral do anel, :

' AeDB, eoxi : e tal que
acabamos de ver que, para cada 46D, existe Ee a tal qu
MA=ME. Segé, ,'e,ntﬁo, MAE=MA, valendo; para

cada me M, mAE=mA, Portanto, tem-se A=A4Fea,
©q. e, d. \ : . S .

~

E,F=F, -
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16) A densidade dos anéis'lrr_e'_ﬂutlva'iéé- Oi'-.blijéc'f;ivo

deste § & demonstrar a importante. proposieio “seglinte, 1

que designaremos por

TeOREMA 57 (de CHEVALLEY-JACOBSON) ; u,sfejag

éo:'mutador,‘ entdio A é denso em M, sobre D, [4, p}g’,g,_"'ggz]f 6

A ‘ B - wme L
- anel denso arbitrdrio em M, sobre ©. U & anel irrédutivel ¢ ®. - T
¢ o seu comutador. Inversamente, se A & irredutivel ¢ © é'oseu = . .

' [3, phg. 65]. Partamos do anel denso’ ¥ o suponhdmos °

que M ¢ finito, o anel denso ¥ 6 a totalidade dos endomor-

8 ﬁsmp_s — @, pelo que 4 0 comutador de®. A]?'odemgs afirmar _ :
" que-¥ & anti-isomorfo de D. Escrevendo M =W (wfo), -

pois -que I, por ser denso, ¢ irredutivel, procuremos tams

bém o comutador de ¥. Como A & anel do divisio, o seu. -~

. (M/9)=1, isto ¢, M de 1.* ordem, schre ®: Entgo, pois.

comutador é anel de divisio 9'; que contém D, e & anti- -
-isomorfo de ¥U. Seja d' e D', Por se ter zd'—ud, para

. um_certo ‘de®, vem, so d'$d, x(d —d)=o, 2 (d —
‘—d).(d' —d)~*=xz =0, 0 que é absurdo. Assim, d'=14d

d'e® o ®'=9, U ¢ ® slio, portanto, comutadores reciprogos,

no caso de M ter uma s6 dimensio. Inversamente, se %

H

6 irredutivel e ® o seu comutador, na hipétese (M/9)=1,
¥ é denso em M, sobre ®, sendo ¥ e D comutadores reci- -

procos. O.teorema ercontra-se completamente demonstrado,
‘no.caso de' M ter uma 86 dimensio. -Voltemos agora ao
anel A, suposto, pelo menos, duas vezes transitivo. Admi-

tindo'que B pertence ao comutador de ¥, trata-se de pro- .

var que B==Re9D. Seja 0F2e M. Em primeiro lugar, e

- @B sfio dependentes — ®, visto que, de ‘contririo, poderia-

mos ~encontrar Ce¥ nas condigfes seguintes: xC=o, .

#BC%o0, 2 BC=gCB=o0, o que é absurdo. Pondo #.8 =

=23_, onde B, e D, vamos provar que, paray e M e qual-

‘quer, é também y B=yp_. De facto, escolhamos A& ¥ de

- modo- que_seja wA=y. Entio: s AB=g BA=yB=

=2, A=wudB =yp,, como se'quer. Demonstrado que
B, $ indépe.ndentg de @, poremos zB=2x8, 6 que. pgqf@' o
afirmacéo, pois, se =0, 0.B=0.3=0. A parte Qirecta

.~ -

- do teorema encontra-se, assim, completamente demonstrada..
- -"A parte inversa serd provada deste modo: pois'que M nEo
.+ é de 1. ordem relativamente a 9, comegaremos por mostrar
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gue, dados @1, e, Zn; Ens16M o indepéndentes — 9, 6
possivel encontrar ‘endomorfismos By, ..., By, B.,.,'+1 e,

- para os quais B, =ux;, x;B;,=o0, (z:}:j,z Jj=1,2....,

n+4 1), contanto—que T admlta exigtirem » endomorﬁs—
mos A; para 0s quais :

a

Ay =21, ., Tudn =2y, (2:id;=0; i:[:j);

hY

~

depms, tendo em conta a 1rredut1b111da.de de QJ, e a existén-
cia dos 4;, procuram-se CiyeveyCne¥ reahzando as igual-
dades 1 C1 =¥1,...,ZnCn=yn, onde o0s y; sio quaisguer
elementos de M. 0 andomorﬁsmo C=%4;C; eV seri tal
que C’—yl, ey, By C=yu, e a densidade de A ficars
estabeleclda

Demonstragiio : — Encontradog os 4;,(¢==1,2,...,n),
derignemos por 3[501,- @) =3 0 ideal direito anlqullador
do sub-espago (@1, ...,%ns]. Para cada x,¢ [x1,..., ®n),

vamos ver que & 2,3 % (0). Se for #,3= (o), comecemos ~
por fixar ¢ e consideremos B tal que z;B=o. Enfio, .

.sendo x;4; B=wx; B—oex;A; B=o, conclufmos 4;Be3
e x,d; B==0, A correspondenma,

i
4 -

R "x‘;A—rwo'A;A, (Ae_i[ © qualqﬁer),

por ser 93,,521 M é um endomorﬁsmo de M, v1sto que,
‘ge ®o admitir &; A=a;C, é ;(4— C)y=o0, e, pela obser-

vagiio acabada de fazer quanto a B, é também o di (A —

-—-C’)_o, o gque di m,,A.iA_x,A C. O noasso endomor-

fismo é um endomorfismo — ¥, que representaremos por '

6D, Ele.dé,

m,A-»aa,Aa,_x,,A A; x,—m,A;—»m,A a,_m,,AiAg,

v

e, como , (A2 A)=o, éA2 4,6T, 2 (A —Ai)_o,

xz, d; A,_m 4; . Posto isto, tomemos D = EA Vale !

.cc,(A —DAy=z;A—2;A=0, x,(4— DA)—
_(mo——xoD)A—.o

)

‘B, como 4 é qualquer, tem-ge «, —®, D=0, ;=
=, D —= m., 5d;. Os endomorﬂsmos — %[, ; representados
por @y, o2, ..., 4,6 1), dio; assim,

wozmo;,zrﬁi—_-mozA;Ai:Emi4i'ai=
=th C(;he Iaﬂj,;. . .,xn] r

* confra a hipétese z, ¢ [21,...,@x]. Estabelemdo que a:OES:[:
- F(0),. tem-ge xOSQI M, e, portanto, z,F=M. "Existe
-4, ¢3S para o qual z,4,=%,. Também exmtem A;eS,
: (1.—1 2,...,m), para os quais a:OA,z—as 4; . Pondo, entéo;
S '—‘.’L‘"+1,A —Bn_:_l, g-—Ai—A-g,(?a—'l 2 ..,'n),

Ve-Se q_uemu+1Bn+1-—mn+1,w-;Bﬂ.{_]_——x,A —O ngg——
= di—aidi=x;,~a;Bi=a;Ad;—ax; Ai=o, (j+7).
A demonstraqao estd-feita. :

i

i7) Somas ‘directas finltas — Estud4mos -em [(I),
pig. 226 e segmintes] o- anel dos endomorfismos dum -
médule M=N,-}.. "["Nt, suposto uma soma directa
finita. As notagBes e os raciocinios af introduzidos vio ser
nm tanto modlﬁcados, deixando-lhe o' aspecto que lhe foi_
dado em [10, pig. 21 e segumtes] o qual estd mais con-
forme com o § 12. . ‘ :
-Seja, entfio, a referida soma direetz. Dado meM,
©SCrevamos m=7nji-} .. -I—ﬂr,, com n;eN;:. Também
suporemos aqui gue os N., siio sub-mddulos —R . e que.

o anel dos endomorfismos —9R se representa por R.
A corregpondéncia m—n; 6 um. endomorfismo idempo-

tenté E:e¢ R, sendo E; E;=o0, se i+4. O.endomorfismo

" 1eR tem s decomposicio 1=F, ...+ E: e ﬁ'pode

escrever-se R=RE;-+.. .+ RE =B, R+...+ E:R.

. Uma homomorfia N~ N,, repregentada por I;; pro-
‘longa-se e torna-se num endomorfismo de M, conside-

rando o. simbolo E;2i;j=E; Ty B -—S.J Tm endomor-

_"ﬁsmo SeR determlna sempre 2 endomorfismos S;;, pois

que se tem S=(E:i+ ...+ H): S (By4-...+E:)=
—-EE SE _":EEg E.SE Ej E‘Ei}Ej-—ES;J
) F i,j l
. . . )

't -~
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Inversamente, este ltimo somatério representa nm: endo-

morfismo de M, °, agsim, escrevendo §== & Sa,, tem-se
o .JJ
unia representaga.o binnivaca dos elementos S 6 R. B claro

que. Si;=H; SE; ¢ E; RE; =Ry, sendo, de resto, R ==
E.E%.R_EE%E;—Z%{J,%”%J’I— il

;? z—(o), se fFh. Observe-se tarnhém que, pondo
== 7 T4, valem as igualdades §+ T'= E (8s5 -+ T;,),

R=8T— ] S,j Twi= 3§ E:SE, EhTE,_ I Bi85;.

JJ! !}’kJ !

*a'sel n

- Bj TEI— Z R,z, com R,;— ES,,, Tji. ‘Bmbors haJa wma _

eorresp0nden01a bmnivoca entre os» elementos de SRy; e as

homomorfias ‘;;, néo podemos dizer que Rs; 6 0 anel das

_ homomorfias N;:~Nj, pela razio de niio ter sentido

~ falar do produto de duas tais homomorfias. Consideremos; -

porém, o anel Ris. A sua interpretagio como anel dos
endomorfismos de’ N; resulta da biunivocidade j4 referida
o dog raciocinios 4 seguir: B primeiro lugar;, tem sentido

“ falar ‘do produto de dois endomorfismos; depois disso, .
vamos ver que a soma e o produfo de dois elementos de

QRi; definem, respectivaments, a soma ‘e o produto dos

. endomorfismos “correspondentes. De facto, se forem Syj;= "

=E;S8E;, Ty:=E;TE;, tem-so, sucessivamente: 8;; +
+Tzi‘—‘-Ei E SEi—]‘Es-E TE1——E En"}‘E eu—
. —Es,(Zn-I-Bh), SwTit*—Eizsi E Bii,—'Ezizsieu-

) '_ E vé,hdo 0 segumte

TEOREMA 58: —Dada a decomposzgao M=N:+... -{—
-[—Nt, supondo 1=E, +.... 4+ E;, 0 anel Ry=E;RE;

- & tsomorfo do anel dos endomorfismos do sub-modulo Nl.' S

Imaginemos que, na’ decomposigio. acima referida

de M, os N; siio todos isomorfos. Tem lugar 0. Se-:.

'_gumte

Y

TEOREMA B9: — 0 anel R d.os- éndo;;no'rﬁsmos dum médulo,

soma . directa de t sub-mddulos isomorfos, ¢ wm anel completo
de mairizes do grau t, com elementos dum su?g-_anel Z,de R.
- O anel Z & isomorfo de Rt e 08 seus elementos sZo da forma.

ver-se S= % Sy= ZE,,,.S;,, ,,—EEmSEJuEZ p01s que, :

- nhum Bjy; determma um isomorfismo M; == M;; 22 —hg * -

- 84 podem pertencer a B, portanto, os ‘elementos B ==
- =X By, nas condlcoes da\l h1p6tese Demonstraremos- :

. msual. A nilpoténcia de QB foi demonstrada no § 9; pelo

directa em [(I), pag. 228] Neste caso tem-se 9'{
=ERE;RE= B RE = ‘ZR,,;, em, - wrtude, de -
Q{E R um ideal: bilateral de ‘R que contém 08 elemento
-da. forma. Ei;E;Bjx=_Eir, e que- -contém, portanto, K
endomorfismo idéntico. Hntio, para cada S,- pode. escre

J’
_ efectlvamente, JeZ Ey Bi,mE,,EgSE,_E;SE

'Vamos passar, em: sagmda, a am estudo pormenorlzadof

do radical B, de R, na hipbtese de ser vilida em M s ot
" condiggo dupla do cadeia. Imagmemos M decomposto am.
- sub-médulos indecomponiveis: M=M; --.. M. Dado”

BeR, sabemios que 6 B=3 By;, onde ByeRy=E:RE;. L
Ao formar-se B, podem dar-se duas hip6teses: 1.>—me-- .

um By, pelo menos,-que define um tal isomorfismo. Tra- =
temos a segunda hipotese. Seja Bu o By em qguestso.

Existe, entfio, um . Cue Ry tal que B Cy = B satisfaz -
& MkBk—Mk, com kak-—mk, (mkeM,rg) E fzic1l ’
de ver que B¢Q3 De  facto, BC;;C—EB;;C;;;,—B;‘,—{—. .

—[—SE Ba Olk’BAchh_B2+ 2 BABicm Esteultmlo e

somatério & nulo. Se fosse B 698 seria também B”e%
0 que 6 absurdo, visto que B2 nio § mlpotente‘

0 segumte i -

TEOREMA 60: — Se M ¢ um médulo com caﬂdzgao d’upla L o

. de cadem, o radical nilpotente B, de R, _comple-se.- de todos . - .
o8 elementos B=YB;; onde nenkum Bsj define um isoimor- -
. Jismo M=~ My, [(II) pég. 60], [10; pé,g 267. 0 radical'®B -
é aqui o radical de KoTHE que existe e 6 igual ao. radical

_ processo indicado em [10, pdgs. 20 e 21], para o qual vols
tamos a chamar a atenghio. Comecemos por -considersr o
cou;unto dos endomorﬁsmos da forma B,JT Am, Onde B, ié
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"fixo & Agze Ry .0 referido conjunto é fechado relativa-
- mente ao. produto, pois: B dgi=o0, se k$j; ‘
o 0, so l$i; | N
B--A-z..B-~C’-;5=§ ! 7 . L,
-IJ J * J-.l -Bij-Aji'BifC:jk=BiJ"Djh:! se l=3,
Mostrem’os,rl em éeguida, que -B;i; Djy 6 nilpotente, Para
iss0, observemos que = -

0, se ki -

7 ':BiJ'Dik-_BijD}k:% ' ' -

B;; Dy; . BijDy;, se E=1.
Rélatiiram'ente 20 ﬁi:oduto Béije-—;:C’;s, a nilpoténcia
resulta como val seguir-se, O endomorfismo do grupo
indecomponivel M;, definido por C;;, ndo é auntomor-

. v . . . . ’ .o
fismo, porque, se o fosse, ter-se-ia M; B;; Dj;=M; D=

=M/, onde M;EM; seria a imasgem de M; definida
- por Bj;;. B claro que haveria mm primeiro isomorfismo
. o N . - .r S Iy
M= M;, depois um segundo M;= M;, este definido
por D;;. O primeiro isomorfismo, por hipdtese, levaria a
’ A “ . - K . Y
M;cM;. Da-aplicagio de D;; a M;j resultaria haver
virios elementos. m;e M; lévando ao -mesmo m;€ M.
" . - .
Se M; representasse o conjunto.dos m; para os quals
. . . o . - L "
mjDj;=o, teria Ingar a soma directa M;=M;+ M, ,
- pois, dado m;, suponhamos realizarem-se as correspon-
déncias . ) :

. 1 ' Lo "y :
mj—>mi, my—+rm;, mj—m;—>+o0, (m;eM;j),
G i M
e ger, portanto, R

' . ' W ,n ".
mj—my=i;,. mj=m;+m;, (meM;).

?

) - 1 "o ~ " » ¥ !
'.Ez}tao,.Se Tj_—l—mj=o,como Mj—= Mg, M; —> 0, BOYa My==0;

mye=—m; =0, o que justifica a afirmacgfio. A circuns-
téncia de M; ser indecomponivel levaria. a M; =M,
e B;; definiria’ am  isomorfizmo M ;=< M;, contra. a
hipétese. - o ' . ‘ :

Conclui-se, assim, que um produto de factores Bi;Ax;
é nulo, se 0 sen ntumero for igmal ao comprimento

T

. H . .
de M, (Cbro]é.rio 11), Nessas condigdes, -formemos’ o

ideal direito gerado por Bj;. Os seus elemenfos siio- da -

forma ng.kZlA k;=2I]B,-,~ 4ji. Ora acabamos de ver que

o ' produto dom certo ntmero destes -elementos & nulos
O ideal direito em questfio é nilpotente e B;; ¢ B. Também

'Be®y, se estiver nas condig@es do feorema, ¢ qual fica
‘demonstrado. : - '

TEOREMA-61: — 8¢ M é um midule com condiglo dupla
de cadeia, dada o decomposiglo M=M® ... M,
onde cada MO =ME® se decompde numa soma de sub-
-mddulos indecomponiveis isomorfos, ndo isomorfos dos sub-
-médulos da decomposiglo de MO, (1]}, o radical B, .do

anel R dos endomorfismos de M, pode escrever-se sob.a forma. -

B=— 5 BORED & p BB EO, Nos termos do teorema
ig g . .

anterior, podemos afirmar qu;a’ EOREWD EDB, se ikj.
Assim, todo o eleternto da expressio dada para,B pertence
- a B. A inversa § verdadeira, porque, para cada e B, se

tem R= 2 EOREWD, .

. %, J—

Vamos i)regisar ainda que KO L ED = E® REINDéo
radical de EO R E®, K claro que um elemento do 1.° mem-
bro pertence ao gegundo; por outro lado, dado R'e%W da
forma E®8§EG, tem-se também-R'=E® R!E®, de gorte

' qite um: elemento do~2.° membro pertence ac primeiro. .
Provada a ignaldade, observemos que todo o nilideal de R
é nilpotente e que, por isso, o radical de KOTHE coincide-

com . Bntdio, o radical de KOTHE de EOR 2% 6 EO B ED;
e, como EDCRE® & isomorfo do anel dos endomorfismos

de M também o radical deste tditimo anel coincide com

o radical de KOTHE, o que alids é evidente.

Passemos ao estudo da estrutura de R, .no caso

especial de -0 médalo M, com condigho dupla de

cadeia, ser uma. soma directa de sub-mddulos inde-
componiveis isomorfos. M . diz-se; entio, omogéneo, [(1I),
pég. 61]. Vale o R : : . '

& TEOREMA 62: — O anel R dos endqﬁwr_ﬁsmos dum médulo
homogéneo é primdrio, por ter radical ¢ sér anel completo de

~

SA
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. "\

i L matrizes com elementos dum andl completamente pmmamo

Bl [efr. (), phgs. 69 e 73]; Por hipétese, em M =M+

4. .M, os M sio isomorfos, R § um anel completo

" de matnzes do grau ¢ com elemenfos dum anel Z, nas

~ condigbes seguintes: Z o< E; R E, =R, =Ru L., 9{—

: =Z,. Como M; ¢ indecomponivel, o anel R dos sens.
endomorﬁsmos, isomorfo de Ry, & completamente primé-

pertence a r e t_gm-se‘r==.9{1 . Por consequénéia, R, goza

pletamente primério: tem elemento nm e todo o ideal

direito #R: & nilideal (aqm, ‘ideal nilpotente). Final-

mente, o -teorems  estd. provado, porque a existéncia
- 'd¢ radicsl de . KOTHE esté assegurada para R,
- - pag. 73] :

- o Precisemos outros resultados. ‘Tém lugar aqui as rela-

deal, [(I), phg. 70]. Como M,z My, existe S tal que
_ =M. Se for T o endomorfismo que determina "
o 1somorﬁsmo Me2: M, é claro que 8ix Thi=E;, visto
ger, para meé M, mEuTr=mE; Si Tri=m S Tri =

ser Six R ideal direito de Ry, O ideal contém E;, e,
portanto, contém K5 93;;-9{,. Assim, Sy Ru=

_ Tri Rix=Rpe. A existbneia de eélemento regular Su,
. isto &, de elemento verificando & condlqa.o S,k%k. ER“,

'constltm\um facto conhecido da teoria dos anéis primérios,”
que aqm g0 demonstra duma maneira mais s1mples, [(T),

- pég. 71] ‘ _ :

GOROLARIO 18: — O anel R dos e'ndombrﬁsmqs‘dum mo-

.- dsomorfos, é um amel completo des matrizes de grau T com
elementos dum corpo zaomorfo do.corpo dos endomor; ﬁsmos de
cada sub-mddulo. , ) (-

Suponhamos ainda que a decompomqao de M em sub-
- -médnlos indecomponiveis tem o aspecto M/—-N +..

N~ -

rio. Efectivamente, tomemos um ideal direito r, de Ri. . .
Se um.automorfismo H,ér, também. o en_domorﬁsmo um

"das propriedades seguirltes‘, caracterfsticas de anel com- -

[(I), _

g8es Ry Ri=Ra. De resto, pode ver-se que RE,R=
" =%, notando tratar-se de um ‘ideal bilateral, nio nili- .

=m;=mE;. Como 8 Ru.Ri="8u ﬁm', " eonclui-ge”

g‘ﬂ:, i

. dulo completamente redutivel, soma directa de T sub-médulos -
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+Nh—l—Nh+1—|— A Nogmte.s onde -08 N‘; g0 -
snnples, nag condigGes segumtes 08 A primeiros a8o iso-
morfos, oz m imediatos. s&o ‘também isomorfos, mas nip
lsomorfos dos anteriores; etc.:. Pondo Ml'_' N + K
_I—Nh; M2'_"'Nk-|-L+ +Nh+m1-- Nl—l— h

— —!—M2+ .+ M, , apsrece o anel R com. o aspecto
g{ Egtnl (%11'—'E %EJ, Ms'—"ME ) VamOS ver

que é ‘ERQ-—(O), ge i% . Uma homomorfia- Mi~M;, .
. leva de M, a Mj_M’, Como M é completamente redu-
_tlvel f:em—se M,——-M + . +M9—M /N M:;=N-+
+M1+ —]—Mg,M;/N M1+ A M, onde os M-
e M’ siio. simples. Conclui-se M;+.. —l—M""‘ M1 ;
M. Bste resultado $6 pode ‘subsistir se o dms
membros forem nulos . Portanto, § M NM,.-_(O), como

se afitmoun. O anel R reduz-se a- R= Eg{u, (%u

‘= E;RE;). Assim, tendo em conta que R;: é isomorfo
do anel dos - endomorﬁsmos de M,-, pode enunciar-se o
segmnte ‘ :

TEO_REMA 63:— O anel R dos endomorfismos dum md-

Cduloe M completamente redutivel & wma soma de anéis
.completos  de matrizes que s anulam mituamente. O nd-
. mero de pa'rcelas é o mimero de sistemas de sub-mddulos
zsomorfos “em ‘que se decompde M, pressupondo  gque - ém
cada. sistema fguram - fodos. os sub-médulos zsomorfos, :
o5 graus das diferentes matrizes. sio dados pelos. ndmeros

de sub-médulos de cada sistema. Finalmente, os “elemen-
dos endomdrficos de . cadd.

isomorfos - €008

-plesmente:

R & um anel seme-szmples, no sentldo de
E. NQETHER. o

Pertencem também é, teona dos. mbdualos completa-
mente redutivéis as consideracSes que vamos fazer. Seja M
~um médulo gue verifica a condigio de cadeia descendente
o tal que o-radical %B. do. sen anel de endomorfismos é nulo..”
Um tal médulo serd designado abreviadamente por médulo
semi-simples, se a cada sub-médulo simples P+ (o) corres-

tos das. matrizes dum anel parcela pertencem @ <eorpos
sub-mddula o
simples a gque corresponds -a. referida parcela. Mais sim- -




i\

-simples
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ponder um ideal de contracc8es p(¢). Vamos de‘monstmrw

o seguinte

TEOREMA 64:— Um mddulo semi-simples M é completa-
mente redutivel. Tomemos; em M, um sub-mddulo minimo

M #(0). O ideal m; nfo pode ser nilideal, pois que, ge 0

fosse, seria nilpotente o de expoente 2, isto 6, seria m% = (o)

@ haveria radical B+ (o). Pelo facto de M ser sub-médulo’

regular minimo, hd, em M;, imagem homomorfa de M

definida por nm idempotente £;. Supondo, assim, M B, = .

=Mie M=ME;4M(1l—E,)=M;+ M!, vale, para

cada m'eM’, m' Ey=o0., Se M' nio é simples, procure-

-'mos ump sub-médulo. de M’ que.seja minimo. Hsse sub- -
-médulo M, 6 simples. Pondo My=MTE,, M =M Ep-

+ M(1— Ey) =M, + M", vé-s6 que M & E; = (o), pelo
facto. de ser M E; SM’. Para_os elementos de M" vale

m' Ey =0, Em particular 6 M'=MZ, +M"nM'= "

=MZEZ;,+Ni:1, de modo que M=MZE,+MZE,+N;.

Se Ni}(o) nio & simples, o processo continua. Obtém-se

M=MUik;4M", com MBsE =M E;E;=(0), pelo
facto de ser M Z;EN,; um sub-médulo contido em N’
e M”. Em particular, § Ny=M A5} N1 nM", e, por-
tanto, M=M &, + M Bs - M £ + N3, (N =N:n

(0 M™), A cadeia MoM/SN1oNyD... é finita, de .
‘sorte gne se chega a uma relagio N, _s =M E,+ Ny —1,
.com N,-1=(0), e, consequentemente, a nma decomposi-

¢io M=ME,+MZE;+...+MZ,, em sub-médulos
simples, O teorema estd provado. Como o teorema inverso
é imediato, vale o S

TEOREMA 65:— K condigdo necessdria e suficiente, para

que um mddulo seja completamente redutivel, que seja semi-

MR

Pomos termo ¢ extensas consideracgSes deste Capitumlo

com of dois teoremas que véo seguir-se. o

' TEOREMA. 64': — 82 M é um médulo — Q com condiglo de

cadeia ascendente e se S_l ndo tem radical; entdo, admitindo -
" que, pare cade sub-médulo mdximo’ P+ M, € diferente de

zero o tdeal aniquilador 8, podemos afirmar que (0) é inter-
secgllo dum certo nimero de sub-mddulos mdximos e que M é

completamente redutével, [15]. Neste enunciado s6 oferece
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interesse o caso em que M nio é irredutivel —L. Tome-
mos, em. M, um sub-médulo méximo N1+ M. O ideal 8,
nfio pode ser nilideal, pois que, se o fosse, seria nilpotente
e do expoente 2, [teor. 16'], @ O teria radical. Por esse
facto, N1'é precisamente aniquilador modular dum idem-
potente Fj €85, [teor. 23'], tendo-se Na Ei= (o), (o) =
=N:"ME=NiNN', se N'=ME;.-E vése que
ni Ey=o0, n' By=n', M=N'-+N;, sem esquecermos a
relacio N1=M'(.,l-~E1). Se N’ for méximo, 6 teorema

estda demonstrado,” pois que ambas as parcelas de M serdo

‘também sub-médnlos simples. Se N’ ndo é méximo, tome-

mos N;oN’/ e méximo. E, entio, Ny Hy=(0),(0)=
=NNME,=NznN", N"=ME; M=N"+ Ny, .
como snteriormente. B vé-se que o anignilador modular
d’e B E, 6 =M, pois M &, BEy= N/ E,EN By = (0).

B valida a ignaldade N'=N;n(N’, N =N;zn L,
Ccom D1 ={N','N"), como vamos provar. Sem diivida

que N’ estd contido no 2.° membro. Se, agora, ng==n' -+
4 n” for um elemento do 2.° membro, do facto de ser

 neFEy=—0==0-+n", concluimos nz==n'eN', como se

deseja. B tem-se (0)=Nin Nz 2, a0 mesmo. tempo
que, sendo M=N'+N,, § No=N'+ NysnN,;, M=
=N-+N'"+N: (A Ng=2, +N:n Nz, Q1 =MZE: +

-+ ME;. Se:+M é miximo, o teorema fica demons-

trado, pois que, entio, N, N’ e W10 N; séo simples.
Se Qi n#io é mdgimo, o processo continuna, Obtém-ge (0) =
=Nz ME=NgnN", M=N3g~+N'"y ME: E3=
=M E, E;=/(0), pois que NgDQs=M E1 + M E;. Séo
validas as igualdades N3=N"+N'-+4+ N:n N;nNs,

CM=N"L+N"+N'4+N1N Ng'ﬂ'N3=Q2+N1 nNan

NN, Qe=ME; +MZE,+MEj;. Se Qe+ M 6 miximo,
o teorema fica demonstrado, com (0)=N:N NN N3N Qs |
e com a decomposigio anterior para M. A -cadeia (¢)c
cN'cQ:inQec ... é finita, de sorte que se chega a
encontrar Q,_; miximo e tal que (o)=WNin...MN
NNt Ny, M=z + N1 O N1, Qp—2=
=ME;-}+...+MEn,~1. Nesse momento o.sub-méddulo

- simples N1 ... NN, 1 tem a forma M Z,, vindo M="

=ME ... +ME,. Os ideni[jotentes E; verificam as

" relagBes E; L; =0, (z<3, i=d, . ,n—1; j=1,. ., n).

- ‘..Invers‘amente, 'se M 6 ure mddulo completamente redu-
tivel, a condicfo de cadeia ascendente é vélida, o radical

\ .
R . o ’ °
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do seu anel de endomorfismos é nulo, o pa'ra cada sub-. _ \
-mddulo méximo o ideal aniguilador & % (o). Portanto: . < el

- TEOREMA 65': — As g:pnch'gﬁe_s-enunciadasﬁ_o'-téorema 64!
8dio necessdrias e suficientes, pare gue N seja completamense.

redutivel. - | i ey
E conclui-se também a “équivaléncia'entre ag condicBes - , _ . .
expressas nos teoremas 64 o 64/, - ' ; : .
Instituto para & Alte Cultura, Centro do Estudos
Mateméticos da Faculdade de Ciéncias do Porto, B -
-Publicaglio n.0 25. - . _ ‘ )
- ) - . - ; -
T . N
?” ) 5 - .
. R -
s -
- ’ 1] N - ) - ’ = . )
- - t




92';(“'

ANAIS DA FACULDADE DE CIENCIAS DO PORTO

Fundados por F. GOMES TEIREIRA
e. sontinusdos sob a direcgieo de A. MENDES CORREA

Extracto do tomo XXXV

S

L

Subre deais de contraceio e aniguladues -
©m teora goral dos midlos

POR

A. ALMEIDA COSTA

FORTO
) Imprensa Portuguesa
108, Rua Formosa, 116

1950.1951




