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. 1) Introdugdio — A feoria dos endomorfismos dos midulos
dé exemplos concretos de anéis. Ela pode constituir o ponto
de partida dos estudos da {feoria dos anéis abstractos (*).
De resto, umsa sistemdtica dos anéis independente da dos
endomorfismos deve considerar-se posta de parte. Os resul-
tados adquiridos sobre anéis sio susceptiveis de serem
aplicados, por sua vez, no conhecimento da estrutura dos
moddulos. )

H4 também possibilidade de transportar para a teoria
dos médulos proposi¢ies sobre anéis que se demonstram
tendo apenas em conta o facto de os ideais (esquerdos, por
ex.), serem subgrupos admissiveis, em face do dominio
operatério constituido pelo proprio anel.

Neste trabalho, ao lado de alguns aspectos novos da
primeira das teorias citadas [§§ 2, 3, 4 e parte do 10],
tem-se em conta a referida possibilidade [§ 6]. Nos §3
restantes, sdo retomados aspectos cldssicos da teoria dos
endomorfismos.

Dificuldades de ordem técnica nfio permitiram ntilizar
as notacdes ji usadas pelo autor em trabalhos de Algebra
moderna, publicados nesta mesma Revista. Apenas se
empregam letras latinas, deixando-se, assim, de represen-
tar por letras géticas os médulos, anéis e ideais.

(1) Vejam-se, a este respeito, as-obras seguintes: -

B. L. vaxX DER WABRDEN — Moderne Algebra, 11 Teil, pags. 165
a 172 (1931, Berlin, Springer);

—N. JacopsoN — The theory of rings (1943, n.° 2 das publica-
¢Oes « Mathematical Surveys>, da American Mathematical Society,
New-York);

— A. Aummipa CosTa — Sistemas hiper-complexos e representacoes,
phgs. 225 a 245 (1948, no 19 das publicagdes do Centro de Estudos
Matematicos do Porto, Porto).



2) Generalidades — Um mddulo M admite sempre
como operadores os elementos do seu anel R de endo-
morfismos: é mddule relativo a R.

Para designar os elementos de R utilizaremos as letras
A,B,...,8,T,...

Se M tem um dominio operatério £, dado previamente,
o anel dos endomorfismos é compreendido como formado
por endomorfismos — L.

Tomando um sub-mdédulo N, de M, se Q existe, o
sub-médulo supde-se admissivel. Imaginemos que se tem
MAEN, MBEN. Entdo, § M(4— B)EN, e, qual-
quer que seja 7', 6 M T4 EN. Daqui se tira o seguinte

TEOREMA 1:— O conjunto dos endomorfismos de M que
aplicam M em sub-médulos de N constitut um ideal esquerdo
de R . Representaremos por n (letra mintscula correspon-
dente a N ) um tal ideal, que pode ser afectado de um indice,
se 0 sub-mdédulo tiver esse indice.

’

Seja N = (N3, N;) um sub-médulo gerado pelos dois
sub-médulos N; e N ;. E evidente que n £E(ni, n2). A este
respeito, é valido o seguinte

TEOREMA 2: —Se N =N;+ N, ¢ uma soma directa,
tém-se n =—mn; + ns, também como soma directa. Na vetrdade,
suponhamos M BEN e tomemos me M, mBe N. Pondo
mB=mn,+ny, com n;eN;, (i=1,2), a correspondén-
cia m —>n; 6 um endomorfismo 4;, de M. Das relacdes
B=A4;+A4,, MA4;EN;, conclui-se Be(ny,nz). Reci-
procamente, um elemento deste ideal soma é da forma
Ay+ 4., com

MA;EN;, MA4,EN., M((4;:+ 4,)EN.

Serd n—(n1, n3). Esta soma é directa, pois que, pondo
A{+ A43=0, com A4; € n;, vé-8e que 4; — ]

A cada N, como se disse, corresponde um ideal n bem
determinado. Pode haver, porém, véarios sub-médulos com
o mesmo correspondente. Se, com efeito, 4 € n, considere-
mos o sub-médulo N' gerado pelos sub-médulos M 4.

A N’ oorresponde ainda o ideal n; é 0 menor mﬁ_o-B\amEo
nessas condicdes. Apenas podemos afirmar ser N/EN.
Conformes com uma notagdo muito usada, escreveremos
N'=Mn, significando com o 2.° membro o conjunto de
olementos de M da forma XM A4, onde o somatério é
finito ¢ A en. Quando N é imagem homomorfa de M,
tem-se N’'=2N. Fixemos o

TEOREMA 3: — Dado o sub-médulo N , existe sempre um
sub-médulo N' SN, tal que a M n =N’ corresponde o ideal
n(=n').

Inversamente, tomemos n e formemos o mﬁdﬂﬂuomﬁo
Mn=N'. O ideal n’ contém n. Por ser Mn'EMn,
conclui-se Mn' =Mn. Assim: -

TEOREMA 4:— Dado o ideal esquerdo n, exisle sempre
um ideal esquerdo n'2n, tal que n' ¢ correspondente de

Mn(=Mn').

Em geral, escolhido N, da aplicagéio dos elementos 4 € R
nio resulta N 4 EN. Quando tal sucede, o ideal n é EF-
teral. A inversa ndo 6, porém, verdadeira. A este respeito,
pode dar-se o seguinte enunciado: \

TEOREMA b: —Se N EM ¢ imagem homomorfa de M, ¢
condigdo mnecessdria e sufictente, para que n S€ja ideal bila-
teral, que se tenha N'TEN , qualquer que sja TeR.

Exemplos de sub-médulos aos quais correspondem ideais
bilaterais sio dados por expressdes de qualquer das formas:

zwq zmu ma,

onde a 6 um ideal bilateral. O wltimo pressupde gue o
dominio Q é vazio.

Quando n 6 nilideal, N diz-se nilmddulo. Em wmﬁﬂon?ﬁ
pode tratar-se de mddulos nilpotentes ou semi-nilpotentes.
Como consequéncia imediata do teorema 2, tem-se 0

TEOREMA 6: — A soma directa dum nilmidulo qualquer e
dum milmédulo ao qual corresponde um ideal bilateral é um



nilmidulo; a soma direcla de dois midulos nilpotenies é nil-
potenle; e a soma directa de dots midulos semi-nilpotentes
é semi-nilpotente (1).

TEOREMA 7:— Se N ¢ um sub-médulo simples e tER
é um milideal tal que WNrSEN, lem-se, mecessariamente,
N r=(0). Supondo Nr+(0), ¢ Nr=2N. Existem ne N
e Aer de modo que n4+0. Entfo, N4 é um sub-mé-
dulo nfio nulo contido em N, o que d4 N 4=N. Daqui
ge tira N=NA4—=...=N 4" —=(0), se A™=0. Egte
regultado absurdo provém de se admitir Nr=0N.

TEOREMA 8:—Se N +(0) ¢ um mnilmédulo simples, o
ideal n ou ¢ nulo ou é n?=(0). Suponhamos, com efeito,
n$(0).Se0+4en,é6 MA=N.Em seguida, 6 M A?=(0),
porque, de contrario, ter-se-ia

N=M4=M4t=...,

e A seria potente. Depois, se T'en, vem MAT=NTEN.
Admitindo a igualdade N I'==N, T seria potente. Logo,
é M AT=(0), e, portanto, 4 7= 0, como afirma o teorema.

TEOREMA 9: — Se N ¢ wm sub-mdidulo para o qual existe
Ren, de sorte que. além de M REN, a diferencau—R=R;
seja nilpotente, ¢ N = M. [O simbolo « significa a identi-
dade de R ]. Sabemos que se tem n =R (?). Nessas condi-
cbes, uen, MEN, e, portanto, N=M.

COROLARIO 1:— Supondo N+ N;=M e N n¢lmo-
dulo, tem-se, necessdriamente, N =M.

3) Projec¢des — Um endomorfismo idempotente E,
de M, diz-se uma projeccdo. Pondo u—=E 4 (v— E),
faz-se uma decomposicio em idempotentes ortogonais.
O mdédulo M admite a seguinte decomposicio:

M=ME+M (v—E). (1)

(1) J. Levitzrr — On the radical of a general ring, Bulletin of the
American Mathematical Society, vol. 49, 1943, pags. 462 a 466. Para as
demonstragdes, pode ver-se ALMBIDA CoOSTA, loc. cit., pags. 4 e 5.

(3 ArLmmipa CosTa, loc. cit., pag. 7.

Portanto:

TeoremMa 10: — Se E é idempotente, lem-se a decom-
posigao (1), wvalendo, para me ME, mE=m, e, para
m'eM (u—E), m E=o.

A nociio de idempotente primitivo corresponde a de
projeccao primitiva (1). Um médulo indecomponivel define-se
como aquele que ndo pode escrever-se como somsa directa
de dois sub-mdédulos nio nulos. No anel R dum tal médulo,
o endomorfismo % é primitivo. Em R n#o h4,.entdo, outro
idempotente, além de %.

Também pode afirmar-se que, se E é primitivo, o sub-
-médulo M £ é indecomponivel. Uma condicio necessiria
e suficiente, para que F seja primitivo, é que E R £ ape-
nas possua o idempotente £ (seu elemento um ou idempo-
tente principal) (%).

TEOREMA 11:— Se E; ¢ primitivo, o sub-miédulo inde-
componivel M E; ndo tem sub-mddulo proprio que possa
ser imagem homomorfa de M definida por idempotente.
Se fosse M E,cME;, com E, idempotente, escre-
vendo M=ME;, + M(v—E:;), ME, =M FE;+ME; N
N M (u — E,), a intersecciio acabada de indicar n#o seria
nula e chegar-fe-ia, assim, a um absurdo.

TEOREMA 12: — Dado o sub-médulo M A, admitindo a exus-
téncia dum endomorfismo S tal que A S A — A, existe idem-
potente B, tal que M A =MZE (®). Com efeito, SA—=F é
idempotente, pois S4.84 =8.484=8 4. Mas, sendo
ME—MSAEMA, MA=MAEEME, conclui-se
MA=ME.

TEOREMA 13: —Se M, e M, forem nilmédulos de M,
ndo ha tmagem homomorfa de M na soma M1+ M, suposta
directa, que seja definida por tdempotente. Repyesentando

(1) Jacosson, loc. cif., pags. 10 e 11. |

(2) Arnmema CosTa, loc. cif, pig, 18, K indiferente dizer que um
idempotente e é primitivo se nfio pode decompor-se em idempotentes
ortogonais ou se nfio existe idempotente e/ tal que e e/=¢/ e=e/.

(3) J. vox NeumANN, On regular vings, Proceedings of the National
Academy of Sciences of the U. S. A., vol. 22, n.° 12, 1936,
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por N a soma directa, sabemos que n—mi—+ ms. Como
08 m; sdo nilideais, o teorema resulta de ndo poder haver
idempotente na soma de dois nilideais (*).

Quando, para um sub-médulo simples N, é n*%(0),
nso pode o mesmo ser nilmddalo. Se se designar por sub-
-médulo reqular aquele que contém aplicages homomorfas
n3o nilpotentes de M, podemos dar este enunciado:

TEOREMA 14: — O sub-médulo simples N, para o qual
é n+(0), ou ¢ nilpotente, e de expoente 2, ou é um sub-
-médulo regqular.

_ Um sub-médulo regular M’ é minimo, se for nilpotente
todo o endomorfismo de M que leve a um sub-médulo
préprio de M'. Um exemplo trivial é dado pelos sub-
-médulos regulares simples.

Entre os sub-mdédulos regulares minimos distingniremos
aqueles que verificam a condigfio seguinte, ou condiciio I):
ha um endomorfismo X tal que M X =M' determina um
automorfismo de M': M'=M'X=M".

Tratando-se de sub-médulos regnlares simples, a condi-
cio I) tem sempre lugar.

TeOREMA 15: —8e N & wm sub-midulo regular simples,
existe idempotente Een tal que ME=N. Ponhamos
N=MA4, onde o endomorfismo A se supde nio nilpo-
tente. Serd N 4 —=0N. Dado meM, por meio de 4 pas-
ga-se & neN: e, comoo NA=N é um automorfismo,
designemos por n'eN o elemento tal que n'd=n.
A correspondéncia m —n' é um endomorfismo B, de M,
para o qual, além de MB=N, se verifica a relagio
BA— A . Tira-se daqui B2A—=BA—=4, (B*—B)4=0.
See B:*—B—0, B serd o idempotente procurado. Nao
gendo assim, tem-se

M (B:—B)A=(0), M(B*—B)=N.

I3

BEsta dltima igualdade é absurda, visto que ela di
N 4 =(0). Ao teorema responde-se, pois, com B=E.

(1) Anmmma CosTa, loc. cit., pag. 22.
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COROLARIO 2:— K condigdo mecessiria e suficienle, para
que um sub-médulo simples N, de M, seja uma parcela
duma soma directa tgual a M, que seja regular. O ideal n ¢,
entdo, da forma n =RE.

O teorema 15 é susceptivel da extensio seguinte:

TECREMA 16: — Um sub-midulo reqular minimo M',
de M, vertficando a condigao 1), 6 sempre imagem homo-
morfa de M definida por idempoiente. .

Ponhamos M/—M 4, onde 4, nio nilpotente, é o
endomorfismo da condicio I): M'=M'4=M’'. Como
no teorema 13, supondo :

momA=m', m'"A=m' (m"eM'),

a correspondéncia m —m' é um endomorfismo B, de M,
verificando as relagGes

MB—=M'/, BA=—4, (B*—B)4A=0.

Se B?— B—0, B ser4 o idempotente procurado. Tendo-se
B:*—B—T=+0, T ser4d nilpotente, pois que M Tc M',
visto a igunaldade M T=M' acarretar M 7'4—=(0)=
— M'A—=—M'. Um teorema conhecido afirma agora que,
sendo Bem' ndo nilpotente e tendo-se B*—B— 7 —nil-
potente, existe um polinémio em B que é idempotente ().

TrOREMA 17:— E primitivo o idempotente B da igual-
dade M'=ME, se M/ é sub-mddulo reqular miniino. Basta
ver que uma decomposicio E— E' - E'", em idempoten-
tes ortogonais, levaria a M'=ME"+ME", de sorte
gque M E", por ex., seria uma imagem homomorfa de M
contida em M’ e diferente deste sub-mdédulo, contra a
hipétese dele ser regular minimo.

TEOREMA 18: — Num médulo M, para o qual todo o
sub-médulo reqular possui imagem homomorfa de M definida

(1) G. Korrm— Die Strukiur der Ringe, deren Restklassenring nach
dem Radikal vollstindig reduzibel ist, Mathematische Zeitschrift, Band 32,
1930, pags. 161 a 186. (Veja-se ALMEIDA CoOSTA, loc. cil., pag. 19).
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por idempotente, a soma directa dum mumero finito de mil-
modulos é wum nilmédulo. Conforme o Teorema 13, 2
referida soma n&o pode, aqui, levar a um sub-mddulo
regular.

M diz-se um mddulo reqular, se, para cada endomor-
fismo 4, existir § tal que 4 §4=4 [R é um anel rega-
lar, vON NEUMANN, loc. ¢éf.]. Os teoremas 12 e 11 permitem
dar os dois enunciados a seguir:

TEOREMA 19: — Num médulo reqular, toda a imagem
endomorfa é definida por wum idempotente. Pode dizer-se,
pois, que todo o sub-médulo que?possua imagem endo-
morfa do mddulo é snb-médulo regular.

TEOREMA 20:— 8¢ E ¢ primitivo e M é regular, M E
ndo possut sub-médulo priprio que seja homomorfo de M.

Substituindo a nog¢fio de ideal principal pela de sub-
-moédulo endomorfo, estabelece-se o seguinte teorema, cor-
respondente a outro relativo a anéis regulares (1).

TEOREMA 21:— 8¢ ME e M E/ sdo duas imagens endo-
morfas de M, existe idempotente F verificando as relagoes

FE=EF=0, (MEME)=ME-+MF.

Quando M E'SEM E, basta tomar £—=0. Nio sendo
assim, vamos ver que se tem (ME ME' )=—ME+
+ME' (U—E). Um elemento do 2.° membro é da
forma mE+nE (U—E)=(m—nE)E+nE, o que
mostra pertencer ao primeiro. Inversamente, um elemento
do 1.° membro é da forma mE-4|+nE =mE-+}+nE —
—nE E4+nE' E=m+nE)YE+ nE (U— E), pelo
que pertence ao 2.°. O referido 2.° membro é numa soma
directa. Finalmente, como a sua segunda parcela nio é nula,
designemos por E; um idempotente tal que M E' (U— E)=

(1) J. voNn NEUMANN, loc. cit. Cfr, ALmrIDA CO8TA, loc. cit., pag. 33.

SRS
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=ME,. Vé-se que E; E=0. Pondo, entiio, F= E, —EE,,

vem imediatamente

FE=EF=0, FF=F, E,F—E, FE—TF,
ME,=ME,FEMF, MF=MFE,SME, ,

e, woummuﬁo._ ME,=MF.

COROLARIO 3: — Num médulo regular, tem-se (M E,
M E')=M E". Basta tomar E' =E | F, pois que £+ F
é idempotente.

4) 0s modulos com condigio de cadeia descendente —
Se a condicio de cadeia descendente é vilida em M, cer-
tos resultados anteriores podem naturalmente precisar-se.
Sabe-se, por ex., que ¢ condicio necessiria e suficiente,
para que um endomorfismo seja um automorfismo, que
seja um meromorfismo (!). Também se sabe que, se 4 é
um endomorfismo qualquer e QQ , representa o conjunto
dos elementos de M que sfio anulados por 4, é vilida a
igualdade _

M=(M4", Q,"),. @)

onde » é um inteiro determinado (2). Além disso, tém
Ingar as duas proposicfes seguintes: 1.* —um mddulo M
com condi¢io descendente é soma directa dum niimero
finito de sub-médulos indecomponiveis; 2. —um mddalo
M com condigiio descendente, gerado pelos seus subgrupos
minimos, é completamente redutivel.

Vamos agora demonstrar alguns teoremas.

TEOREMA 22: — Num médulo M, com condicio de cadeia
descendente, dado um sub-midulo N, é geralmente (como
sucede, de resto, num midulo qualquer) Mn SN . Existe,
porém, wm ntetro minimo k, para o qual Mnk —
=Nn*~!(=Nn*=...). Suponhamos, com efeito,

ZUZUU...UwaIHHZHw”... "

(1) Cfr. N. Jacosson, loc. cit., pag. 9.
(3) 1dem, idem, idem.
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Como se tem também
waMZﬂ.wMZb\nlp.

vé-se que Mn*=Nn*"!. Em seguida, podem »mnmw.mm
ainda outras conclusGes. Em primeiro lugar, ¢ Mnl=
—Mnf+t!=.... Se pusermos M'=Mn*, o0 wmmud,n,um, 4
garante-nos a relacio Mm'=M'. E, como m "=n"", é
Mm/22Mn2t=Mn*=M’, de sorte que

z\“z B\”H(.H BZI\..:
\Hz~B\“z\B~N|-o- »

TEOREMA 23: — Nas condi¢des do teorema n:.hmq.hcq._ conli-
nuando a pir Mn*=M" e admitindo M'5(0), existe um
endomorfismo R, tal que sdo validas as relagdes .EV cMR=
—M'REM'. O sub-mébdulo MR=N' é minimo mi.}m 08
sub-médulos contidos em M' aos quais correspondem ideais ¢
por forma que n*q > (0). Consideremos, na 49&.»@0_ entre
os sab-médulos contidos em M’ o sub-mddulo minimo N,
nas condices seguintes: N'EM', n¥a’'>D (0). N' existe,
pois a M' corresponde m'2n” e é aupHWb.:«U hovn sm
virtude de se ter Mn*=Mn**. Entdo, seja Lien’, de
modo que n* B D (0). Vé-se que

T—=Mn*REN'EM', t2n*E>(0),
n*t2n2*R>o(0).

“Valers necessiriamente a igualdade T=N', e, por-
tanto, serd N'=Mn*E=M'E. Como se tem, por outro
lado, M RS N’, chega-se & ignaldade ME—M'R, que
acaba de estabelecer o teorema.

COROLARIO 4: — Se o sub-médulo N do teorema 22 .\3
nilmédulo, tem-se N > N, onde N’ ¢ o m:wée&«w? minimo
do teorema 23. Na verdade, a relagio N =N/ levaria a
N'= M’ ou M/ R=M'. O endomorfismo R seria potente,
o que ndo pode ter lugar.

O nilmédulo N’, tratado como N, ou Hm<mawm...m.
Mn'r=M"=(0), ou permitiria_continuar a cadela
N > N', de modo 'a formar N>N'DN”. A condicéo
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de minimo leva-nos a estabelecer a existéncia de sub-nil-
médulo nilpotente contido em N . Este facto resulta ime-
diatamente da referida condicio de minimo e da circuns-
tincia de N ser nilmddulo. Aqui deixa-se, porém, a
possibilidade de o sub-médulo nilpotente n&o ser minimo.

TEOREMA 24: — Se I, é um sub-médulo nao nilpotente dum
médulo com condigio de cadeia descendente, o sub-médulo
minimo mao nmilpotente 1,1 E1, ¢ tal que existe um endomor--
fismo S satisfazendo a L1 S—=MS. O sub-médulo MS =N,
é minimo entre os sub-médulos N, contidos em L 1, aos quars
correspondem ideais n por forma que I,;n > (0). Partamos
de I, e tomemos L. E claro que se tem .

L,l,EMLEL,, MIEL,1,=L,.

O ideal I, contém 12, e, assim, I, néio é nilpotente. Isso
acarreta as igunaldades L;1;=L;=M1,. Posto isto, con-
gideremos o conjunto dos sub-mddulos N nas condicBes
seguintes: N EL , Lyn 2(0). Nesse conjunto nfo vazio,
representemos por N; o sub-mdédulo minimo: N{EL,,
Lin;2(0). Se for Seny; um endomorfismo tal que L| =
=T1,,8>(0), tem-se

(0)cLiSEN,, L:S=MILS,
H:wffmﬁ L,I)2L,1,8§=L,8>(0).

Conclui-se, deste modo, a igualdade L; S=N;. E como
L,SEMSEN,, vem também I,; §==M 8> (0).

TEOREMA 25:— Dados T, e L1 como no teorema anterior,
existe um endomorfismo T satisfacendo a L{T=MT.
O sub-médulo M T =N, é minimo entre os sub-midulos N
contidos em L., aos quais correspondem ideats n por forma
que 1yn > (0). Na verdade, consideremos o conjunto dos
sub-mddulos N nas condicdes segnintes: NS L4, 1;n2(0).
Nesse conjunto n#o vazio, representemos por N o sub-
-médulo minimo: NEL;, lin22(0). Se for T'eny um
endomorfismo tal que I; 77> (0), tem-se

AOvnH«HSHgHMNMZw. AHJN._”H\H:V.
1,1/212 7o (0),



visto que M1, 7=MI12T D (o). Conclui-se a igunaldade
L;7=N,. E, como L, TEMTEN,, vem também,
como afirma o teorema, I,; 7=M T D (0).

O sub-médulo Ny, do teorema 24, é tal que
N:EL:, LiniD(0), MliniD (o),

de sorte que l;n;>D(0). Ter-ge-4, por isso, N12Nj.
O sub-médulo N4, do teorema 25, é tal que

Nz:SL:, 1in:D(0), Lin:=Mlin:D(0),

de sorte que L;ns D (0). Ter-se-3, por isso, N2 Ny, e,
consequentemente, N ; — N;. )

5) 0s médulos com condigdes de cadeia ascendente —
Se a condi¢io de cadeia ascendente é vilida em M, pode-
mos afirmar o que vai seguir-se.

Em primeiro lugar, é condigio necessiria e suficiente,
para que um endomorfismo seja num automorfismo, que seja
um homomorfismo (). Depois, se 4 é um endomorfismo
qualquer, existe nm inteiro s satisfazendo a igualdade

MA4*n Q,s=1(0) (*). 3)
Finalmente, sio vélidas as duas proposi¢es segunintes:

TEOREMA 26: — Num mddulo M com condi¢do de cadeia
ascendente, todo o endomorfismo A, que nao ¢ um automor-
fismo, ou é wm meromorfismo ou delermina wm meromorfismo
num subgrupo M A%, de M. .

COROLARIO 3: — Se N ¢ um nilmédulo dum médulo com
condicdo ascendente, o expoente dum elemento A € n é, quando
mutto, igual ao inteiro s do teorema.

Fagamos as demonstragtes, comecando pelo teorema.
Se 4 nio 6 nm antomorfismo, também n&o é um homomor-

(1) Cfr. N. JacossoN, loc. cil., pag. 8.
(®) Idem, idem, pag. 9.
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fismo, pelo que se terd M > M 4. Poderd ser Q 4=(0),
ou Q4>(0). No 1.° caso, estamos em presenca dum
meromorfismo; no 2.°, se s for o menor inteiro tal que
Q,s=Q s+1, pondo P=MA*, a ignaldade (3) tem
lngar (). Entfio, 4 determina em P um meromorfismo,
pelo facto de ser PASD. e de apenas o elemento nulo
de P ser anulado por 4.

Passemos ao coroldrio. Se pudesse ser M 4% D (0), a
sucessio de meromorfismos M 4* >~ M 4s+1= M As+2=, .
seria infinita e 4 ndo seria nilpotente.

6) Os modulos com as duas condigdes de cadela —
Restrinjamos ainda mais os mddulos M, admitindo que
sio validas as duas condicSes de cadeia (diremos, mais
simplesmente, mddulos com condi¢io dupla de cadeia).
Podem fazer-se as seguintes afirmagdes (1):

1.* —Para M, o inteiro 7 da igualdade (2) é igual ao
inteiro s da igualdade (3);

2.* —Tem lugar a relacio M=M A"+ Q ,», como
soma directa; para cada me Q ,» 6 m A” =0, de sorte que
A determina um endomorfismo nilpotente em Q,, (pois
que Q,-4S5Q,~, pelo facto de ser mA.A4" =0, se
mA”"=o0); e, sendo MA"=M A"+, A determina em
M A” um homomorfismo que é um automorfismo;

3.» — para cada endomorfismo A dum grupo indecom-
ponivel (com condicio dupla de cadeia, bem entendido), ou
6§ M=MA"=M4, com Q,=(0), pelo que 4 é um
automorfismo; on é M=Q,,, com M4 —(0), pelo
que 4 é6 um endomorfismo nilpotente.

Vamos agora demonstrar alguns teoremas (2).

(1) Cfr. N. Jacossox, loc. cil., pags. 9 e 11,

(?) Os teoremas de n.os 27 ¢ 23 silo devidos a J. LEVITZKI, que
os deu, pripriamente, para a teoria dos anéis. Veja-se a memoria
desse aubor <Uber wnilpotente Unierringe>, Mathematische Annalen,
Band 105, 1931, pigs. 620 a 627. Pode ver-se igualmente ALMEIDA
CosTa, loc. cit.,, pags. 45 a 49, onde, como aqui, se reproduzem as
demonstra¢des de LeVvITZKI

2
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" TEOREMA 27:— Dado um sub-médulo N, de compri-
mento =c, dum médulo M com condi¢@o dupla de cadeia, se
Aq, ..., A, sao endomorfismos de M tais que N A4 ... A2 (V)
e NA; EN, existe um sub-médulo N verificando as rela-
goes sequintes: (0)cNLEN, Ny=(N;A;, ..., Ny P_L,.

Ponhamos N2N'=(N4d4,...,N4.). O sub-md-
dulo N/ é +(0), visto que N'2N4;>5(0). Ponha-
mos, depois, N2N'2N"=(N'4;,..., N'4,), com
N'4;EN4;. O sub-mbédulo N” é +(0), visto que
N7"2N'A4;2N 4,4, >(0). Podemos prosseguir e esta-
belecer a série normal

{N2N'2N"2...2N®>(0){,
com N(V2N 4;...4,>(0). Como o comprimento desta
série normal é ¢-4-1 e o comprimento de N é =c, havera
repetigio. Pondo

NG+ =(N®4,..., N®4,)=N®,
fica demonstrado o teorema.

TEOREMA 28: — Dado um sub-médulo N o (0), de com-
primento Zc, dum midulo com condido dupla de cadeia,
se Ay,..., A, siio endomorfismos de M tais que b;:;.am;%.o
e N=(NA,,...,NA,), eviste um endomorfismo nao nil-
potente de M que é um produto de poténcias dos A; . Desta-
quemos, de entre os N 4;, todos o8 que podem ser des-
prezados, sem que a soma-dos demais deixe de.ser N.
Seré, por ex.,

ZHAZWH. ...,zw&v.

com d=c, e onde os B; sio elementos 4;. Se fosse &"T
a relagio N =N B; daria N B»=N D(0), e B; seria
um endomorfismo nas condi¢tes do teorema. Supondo d>>1,
observemos que se tem

(0)cN >N Bs=(NB,; B, ..., NBaBa) D (0).

Escrevendo Bg= By, designemos com By, um ele-
mento B; tal que c

AOvﬂzqum WSSHAZ. w_.mssm%:» 0 ..uz.Wm.ws.m.w::v.
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Vé-se existir uma sucessic Bn,, Bu,,... tal que
N By, --- Bm,;5(0), qualquer que seja o inteiro posi-
tivo ¢*. Vamos verificar a existéncia dum sub-médulo N

e de endomorfismos 4,,..., 4., formados por produtos
dos 4;, satisfazendo as condicdes

NoN'5(0), 4;...4;30, N'=(N'4,...,N'4)).

- Distinguiremos dois casos. No primeiro, admitiremos
que hd um produto de ¢ dos By, , consecutivos em B,, 021

-++yBm,, e qual néo contém B, = Bs. No segundo,

faremos a hipétese contriria. Se se d4 o primeiro, supo-
nhamos 4 ... 4] o produto em causa. Tem-se

NA4,...4,5(0), NA4EN,
e, conforme o teorema anterior, .

(0)cN’'EN, N'=(N"4;,...,N'4)).

f

Como em 4.,..., 4, nio figura Ba, sers

(N4,,...,.N4))cN, e, portanto, N/ c N.

Se, a partir.de N’ e dos 4, se pode formar o endo-
morfismo ndo nilpotente pedido, o teorema fica demons-
trado. Néo sendo assim, o raciocinio continua. Supondo,
nos termos do 2.° caso, que cada ¢ factores consecutivos do
produto P=2B, , ... By, contém B, K —Bg, podemos
escrever, por ex., P— P; Bmy . Pi—1Bm; eeo.. P1By,,
onde Py, Py,... sfo produtos dos 4; pela ordem porque
figuram em P, contendo cada P; menos de ¢ factores.
A decomposicio de P contém ¢ factores, pelo menos, de
modo que existe sempre uma parte de P,

P'=4 ...4;,, A, =PiBun,

t1 te J
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onde os 4 séo consecutivos em P. Como no primeiro caso,
tem-ge agora

N P’ o (0), N4, N, ’

1j—

de sorte que existe N, nos termos do teorema 27, satisfa-
zendo a

(0)cNEN, N'=(N"4,...,N'4)).
Para se ver que N’ < N, basta ter em conta que

NA4;=NPijBui SN Bun, .

Em resumo: quando d>>1, hd sempre um sub-mé-
dulo N’ nas condicSes seguintes:

(O eN'cN, N'=(N'4,,...,N"4;), 4;...4,30,

onde os A siio produtos dos 4; .

Partindo de N’, o raciocinio repete-se. Obtém-gse a
gucessio de sub-modulos

NoN'oN">..., 4)
que prossegue enquanto néio for possivel chegar a
()cN®WcNE-b, N®B=N®, (5)

onde B é um produto dos 4; . A condigio descendente limita
a cadeia (4), e da igualdade escrita em (5) tira-se o teorema.

/
B é o endomorfismo procurado.

COROLARIO 6: —8e C é um conjunto de endomorfismos
nilpotentes, dum médulo com condigio dupla de cadeia, e se
o conjunto é fechado relativamente ao produto, enido, supondo
M de comprimento n, o produto de n elementos de C é
nulo (1), Sejam Ay,...,4,6C e 4;...,4,%0. 0 mbdulo
M verificari as seguintes condigbes: M 4... 4,+(0),
M A4;S M. Existird, nos termos do teorema 27, N tal que

AOVnszz, ZH”AZH\.A.H...JZ.H#&.:V.

() N. Jacosson, loc. cit, pag. 59.
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Depois, pelo teorema 28, existird um endomorfismo n#o
nilpotente de M que é um produto dos A4;. Este resultado
é absurdo, visto que um tal produto pertence a C. Devers
ter-se A4...4,=0.

COROLARIO 7: — Num mddulo de comprimento n, é con-~
di¢do mecessdria e suficiente, para que o sub-midulo N seja
nilmédulo, que se lenha n® = (0) .

COROLARIO 8:— Se M ¢ um midulo com condi¢io dupla
de cadeia, o radical do sew anel de endomorfismos ¢ milpo-
tente. O expoente ¢, quando mutlo, igual ao comprimento do
maédulo.

TeOREMA 29: — Se M ¢ um médulo indecomponivel com
condigdo dupla de cadeia, o radical do sew anel de endomor-
fismos ¢ o conjunto dos seus endomorfismos nilpotenies. Em
primeiro lugar, todo o elemento do radical é nilpotente. Em
seguida, se A é nilpotente, suponhamos 47—*+0, 47"=0,
e consideremos o ideal direito gerado por 4, que ¢ da
forma AR . Vamos ver que este ideal é mnilpotente. Todos
oz seus elementos sfio nilpotentes, pois que, se 48, com
SeR, o ndo fosse, seria um antomorfismo H.De AS=H,
tirar-se-ia A" 8= A"—* H=0, que é um absurdo. Do facto
de AR ser nilideal se tira agora, pelo coroldrio 6, a sua
nilpoténcia. O teorema estd provado.

7) Sobre o anel R — O objectivo do § 8 é detalhar o
estudo do radical V, de R, no caso dos médulos com condi-
¢io dupla de cadeia. Néo obstante isso, comecaremos por
lembrar neste § certos resultados e notacBes relativos aos
moédulos em geral. !

Suponhamos M uma soma directa da forma

M=N;+...+N:.

Dado meM, escrevamos m=mn;-+ ...+ n;, com
ni;eN ;. A correspondéncia m —-n; é um endomorfismo
E;eR.Pondo E2=E;. E;, vé-se imediatamente que E; é
idempotente. Também se verificam as relac8es E; . E; =0,
se ¢Fj. O endomorfismo idéntico #eR tem a seguinte
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decomposi¢io: #u=E;+ ...+ E;. Quanto a R, valem as
ignaldades

R=E:R+...+E:R=RE:+...+RE;.

Uma homormorfia N; ~ N;, representada, dum modo
geral, por I;;, prolonga-se e torna-se num endomorfismo
de M, considerando o simbolo

E;2i;=E:;Lij E; =8;;. 6

Um endomorfismo Se¢R determina sempre ¢ endomor-
fismo 8;j, pois que se tem

m8=xn;S=LmE;S=TmE;SE;=m. Z 845,

O-M.N. Qu.ﬂ.

com 8;j=E;SE, . Este sfmbolo 8;; pode escrever-se ainda,
efectivamente,

%:"@-..@..%@«.”@»MQ@“.. .o Am\v

N

Poremos

S=Z 8y (6,5=1,2,0.4:0). @
.-.“

Inversamente, o 2.° membro da igualdade gnterior
representa um endomorfismo 8, como soma de endomor-
fismos de M. (7) d4, assim, uma representagio binnivoca
dos endomorfismos Se R. Os endomorfismos 8;; séo ele-
mentos pertencentes aos anédis E;R E; = Ri;. Para estes
anéis, sio vilidas as igualdades ()

R=IE;R=71 E:RE;=ZI Rij,
i t,J

i
RiiR;:SRu, RijRni=(0), (Fh). (8)

~

) Para todo este §, cfr. VAN DER WAERDBN, loc. ¢il.; N. JACO-
BSON, loc. cil., phgs. 57 e seguintes; e ALMEIDA COSTA, loc. cit., pags. 226
e seguintes.

.
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De (7) tira-se

S+ T= T (Si+ Ts),

R=8T= Y% %.....MarN..". z @..%@C.@&N..@N"

“i,5,k,1 ¢,5,h,1

= ¥ E;SE;.E,TE;,= % R,
i1

‘-'M.MN

onde
. Ra=IT8:T.
d)

Hé uma correspondéncia biunivoca entre os elementos
de R:; e as homomorfias X;j, como se conclui de (6)
e (6"). O anel R;; ndo pode, contudo, designar-se como
anel das homomorfias N; ~ N;, pela razio de n#o ter
gentido falar do produto de duas tais homomorfias.

Consideremos, porém, o anel R;;. A sua interpretacio
como anel dos endomorfismos de N; resulta da biunivoci-
dade j4 referida e dos raciocinios a seguir. Em primeiro
lugar, tem sentido falar do produto de dois endomorfismos;
depois disso, vamos ver que a soma e o produto de dois
elementos de R;; definem, respectivamente, a soma e o
produto dos endomorfismos correspondentes. De facto, se
forem 8;;=—FE;SE;, Ti;—E; TE;, tem-se, sucessiva-
mente, atendendo a (6°),

%....l_l N...J.IIL@?.@«.%@-.LT@....@..%@.."
=E;Z¢i+ E:iTo;=E;(Zi: 4 Tii)
B8is Tii=E;Xi; . E;Tiy=E:;%;;Tii ().
.Hw vélido o seguinte

* TEOREMA 30: — Dada’ a decomposigio M =N+ ...
.e. + N:, supondo u=E;+ ... +E;, o anel Rij=
=E;RE; ¢ tsomorfo do anel dos endomorfismos do sub-
-médulo N .

(1) Pede-se %o leitor o cuidado de distinguir os dois simbolos
LTS
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Imaginemos que, na decomposicio de M, os N séo
todos isomorfos. Representemos por A;; o isomorfismo
conhecido N;=~N:. O simbolo A;; representard o iso-
morfismo inverso. Ponhamos E1A; = E1;, E;Aij1= Eix .
Vé-se que se tem

mE i Ein=mE{A;EiA;ji =m0 E; A =

”Smbibﬁn\:wDS”xf

se n) representa o correspondente de n; por via de A, .
Daqui se concluem as relagdes E:; E;1= Eu=E:. Por
defini¢éio, poremos _ -

.mm...“@n; MH\..
Tém, entdo, lugar as igualdades
Ei;Ej=En, Ei;En=0, (j+k).

Em R, por consequéncia, hé elemento um e um sis-
tema de ¢? matrizes unidades E;;. R é um produto directo
de WEDDERBURN. Podemos enunciar esta proposicao :

TEOREMA 31: — O anel R dos endomorfismos dum médulo,
soma directa de t sub-médulos isomorfos, é um anel completo
de matrizes do grau t com elementos dum sub-anel Z, de R.
O anel 7, ¢ isomorfo de Ry e os seus elementos sio da forma
e =1E;;TEu ().

Neste caso, as primeiras relagdes (8) escrevem-se

R:;Riui=E,RE,RE,=E;RE;=Ri,

em virtude de ser R £; R um ideal bilateral de R que
contém os elementos da forma E;; E;; E;x = E;x, e, por-
tanto, .

Em (7), tem-se

P

%&.”@:ﬂ:{ Nq?.“mm\n:w@\.wv @"M.N...\.H.‘:.

5

D) .48. a-se, nesta Revista, ALMEIDA CoSTA, Sobre 08 grupos abe-
lianos, tomo xxviI, 1942. A 3. condigio indicada no comego do § 16
desse artigo é supérflua.
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pois que, efectivamente,

'

E;iTij=E;E;;SE;j=ESE;;=E;SE;.

OBSERVAGCOES: — O anel R também se designa o abso-
luto direito dos endomorfismos de M. Nos raciocinios feitos,
um produto 4 B, de dois endomorfismos, significa que deve
efectuar-se primeiramente 4, depois B. Se se imaginasse
a hipétese contrdria, conviria colocar os endomorfismos &
esquerda de M, e escrever, por ex.: (4'B'm =4’ (B'm).
O anel dos endomorfismos A’ representar-se-ia por R’ e
designar-se-ia por anel dos endomorfismos a esquerda de M
oun absolulo esquerdo de M. R’ seria anti-isomorfo de R e
um ideal esquerdo n, relativo ao sub-médulo N, de M,
seria substituido por um ideal direito n’. Havendo um
dominio operatério @, para M, os anéis dos endomorfis-
mos — L receberiam, respectivamente, as notagSes HNw e HN\w.

Aplicagdes da teoria dos endomorfismos dos médulos
a teoria das representagSes dos sistemas hiper-complexos
podem ver-se expostas em Armuipa Cosra, «Sistemas hiper-
-complexos e representacies>. Sio devidas a K. NorTHER, que
as deu na memoéria seguinte: «Nichikommutative>, Mathe-
matische Zeitschrift, Band 37, 1933.

8) 0 radical de R (!) — Este §, como dissemos, des-
tina-se a um estudo mais pormenorizado do radical V,
de R, na hipdtese de ser véilida em M a condicio dupla
de cadeia. Imaginemos M decomposto em sub-mdédulos
indecomponiveis: M=M;+ ... +-M,.

Dado BeR, tem-se B=X B;;, com B;;eR;;. Ao for-
mar-se B, podem dar-se duas hipéteses: 1.> — nenhum B;;
determina um isomorfismo M;=~M;; 22— h4 um B,
pelo menos, que define um tal isomorfismo.

Tratemos a-2.* hipbtese. Seja By; o B,;; em questio.

‘Existe, entio, um O tal que By Cix = By satisfaz a

My Bx=My, com myBr=my, (mreMx).

(1) Cfr. N. JacoBson, loc. cil., pags. 59 a 62.
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E fécil de ver que B¢ V. De facto,

BOix=2B;1Cix=Br+ m B Cix
[ ik

By BCiy=Bi+ m By B;;Cix.
Y

O dltimo somatério é nulo. Se fosse BeV, seria tam-
bém B2eV, o que é absurdo, visto que B2 ni#io é nilpo-
tente.

S6 podem pertencer a V, portanto, os elementos
B=7 B;;, nas condicbes da 1.> hipétese. Demonstraremos
o seguinte h

TEOREMA 32:— Se M ¢ um médulo com condi¢do dupla
de cadeia, o seu radical nilpotente V compoe-se de todos o0s
elementos B=2xB;;, onde nenhum B;; define um isomor=
fismo M;==M;. Comecemos por considerar o conjunto
dos endomorfismos da forma B;; Ay, onde B;; é fixo e
A€ Ry, O referido conjunto é fechado relativamente ao
produto, pois: .

BijAx1=0, se j}£k;
Ao BeiC 0,80 l$1; .
Bijdjv-BiiUiv=) p. . 4.,Bi;Cje=Bi; Dsi, s l=i.

Mostremos, em segnida, que B;j D1 6 nilpotente. Para
isg0, observemos que

Bi:iD:v.Bi:iD: _ (0, k%35
ijUjrk-DPij _“w|~m-..~.b\.¢...m-.u..~v.“.a.qm® k=1-

Relativamente ao produtoe B;; Dji=0Ci:, a uﬂwoa.@:cmp

resulta como vai seguir-se. O endomorfismo do grupo inde-

componivel M, definido por Ci;, nio ¢ auntomorfismo,
porque, se o fosse, ter-se-ia

M;:BijDj;= M;D;;i=M.,
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onde M;<M; seria a imagem de M; definida por Bij .
E claro que haveria um primeiro isomorfismo M; 2~ M; ,
depois um segundo M;=2M;, este definido por Dj; .
O primeiro isomorfismo, por hipétese, levaria a Mjc M; .
Da aplicaciio de D;; a M; resultaria haver varios elemen-
tos mj e M; levando ao mesmo m;€ M;. Se M; represen-
tasse o conjunto dos m; para o8 quais mj D;j; =0, teria
logar a soma directa z“"zw.*nz\..ﬁ pois, dado mq,
suponhamos realizarem-se as correspondéncias

'

mj—>m;, mji—m;, m;—m;—>0, (mjeM;),
e, portanto, ser
Co o 0 " " 7
mj—mij=m,, miji=mj+m;, (mjeM;).

Entéo, se m; 4 m; =0, como

! 1]
m;—ms, mj—0,
i o . . 3
gerd m; =0 e mj=—m; =0, o que justifica a afirmacio.
A circunstdncia de M, ser indecomponivel levaria a
M;=M; e B definiria um isomorfismo M; == M;, con-
tra a hipdtese.

Conclui-se, assim, que nm produto de factores 5;; g
é nulo, se o seu nimero for igual ao comprimento de M.

Nessas condigGes, formemos o ideal direito gerado por B;;.
Oz seus elementos sio da forma

Ilae, mNht" mm..\._m: .

Ora acabamos de ver que um produto dum certo nimero
destes elementos é nulo. O ideal direito em questéo é nil-
potente e B;j6 V. Também BeV, se estiver nas condi-
¢8es do teorema, o qual fica demonstrado.

TEOREMA 33: —Se M ¢ um médulo com condigdo dupla
de cadeia, dada a decomposiggo M=M®) + ... + M ®), onde
cada M@ =M E®) se decompoe numa soma de sub-médulos
tndecomponivers isomorfos, ndo isomorfos dos sub-médulos da
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decomposigio de MW (i£j), o radical V, do anel R dos
endomorfismos de M, pode escrever-se sob a forma

V=3 EORENF+ L EOVEW,
it i

Nos termos do teorema anterior, podemos afirmar que
EOREWEY, se ifj. Assim todo o elemento do 2°
membro pertence a V. A inversa é verdadeira, porque,
para cada ReV, se tem B= T EHOREWG ,

¥,]

Precisemos ainda que BV BV =EHOR Y éo
radical de E(' R E() .

B claro que um elemento do 1.° membro pertence ao 2.%;
por outro lado, dado R’'eV da forma E(NS§ EY, tem-se
também R’ = E() R’ E¥ | de sorte que um elemento do 2.°
membro pertence ao 1.°. Provada a igualdade, observemos
que todo o nilideal de R ¢ nilpotente e que, por isso, o
radical de Korue (') coincide com V. Entdo, o radical de
Korae de B¢ R EW § BV EW; o, como EHR B é
isomorfo do anel dos endomorfismos de M), também o
seu radical coincide com o radical de KoruE (2).

9) 0s médulos homogéneos — Neste § estuda-se a es-
trutura de R, no caso especial de o médulo M, com
condicio dupla de cadeia, ser uma soma directa de sub-
-médulos indecomponiveis isomorfos. M diz-se, entéo,
homogéneo (8).

TEOREMA 34: — O anel R dos endomorfismos dum maidulo
homogéneo & primdrio, por ter radical e ser anel completo de
matrizes com elementos dum anel completamente primadrio ().
Por hipbtese, em M=M;+ ...+ M, os M; sio isomor-
fos. R é um anel completo, Z ,, de matrizes do grau r com
elementos dum anel Z', nas condi¢fes seguintes:

Z=E;:RE,=Ruy=Ru ¥, R=Z,.

(1) G. KétsE, loc. cit..

() Cfr. ALmeipa Costa — Sistemas hiper-complexos. . ., pag. 24.
(8) Cfr. N. Jacossox, loc. cit., pag. 61.

(&) Cfr. ALueiDA CosTA — Sistemas hiper-complexos. . ., pag. 13.
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Como M; é indecomponivel, o anel R; dos seus endo-
morfismos, isomorfo de R;;, é completamente primdrio.
Efectivamente, tomemos um ideal direito r, de R ;. Se um
automorfismo H;er, também o endomorfisme um per-
tence a r e tem-se r = R ;. Por consequéncia, R; goza
das propriedades seguintes, caracteristicas de anel comple-
tameante primério: tem elemento um e todo o ideal + R,
é nilideal (aqui, ideal milpotente). Finalmente, o teorema
estd provado, porque a existéncia de radical de KOTHE
est4 assegurada para R.

Precisemos outros resultados. Tem lugar aqui as relacdes
R:jRji=R.:. De resto, pode ver-se que RZxR=R,
notando ser R xR um ideal bilateral, nfo nilideal (!).
Como M=~ My, existe S;x tal que M;Six= My.
Se for 7%; o' endomorfismo que determina o isomorfismo,
My 22 M, é claro que Six Tx: = E;, visto ser, parame M,

mSixTri=mE;8;ix Tiri=m; S .ﬂf.”%?.”:,@@,..

Como 9:x Rxi. Rii= 8:xRki, conclui-se ser SiiRxi
ideal direito de R;;.

O ideal contém E;, e, portanto, contém E; R ;= Rs.
Assim :

v SixRei=Rii, TriRixr=Rrkx.

A existéncia de elemento regular 8;j, isto é, de ele-
mento verificando a condicio S;x Rxi = R, constitui um
facto eonhecido da teoria dos anéis primérios, que aqui se
demonstra duma maneira mais simples (2). .

COROLARIO 9:— O anel R dos endomorfismos dum médulo
complelamente redutivel, soma directa de r. sub-modulos iso=
morfos, ¢ um anel completo de matrizes de grau x com ele-
mentos dum corpo isomorfo do corpo dos endomorfismos de
cada sub-midulo. )

(1) Cfr. Auvripa CosTa, Sistemas hiper-complexos..., pag. 70.
(2) Idem, idem, pag. 71. . :
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10) 0s modulos completamente redutivels — Suponha-
mos ainda que a decomposicio de M em sub-médulos
indecomponiveis tem o aspecto

M=N;+...+Nzs+Nrt+1+...+Nugym+...,

onde os N s#io simples, nas condi¢c8es seguintes: os h pri-
meiros sdo isomorfos, os m 1mediatos sio também isomor-
fos, mas n#o isomorfos dos anteriores, etc. Pondo M, =

=N+ ...+ Ns, H(._”m”z:.*.ul_l oo FNuratmyeens-
znzuu_'zm#w...lﬁuzﬁ.

aparece o anel R com o aspecto

R=ZzRij, (Rij=E:RE;, M;i=ME;).
i

Vamos ver que é R;;=(0), se #+j. Uma homomorfia

M;:~M,; leva de M; a M;SM;. Como M é completa-
mente redutivel, tem-se

M;=Mi+...+M,~M:/N,
M;=N+Mi+...-+M;, Mi/N=M:+...+M;,
onde os M"” e M’ sio simples. Conclui-se

Mi+...+M,~Mi4...+ M .

Este resultado s6 pode subsistit se os dois membros

forem nulos. Portanto, § M; ~ M; = (0), como se afirmou.
O anel R reduz-se a

R=zR:i;, (Riu=E;RE:).

Asgim, tendo em conta que R,; é isomorfo do anel dos
endomorfismos de M;, pode enunciar-ge o

TEOREMA 35: — O anel R dos endomorfismos dum mé-
dulo M completamente redutivel é uma soma de anéis com-
pletos de matrizes que se anulam mituamente. O nimero de

—
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pareelas é o nimero de sistemas de sub-modulos isomorfos em
que se decompoe M, pressuposto que em cada sistema figuram
fodos os sub-mddulos isomorfos, e os graus das diferentes
matrizes sao dados pelos nimeros de sub-médulos de cada
sislema. Finalmente, os elementos das matrizes dum anel
parcela pertencem a corpos isomorfos dos corpos endomirficos
de cada sub-mdodulo simples a que corresponde a referida
parcela. Mais simplesmente: R ¢ um anel semi-simples.

Seja M nm mddulo que verifica a condigio de cadeia
descendente e tal que o radical V do seu anel de endomor-
fismos é nulo. Um tal médulo serid designado abreviada-
mente por mddulo semi-simples, se a cada sub-médulo sim-
ples P corresponder um ideal p+(0). Vamos demonstrar
0 seguinte

TEOREMA 36: — Um médulo semi-simples M é completa-
mente redulivel.

_Tomemos, em M, um sub-médulo minimo M, % (0).
O ideal m, n#io pode ser nilideal, pois que, se o fosse, seria
nilpotente e de expoente 2, isto é, seria m;=1(0) e haveria
radical V £ (0). Pelo facto de M, ser sub-médulo regular
minimo, hd, em My, imagem homorfa de M definida por
um idempotente £,. Supondo, assim, M E; S M, ter-se-4

g.ﬁu”zum .
,2”2@H+ZA§|®~V”2~+ZR

Para cada m'e M’ vale m'E;=0. Vamos supor
M’4(0). Se M’ nsio é simples, procuremos um sub-mé-
dulo de M’ que seja minimo. Esse sub-médulo. M ;-6 sim-
ples. Pondo M, =M E,,

M=ME;+M(u—E))=M;+M",
vé-se que M E, E; = (0), pelo facto de ser M E,SM’.
Para os elementos de M vale m” E;—=0. Em parti-
cular é _ ,
M'=ME,+M"nM'=ME;+N;,
de modo que

"M=ME;+ME,+Nj.
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Se N1+ (0) n#o ¢é simples, 0 processo continua. Obtém-se
z — z .Nw-m I_I z rer )

com M E; E;=M E;3 E,=(0), pelo facto de ser M E;S N,
um sub-médulo contido em M’ e M”. Em particular é

N;=ME;+N,nM"™

e, portanto,
M=ME,+ME,+ME;+N,, (N;=N;nM")

A cadeia MOM'ON;ONy>. . é finita, de sorte
que se chega a uma relacio N,_=ME, +N,_1,
com N+»—1=(0), e, consequentemente, a uma decompo-
si¢édo

M=ME,+ME;+... +tME,,

em sub-mddulos simples. O teorema estd provado. Facil-
mente se vé que, para cada me M, tem lngar a igualdade
m=mE +...+mE,, desorteque bu=E;-}...+E
uma decomposi¢do de % em idempotentes ortogonais.

Estabelecido o teorema anterior, o inverso é imediato.
Portanto:

TEOREMA 37: — B condigiio necessdria e suficiente, para
que um médulo seja completamente redutivel, que seja semi-
-stmples. .




