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O texto deste Compéndio foi utilizado no &mbito de uma expe-
riéncia de modernizagdo do ensino da matemética em Portugal, diri-
gida pelo Prof. Sebastido e Silva e realizada pelo Ministério da
Educagdo Nacional em colaboragdo com a O.C.D.E. (Projecto
Especial STP-4/SP). Nesta experiéncia estiveram envolvidos alunos
dos antigos 6.° e 7.° anos do ensino liceal (idades entre 15 e 17
anos).

Nos termos do acordo estabelecido entre a O.C.D.E. e Portu-
gal é proibida a reproducgéo total ou parcial deste texto por ter-
ceiros.



NOTA PREVIA

O 2.° volume do texto-piloto contém, ainda mais do que o 1.°
e 0 3.°, matérias que ndo sdo de modo algum obrigatérias nos cursos-
-pilotos e que aparecem devidamente assinaladas com asteriscos ou
notas ao fundo da pégina. A inclusdo dessas matérias foi determinada
pelas seguintes consideragdes:

1.2 Ao professor interessa adquirir conhecimentos para além dos
que precisa de ministrar, a fim de que possa ter ideias mais precisas
sobre as finalidades do seu ensino.

2.° A indicagdo de bibliografia para a aquisicdo de tais
conhecimentos ndo basta. Ao professor convém um texto orgéanico,
onde as novas nogdes aparegam devidamente concatenadas e que lhe
permita economizar aquilo de que tanto carece: tempo.

3. H4 que estimular ao méaximo os alunos talentosos, facul-
tando-lhes a leitura facil de certos assuntos para além do programa.
(Num importante projecto internacional para melhoria do ensino
matematico nos paises arabes, propée-se um ensino matematico
especial para os alunos excepcionalmente dotados e ainda o recurso
a competicOes para os seleccionar e orientar, 8 semelhanga do que se
faz noutros paises.)
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4.° Os alunos que forem frequentar as cadeiras de Mateméticas
Gerais e Algebra Linear, em Faculdades de Ciéncias ou Institutos
Superiores, ficardo a possuir, nos textos-pilotos, elementos de infor-
magao e esclarecimento, que lhes permitirdo superar mais facilmente
o fosso que se tem vindo a cavar entre ensino liceal e ensino univer-
sitario, quer em conteudo cientifico, quer em forma de ensino.



ADVERTENCIA

O texto-piloto para o 7.° ano compde-se de 2 volumes, dos
quais este é o primeiro —embora seja o segundo em relagdo ao
do 6.° ano. A divisdo do Compéndio do 7.° ano em dois volumes
tornou-se necesséria por imposi¢ées da prépria experiéncia, que nao
permitiu, desde logo, chegar a uma redacgdo definitiva. Hao-de
notar-se por isso algumas pequenas repetigées, para as quais se
chama oportunamente a aten¢do do leitor.

Esta diviséo tem no entanto vantagens, porquanto a fndole
diferente dos assuntos — mais acentuadamente de andlise infinite-
simal neste volume e mais acentuadamente de dlgebra e geometria
no seguinte —torna aconselhdvel que tais assuntos sejam tratados,
tanto quanto possivel, em paralelo e ndao em série (no regime de
bifurcacdo j& adoptado no 6.° ano), a fim de se obter o melhor
aproveitamento possivel.

Alids, no Guia para a Utilizagao do Compéndio de Matemética
(1. volume) do texto-piloto do 6. ano j4 foi salientado que a
ordem lbégica na apresentagdo dos assuntos ndao €, muitas vezes, a
mais aconselhdvel do ponto de vista didactico. Devemos, pelo contra-
rio, procurar seguir um caminho em ziguezague, de tentativa e erro,
por aproximagdes sucessivas, semelhante ao da investigagdo. Numa
palavra, convém seguir, tanto quanto possfvel, 0 método heuristico.

O assunto com que abre este volume — CALCULO NUMERICO
APROXIMADO, em intima ligagdo com a TEORIA DOS LIMITES e
como base heurlstica para a introdugdo ao CALCULO DIFERENCIAL —
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além da importancia capital que esta a assumir na Sociedade Moderna,
com o rapidissimo desenvolvimento da Automac¢dao é, pela sua
prépria esséncia, uma concretizagao tipica do método de tentativa e
erro, e dos processos de aproximagdes sucessivas, que caracterizam
afinal todo o esforco de adaptagao do homem ao mundo em que vive,
procurando compreendé-lo cada vez melhor, para depois tentar trans-
forméa-lo a seu favor (as exploragées espaciais ilustram bem o que
se acaba de dizer).

Nesta ordem de ideias, € no fim e ndao no principio que deverao
aparecer, em forma explicita, os fundamentos da aritmética e da
anélise, com a formulagao das respectivas axiomaticas. Assim estaremos
a seguir o método analftico, caracteristico da investiga¢ao, em vez do
método sintético, de que se faz uso e abuso na exposi¢cdao de tipo
tradicional.

Convém ter presente que, tal como no texto-piloto do 6.° ano,
uma boa parte das matérias aqui expostas nao é obrigatéria, desti-
nando-se, em principio, a elucidacao dos professores e, eventualmente,
a satisfazer a curiosidade dos alunos mais interessados. Nao sé por
isto, mas também porque os assuntos s3o tratados com grande
generosidade em exemplos e em consideragdes de ordem geral e
humana, os textos atingem um numero elevado de paginas, o que
seria injusto e demasiado simplista tomar como base de uma critica
sobre a extensao de programa.

Deve ainda salientar-se que, embora enquadrada nas recomen-
dagbes gerais da O.C.D.E. para modernizagdo do ensino da mate-
mética, a concepg¢do destes textos é quase cem por cento original,
como se pode verificar, confrontando-os com livros congéneres estran-
geiros.

Aproveitamos esta oportunidade para deixar aqui expressos 0s
nossos vivos agradecimentos ao Laboratério Nacional de Engenharia
Civil, pela amével colaboragdo que se dignou prestar-nos através
da sua Divisdo de Mecéanica Aplicada.
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CAPITULO |

INTRODUCAO AO CALCULO DIFERENCIAL

§ 1. CALCULO NUMERICO APROXIMADO

1. Consideracoes prévias intuitivas. J4 vdérias vezes tem
sido observado ao aluno que, em matematica aplicada, o conceito de
‘verdadeiro’ da légica bivalente cede o lugar, inevitavelmente, ao
conceito de ‘aproximadamente verdadeiro’ e ao de ‘provavelmente
verdadeiro’, que j& ndo se subordinam ao esquema légico do ‘ser
ou nao ser, porque neles subsiste sempre, em dGltima anélise, uma
componente subjectiva. Quando digo ‘esta mesa tem 2 metros de
comprimento’, ndo pretendo afirmar uma proposi¢dao verdadeira, mas
apenas referir um facto que eu considero aproximadamente verda-
deiro. Alids, ninguém pode ter a pretensao de afirmar que certo objecto
material tem exactamente 2 metros de comprimento, porque tal
afirmacéo seria desprovida de sentido. E o que se diz para compri-
mentos, aplica-se a areas, volumes, tempos, massas, forgas, tempe-
raturas, etc., sempre que se trata de indicar resultados de medicées.

Mas qual o critério que permite distinguir uma proposi¢cao
aproximadamente verdadeira de outra que o nao é?

E claro que, tal como em questées concretas de probabilidades
@ estatistica, ndo existe nenhum critério inteiramente objectivo para
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esse efeito: a distingdo é sempre mais ou menos subjectiva e varidvel,
isto 6, depende do sujeito que julga, bem como das circunstincias
e dos fins em vista.

Quando se diz por exemplo que a distadncia de Lisboa ao Porto,
por estrada, é de cerca de 330 km, di-se uma indicagdo util, com
aproximacao suficiente, para fins de transporte em veiculo automével.
Mas se, em vez disso, dissermos que tal distdncia é de cerca de
500 km, j& cometemos um erro grosseiro.

Para certos fins, um erro de 1 km é insignificante. Para outros,
um erro de 1 mm é enorme. As recentes exploragdes espaciais for-
necem exemplos de ambos os casos; mas ndo é preciso recorrer a
tais exemplos, porque, a cada passo, nos encontramos perante
situagdes semelhantes. Assim, por exemplo, pode ser importante o
erro de alguns centimetros no comprimento de uma casa a construir;
mas o mesmo erro deixard de ter significado na medigdo da altura
de uma é&rvore, e ninguém, dotado de bom senso, se lembraria de
exigir a medida da altura de uma &rvore aproximada até aos mili-
metros. O erro de um decigrama, que ndo tem a minima importancia
na pesagem de uma porgdo de manteiga, pode ser fatal na confecgédo
de um produto farmacéutico. A temperatura de um doente costuma
ser avaliada até aos décimos de grau centigrado; mas uma tal
aproximagado ja é desnecessdria para indicar a temperatura ambiente
num dado lugar.

O erro de um décimo na classificacdo de um aluno ndo tem
geralmente importancia. Mas o erro de um valor pode ser decisivo.
E é preciso ndo esquecer o /carécter subjectivo de tais avaliagbes:
verificam-se as vezes difareq/t;as de um ou mais valores, em provas
classificadas por professores igualmente cuidadosos e justos.

Indmeros outros exemplos poderiam ser aqui apresentados.

Alids, um problema anélogo se levanta, ainda antes desse, na
distingdo entre ‘ndmeros grandes’ e ‘numeros pequenos’. Que quer
dizer ‘nimero grande’ e ‘niimero pequeno’? E claro que ndo existe
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definicdo matemética de tais termos: um mesmo nGmero pode ser
considerado ‘grande’ ou ‘pequeno’, conforme as pessoas e as cir-
cunstancias. Se ouvirmos dizer que, num desafio de futebol, o resul-
tado foi de 15 a 0, ndao hesitaremos em afirmar que o nimero 15
(de golos) é muito grande. Mas, se nos disserem que o ndmero de alu-
nos de uma turma é 15, j& achamos que esse nimero é pequeno.
E pode ser que, dentro de alguns anos, o0 mesmo nimero de alunos
de uma turma j& ndo venha a ser considerado pequeno. Mas, note-se:
em qualquer dos casos, dizer que um nimero néo é pequeno nao equi-
vale a dizer que esse nimero & grande, uma vez que a distingdo
entre os dois atributos ‘grande’ e ‘pequeno’ ndo é geralmente
rigida. Na verdade, diz-se muitas vezes, a respeito de um ndGmero
ou de uma grandeza: ‘nédo é grande, mas também ndo é pequeno’.

O mesmo se verifica, dum modo geral, com a maior parte dos
julzos que formulamos a cada momento. Quando afirmamos, a res-
peito dum aluno, ‘é inteligente’ ou ‘é aplicado’, torna-se evidente o
caracter subjectivo (e relativo) de tais afirmagdes: pode haver pessoas
que tenham opinido contréria e pessoas que ndo tenham essa opi-
nido nem a contréria, mas apenas opinido dubitativa. O mesmo quando
dizemos ‘faz calor’, ‘esta sala 6 quadrada’, etc., etc. Assim, na vida
corrente, 0 principio do terceiro excluido deixa de ser vélido: além
dos valores ‘verdadeiro’ e ‘falso’, aparecem-nos os valores ‘duvidoso’,
‘provavelmente verdadeiro’, ‘aproximadamente verdadeiro’, etc.

As consideragGes anteriores suscitam, desde logo, uma dtvida:

Como é possivel fundar uma teoria matemética de valores apro-
ximados — ou seja, uma teoria rigorosa de coisas ndo rigorosas?

O leigo pensa, consciente ou inconscientemente, que tal ndo é
possivel e, por isso, ao ouvir falar de ‘célculo numérico aproximado’
(ou de ‘processos de célculo aproximado®), julga estar em presenca
de matemaética pouco rigorosa, que é como quem diz, de matemética
degenerada. Ora isto, sim, 6 um erro grosseiro, que convém desde
logo contrariar.
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Assim como o célculo das probabilidades ¢ uma teoria matema-
ticamente certa de coisas incertas, assim também o célculo numé-
rico aproximado é uma teoria matematicamente exacta de coisas
inexactas.

Afinal, toda a matemética aplicada — a comegar pela geometria,
aplicada a fisica e & técnica — assenta, necessariamente, numa teoria
rigorosa de coisas que, na préatica, ndo sao rigorosas.

Alids, como teremos ocasidgo de ver, é o estudo dos valores
aproximados que conduz naturalmente a teoria dos limites, base de
toda a ANALISE INFINITESIMAL, que, tal como a aritmética dos
nimeros naturais, pode ser desenvolvida com rigor l6gico impecavel,
a partir de um sistema de axiomas. O célculo numérico aproximado
que vamos estudar contém j4, sob forma embriondria, o CALCULO
DIFERENCIAL que, juntamente com o CALCULO INTEGRAL, cons-
titui o CALCULO (ou ANALISE) INFINITESIMAL.

Aqui vemos, pois, mais um exemplo tipico de interac¢ado fecunda
entre a teoria e a prética. O que torna muitas vezes dificil aos alunos
a compreensdo da teoria dos limites é, em grande parte, a separagao
artificial que se estabelece entre os dois termos do par teoria-prética,
Ou seja entre matematica pura e matemética aplicada.

Aliés, o célculo numérico aproximado estd a assumir importancia
cada vez maior nos tempos actuais, com o desenvolvimento dos com-
putadores electrénicos e suas aplicagdes a vida das sociedades
modernas, as investigagdes espaciais, etc., tendo conduzido a criagao
de um novo ramo da matemética: a ANALISE NUMERICA.

2. Erro de um valol'r aproximado. Vimos que é impossivel
definir matematicamente ‘valor aproximado’, assim como é impossivel
definir ‘nimero grande’ ou ‘ntimero pequeno’. No entanto, j4 é poss/-
vel definir matematicamente ‘erro de um valor aproximado’.

Por exemplo, se considerarmos o niimero 3,16 como valor apro-
ximado de =, podemos afirmar ‘0 erro desse valor aproximado de =
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é inferior a 0,02 — 0 que é uma proposi¢cédo verdadeira (e ndao apenas
aproximadamente verdadeira). Analogamente, é verdadeira a propo-
si¢ao:

‘Se tomarmos o numero 3,141 como valor aproximado de =,
cometemos um erro inferior a 0,001".

Porém, agora, trata-se de um erro por defeito (quer dizer
3,141 < =), enquanto no exemplo anterior o erro é por excesso (quer
dizer = < 3,16).

Assim, finalmente, podemos chegar a uma definigdo matemati-
camente rigorosa de ‘erro de um valor aproximado’:

DEFINICAO 1. Seja x um nGmero real qualquer e 3 um nimero
positivo (isto é, > 0). Chama-se valor aproximado de x com erro
inferior a 8 todo o nimero real x, tal que

|x; —x|<?d

Convém recordar aqui (com exemplos) que o mdédulo de um
numero real u, que se representa por |ul, é igual a u, se u >0, e
é igual a —u se u< 0. Portanto, escrever [x, — x|< 3 equivale
a escrever

X, —x<3d , se x,—-x>0

X-Xx,<8 , se x,-x<0
Daqui resulta:

X;<X+39d se Xy 2 X

X¢>x-29 se Xy <X

15
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e, portanto, como é facil de ver,

(1) [X; =X|<d <> x-8<x,<Xx+39

Jé sabemos que o conjunto dos valores de x, que verificam
esta condigdo é |x—3, x+ 3[. Este intervalo é chamado a viz/-
nhanca (3) de x.

Assim, por definigdo:

A vizinhanca (3) de x é o conjunto de todos os valores apro-
ximados de x com erro inferior a 3.

Note-se que, na definigdo anterior, ndo se define o significado
da expressdo com duas varidveis:

X, € valor aproximado de Xx,
mas sim o da expressdo com frés variaveis:
X, é valor aproximado de x com erro inferior a 3.

Define-se portanto, aqui, uma relagéo ternaria e nao uma relagdo
binéria. Convém notar que se apresenta uma situagdo anéaloga com
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o atributo ‘grande’, aplicado a nimeros. Na verdade, ndo se define
em matematica a propriedade absoluta:

x é grande (no universo |R).
mas sim a propriedade relativa:
X é maior que v,
ou, mais precisamente, a relacdo bindria >. (Como se tem visto, é

substituindo o absoluto pelo relativo que se consegue, em geral,
maior rigor légico em ciéncia.)

CONVENGAO:

Em vez de 'valor aproximado de x com erro inferior a 3', também
se diz, para brevidade de linguagem:

valor aproximado de x a menos de 8

A definicdo 1 é completada com a seguinte:

DEFINICAO 2. Chama-se erro de x, como valor aproximado
de x (ou erro de x, em relagdo a x) precisamente |x, — x|. Diz-se
que o erro de x, é por excesso ou por defeito, conforme x, > X
ou x, < x ().

(') Neste Compéndio adoptdmos a defini¢cdo de "erro de valor aproximado’
como ‘mdédulo do desvio desse valor’. No entanto, os alunos devem ser preveni-
dos de que, muitas vezes, se chama ‘erro’ precisamente aquilo a que chamamos
aqui ‘desvio’.

17
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Assim, como se vé, qualquer nimero real x, pode ser conside-
rado como valor aproximado de x, em matemética pura, pois o que
se define apenas é o grau de aproximacédo, indicado pelo nimero 3.

Convém ainda fazer uma distingdo entre ‘erro’ e ‘desvio’, que
serd muito Util, como veremos:

DEFINICAO 3. Chama-se desvio de X, em relagdo ao numero x
a diferengca x, — x.

Assim, o desvio de x, em relacdo a x serd um ndmero posi-
tivo, negativo ou nulo, ao contrério do erro de X, em relagédo a x,
que é sempre superior ou igual a zero — por ser precisamente o
médulo do desvio.

Quando estiver subentendido o valor x, de que se trata, desig-
naremos pelo simbolo Ax o desvio de x, em relagdo a x, isto §é,

poremos:

Mas, basta comparar os dois membros para se ver que a notagao
Ax é incompleta, se nédo estiver subentendido o valor aproximado x,

a que se refere o desvio.
Como sinénimo de ‘desvio’, hdo-de aparecer-nos, depois, os ter-
mos ‘variagao’ e ‘acréscimo’, quando se tratar de fungoes.

NOTAS:

I. Na férmula (1) podemos trocar os papéis de x e x,, apli-
cando o principio de substituicdo de varidveis aparentes. Assim:

X, = x|<3 < Xx,-3<x<X,+3

18
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isto é: x, é valor aproximado de x a menos de 9, sse x pertence ao
intervalo |x, -8, x, +3[.

Il. Na préatica, os nimeros reais sdao medidas de grandezas.
Assim, o que se diz quanto a erros e desvios para nimeros, aplica-se
mutatis mutandis a grandezas, expressas pelas réspectivas medidas,
em relacao a uma unidade.

EXERCICIOS —I. Indique os desvios e os erros dos nimeros
-1 0 2 3 21. 23, 234, 2339

em relagdo a 2,34.

Il. Indique diversos valores aproximados de V3 a menos de
0,02 por excesso e por defeito.

lll. Sabendo que 4,73 é valor aproximado dum nimero « a
menos de 0,05, indique:

a) Uma vizinhanga de «, tdo pequena quanto possivel, a que
pertenga o numero 4,73(1).

b) Dois nimeros tdo préximos quanto possivel, entre 0s quais
esteja «.

D& nova resposta & segunda alinea sabendo que: 1) 4,73 é
valor aproximado de « por defeito; 2) 4,73 é valor aproximado
de « por excesso.

(') O intervalo ]a—0,05; « + 0,05].
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IV. Sendo « um numero real qualquer e 8 um némero positivo,
identifique: a) o conjunto dos valores aproximados de « por defeito
a menos de 3; b) o conjunto dos valores aproximados de « por
excesso a menos de 3; ¢) a reunido dos dois conjuntos.

V. Sabe-se que a massa de um corpo é de 5,328 kg, com erro
inferior a 3 g. Entre que limites estd compreendida a massa do corpo?

VI. a) Sabendo que 4,37 é valor aproximado dum nimero «
a menos de 0,02, indique um valor aproximado de «, por defeito, a
menos de 0,04, e um valor aproximado de «, por excesso, a menos
de 0,04. '

b) Sabendo que a é valor aproximado de « a menos de 3, indi-
que um valor aproximado de « por defeito e outro por excesso, a
menos de 2 3. Enuncie o teorema contido na resposta.

Vil. Sabendo que 0,27 é valor aproximado de «, por defeito,
a menos de 0,05, indique um valor aproximado de o« a menos
de 0,03.

3. Algarismos exactos dum valor aproximado. Suponha-
mos, por exemplo, que 3,6835 é valor aproximado dum nimero «
com erro inferior a 0,002. Entdo é facil ver que

3,6815 < « < 3,5855

Por conseguinte,~até ao algarismo das centésimas, a dizima
que representa « sO pode ser 3,68. Diremos, por isso, que o niimero
3,6835 & valor aproximado de o com trés algarismos exactos.

20
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Analogamente, suponhamos que 4 853 420 é valor aproximado
dum ndmero 3 com erro inferior a 4 000. Temos entdo

4849420 < B < 4857420

e vemos que o numero 4 853420 é valor aproximado de 3 com
dois algarismos exactos. Também podemos escrever:

B ~ 4,863 x 106 (com erro inferior a 5000)

Ainda neste caso, diremos, por exemplo, que 0,04853 é valor
aproximado de 8 X 10-8 com dois algarismos exactos. Dum modo
geral:

Com algarismos exactos s6 contam algarismos significativos,
isto é, algarismos que nao sejam zeros a esquerda (precisamente
aqueles que intervém na determinacdao da mantissa do logaritmo ou
na utilizagdo da régua de cléculo) ().

4. Majoragio do erro de uma soma. Sejam x, y dois
numeros reais e tomemos dois ntmeros x ,;+ Y, como valores apro-
ximados de x e de y, respectivamente.

(1) Os computadores mais rapidos tém sistema de virgula flutuante, isto é,
déo por um lado os algarismos significativos e, por outro lado, um nimero inteiro
igual & caracteristica do logaritmo.

21
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Ora
(1) (x1+y,) = (x+y) = (x;=x) + (y,-Yy)

O primeiro membro de (1) é o desvio de x, + y, em relagdo a
X +y. Por sua vez x, — x é o desvio de x;, em relagdao a x e Y,-Y
o desvio de y , em relagédo a y. Assim, a férmula (1) pode exprimir-se
abreviadamente, dizendo:

O desvio da soma é igual a soma dos desvios das parcelas.

Ou ainda, simbolicamente:

(2) A(x+y) = Ax + Ay

pondo A(x+y) = (xq+y,) = (x+Yy), Ax = x4 -x Ay=y_ -y

Daqui e da propriedade do médulo da soma deduz-se:

(3) IA(x+y)|< |Ax|+|Ay|

Como o erro é o médulo do desvio, esta férmula pode exprimir-se
abreviadamente dizendo:

O erro da soma é sempre inferior ou igual a soma dos erros das
parcelas.
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Convém, ainda, notar o seguinte:
A férmula (3) pode ser substituida pela igualdade
|[A(u+vVv)|=|Au|+|Av|

se e sO se os erros das parcelas sao ambos por excesso ou ambos por
defeito (neste caso o erro da soma serd também por excesso ou por
defeito, respectivamente).

Estes resultados estendem-se, mutatis mutandis, a mais de duas
parcelas.

Chama-se majorante (ou maiorante) dum ndmero «, qualquer
nimero o' > o. Majorar um numero « é achar um majorante de «.
Assim, a férmula (3) pode ser chamada FORMULA DE MAJORACAO
DO ERRO DA SOMA.

Analogamente, chama-se minorante dum niGmero «, qualquer
nimero «' < .

EXEMPLOS:

. Sabe-se que 3,14 é valor aproximado de =, por defeito, a me-
nos de 0,01, e que 1,41 é valor aproximado de V2, por defeito, a
menos de 0,01. Logo, o nimero 3,14 + 1,41 = 4,55 é valor aproxi-
mado de = + V2, por defeito a menos de 0,02.

Il. Sabe-se que 0,528, 3,032 e 4,530 sdo valores aproximados
de trés nimeros «, B, v, a menos de 0,002, 0,003, 0,005, respecti-
vamente. Logo, o nimero 0,528 + 3,032 + 4,530 é valor aproximado
de « + 3 + v a menos de 0,01.
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5. Célculo aproximado de uma soma com erro inferior
a um nuamero dado. Nos problemas do ntimero anterior sdo
dados valores aproximados x,, y,, ..., de nimeros x, y, ..., com
erros inferiores a niimeros positivos também dados, e procura-se um
majorante do erro da soma X, +Y, +.... Consideremos, agora, o
problema inverso (em primeiro lugar com duas parcelas):

Sejam x, y numeros reais. Dado um numero positivo 8, achar

valores aproximados x,, y, de x e y tais que X, +Yy, seja um valor
aproximado de x +y com erro inferior a 3.

Ponhamos, como anteriormente:

X =X=Ax , y;-y=4y , (X;+yy)—-(x+y)=A(x+Yy)
Trata-se, pois, de achar um numero ¢ tal que, sendo
|Ax|<e e |Ay|<e se tenha |A(x+y)|<3d Ora

[A(x+y) |<|Ax|+|Ay|
Entdo, se for |Ax|<ec e |Ay|<e¢, vira:
|A(x+y)|<2¢

Portanto, para se ter | A (x +y) | <3, basta que seja 2 =3,
isto 6, £ = /2. Em resumo:

TEOREMA. Para calcular a soma de dois numeros com erro
inferior a 8, basta tomar valores aproximados desses numeros com
erro inferior a € = 8/2.
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Assim, podemos afirmar o seguinte:
V3>0 Fe>0: | Ax|<eA|Ay|<e=|A(x+y)|<?
O teorema anterior estende-se, evidentemente, a somas com mais
de duas parcelas: basta substituir 2 por n, sendo n o numero de
parcelas.

EXERCICIOS:

I. Calcular =+ V2 a menos de 0,001 (por defeito).
tl. Calcular

o B
n+V2+V3+§

com erro inferior a 0,05, por excesso.

6. Erro do valor simétrico e erro do valor absoluto.
E f4cil reconhecer o seguinte:

TEOREMA 1. Se x, é valor aproximado de x a menos de 3,
também -x, é valor aproximado de —x a menos de 8, e recipro-

camente.

Com efeito, este teorema é traduzido pela seguinte expressao
simbdlica:

X=8<Xy<IX+8<> =x=38< X, <—-X+9

cuja dedugéo é imediata (justifique).
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Ao mesmo tempo, vé-se que:

Se x. é valor aproximado de x por defeito, — x, é valor
aproximado de — x por excesso (e vice-versa).

Com efeito:

X1 < X=>—=X4>—=X ; X1>X:>-X1<—X

Por outro lado:

TEOREMA 2. Se x. é valor aproximado de x a menos de 3,
também | x, | é valor aproximado de | x| a menos de 9.

Demonstracéao:

Suponhamos que xi é valor aproximado de x a menos de 3.

Quer isto dizer que

(1) |X1—X|<8

Ora, segundo as regras de adigao e subtrac¢do de numeros reais,
o médulo da diferenca de dois nlimeros nunca pode ser inferior a
diferenca dos mdédulos desses nimeros. Por exemplo:

|18=(=8) | =8> |8|=|(=3] |

[(=S)={=B) | =2=]{~8) [~ ]|L=3)]

Em resumo: o mddulo da diferenga de dois numeros é sempre
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superior ou igual ao mddulo da diferenca dos mddulos desses
numeros. Temos, pois,

x4 =x12|Ixi|=IxI| ., ¥Vxx€lR,
donde, atendendo a (1):
[1x1 1= Ix]|<8

Mas isto quer dizer, precisamente, que | x; | é valor aproximado
de | x | @ menos de 3.

EXEMPLO. Suponhamos que — 0,04 é valor aproximado dum
nimero « a menos de 0,05. Entdo, segundo o teorema 1, 0,04 é
valor aproximado de — « a menos de 0,05, isto é, tem-se:

-001<-a<0,9.

Ao mesmo tempo, aplicando o teorema 2, podemos afirmar
que 0,04 é valor aproximado de | « | a menos de 0,05. Mas ndo temos
elementos para poder afirmar que « é positivo, que é negativo ou
que é nulo. Porqué?

7. Majoragédo do erro de uma diferenca. Visto que a dife-
renga x —y de dois nimeros x,y é igual a x+ ( —y) a majora-
¢8o do erro da diferenga reduz-se &3 da soma de x com —y. Em
particular:

Se x, é valor aproximado de x por defeito e y, é valor apro-
ximado de y por excesso, entio x. -y, & valor aproximado de
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X —-y por defeito (e vice-versa, trocando as palavras ‘defeito’ e
‘excesso’). Por exemplo, sabemos que 1,414 é valor aproximado de

V2 por defeito a menos de 0,001 e que 3,142 é valor aproximado de
7, por excesso, a menos de 0,001. Entdo, o ndimero

1,414 - 3,142 = - 1,628

serdA um valor aproximado de V2 -, por defeito, a menos de
0,002.

Suponhamos agora que 4,38 e 1,59 sdo valores aproximados,
ambos por defeito, de dois nimeros « e 3, respectivamente, a menos
de uma centésima. Entdo, o nimero

4,38 - 1,59 = 2,79

é valor aproximado de « — 3 a menos de 0,01, mas nao sabemos se
por excesso se por defeito.

8. Majoracao do erro de um produto. Sejam x,, y, valo-
res aproximados de dois nilmeros reais x, y, respectivamente, e
ponhamos, como anteriormente, x; — x = Ax, y, —y = Ay. Entdo:

(1) Xi=X+Ax , yi=y+ Ay
donde

X1y, = Xy + x Ay + yAx + AxAy
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ou seja

(2) X1Y1 — Xy = XAy + yAx + AxAy

Ora podemos p6r, segundo a notagao anterior:

X1yY1 — Xy = A (xy) (desvio de x,y, em relagdo a xy)

Entdo (2) pode escrever-se:

(3) A(xy) = xAy + yAx + AxAy

Esta férmula é a importante FORMULA DO DESVIO DO PRO-
DUTO, cuja interpretagdo geométrica intuitiva se encontra na figura
que a seguir se apresenta no caso em que Ax>0 e Ay> 0.

Ay xAy Ax Ay
Y Xy yAXx
X Ax

A figura fala por si e o aluno deve relaciona-la com as férmulas
anteriores sem auxilio alheio.
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De (3) deduz-se, por exemplo:

A (xy) = xAy + (y + Ay) Ax

ou seja, atendendo a (1):

(4) A(xy) = xAy + y1Ax

Daqui vem, por sua vez:

(5) |A(xy) < |x|[Ay |+ ]|y, ||Ax]| (fustifique)

Seja, agora, X um majorante de |x| e y um majorante de |y, |,
isto &: x>1[x| , y>1y,|(").

Entdo de (5) vird, pela monotonia da adigdo e da multiplicagédo
em [R:

(6) |A(xy) [S X|Ay|+y]|Ax]|

Esta 6 pois, uma FORMULA DE MAJORAGCAO DO ERRO DO
PRODUTO.

(1) E claro que nada impede de trocar aqui os papéis de x e y, visto
que a multiplicagdo é comutativa. O simbolo X 18-se “x circunflexo’ ou ‘x cha-
péu’. O mesmo para ¥, etc.
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EXEMPLO. Suponhamos que 4,538 e 0,5327 sao valores apro-

ximados de dois ntimeros x e y, respectivamente, a menos de 0,001
e de 0,0001. Neste caso, tem-se:

|x|=x<4539 , |y,|=y, =05327

e assim podemos tomar, por exemplo:

>
il
(&)
<>
il
o—

Como | Ay | = 0,0001 e | Ax | = 0,001, vir4, aplicando (6):

| A (xy) |< 5 x 0,0001 + 0,001 =0,0015

Por conseguinte o produto

4,538 x 0,56327 = 2,4173926

é um valor aproximado de xy a menos de 0,0015.

Suponhamos, agora, que os nimeros 4,538 e 0,56327 sdo valores
aproximados de x e y por defeito (com erros inferiores a 0,001 e
0,0001, respectivamente). Entdo, o produto desses nimeros é valor
aproximado de xy, por defeito a menos de 0,0015, isto é:

2,4173926 < xy < 2,4188926

Ficam, portanto, determinados apenas trés algarismos exactos
de xy:

xy = 241...
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Mas, é claro que 2,417 é ainda um melhor valor aproximado de xy
(a menos de 0,002, por defeito). Os restantes algarismos decimais
é que j& nao interessam ().

NOTAS IMPORTANTES:

I. Para obter o produto de dois nimeros com n algarismos
exactos (incluindo a parte inteira, se esta ndo é nula) é necessério
geralmente conhecer os factores com n + 1 algarismos exactos.
Assim, no exemplo anterior, os factores sdo dados com 4 algarismos
exactos e o produto é obtido com 3 algarismos exactos: perdeu-se,
portanto, um algarismo exacto. Mas algumas vezes perde-se mais
de um algarismo exacto; outras vezes, pelo contrdrio, ndo se perde
nenhum.

II. No caso em que x = x4, é claro que a férmula (3) do
desvio do produto se reduz a seguinte:

A (xy) = xAy,

sendo, neste caso, mais facil a majoracdo do erro do produto. Ana-
logamente se y=y,.

Il. Ainda a respeito da férmula (3), que dé& o desvio de um pro-
duto, convém notar o seguinte:

Quando os erros | Ax | e | Ay | sdo bastante pequenos, 0 termo
AxAy da férmula (3) é muito pequeno em relagao aos dois primeiros

(') O aluno poderé resolver outros exercicios deste tipo; mas convém esco-
lher nimeros com menos algarismos, para evitar célculos demasiado laboriosos.
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e pode, entdo, ser desprezado na prética. Assim, em vez de (3),
podemos escrever:

(3 A(xy) xxAy+yAx

Esta 6 a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DO PRODUTO,
que, nas referidas circunstancias, pode substituir a férmula exacta (3).
Veremos depois como, no CALCULO DIFERENCIAL, a férmula (3)
ge torna exacta, substituindo o conceito de ‘desvio’ pelo de ‘diferen-
cial’ (ou pelo de ‘derivada’).

9. Célculo aproximado de um produto com erro inferior
a um nimero dado. Consideremos, agora, o problema inverso
do que foi estudado no nimero anterior:

Dado arbitrariamente um numero 8 > 0, achar valores aproxima-
dos x4, Yy, de dois numeros X, y, de tal modo que o produto XY,
seja valor aproximado do produto xy com erro inferior a 3.

Sejam x; e y, valores aproximados de x e y (respectivamente),
com erro inferior a um nimero ¢ a determinar. Continuemos a repre-
sentar por A(xy) o desvio x,y, — xy. O que se pretende, precisamente,
é determinar = de modo que seja:

| A (xy) <3
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Para isso, tomemos um ndmero X > | x| € um nimero y> |y |.

Entdo, se obrigarmos ¢ a verificar a condigé@o

(1) e<y— |yl
tem-se:
(2) lyl+e<y
I\}/I Ivlte v
: : !

Ora, sendo y,, valor aproximado de y a menos de ¢, também
[y¢| é valor aproximado de |y| a menos de & (ver n° 6), e

portanto (1)

lysI<lyl+e

donde, atendendo a (2):

ly. 1<y

(1) E claro que nos podiamos limitar aqui a ndmeros positivos, o que dis-
pensava a notacdo de médulo. Mas, convém-nos a hip6tese mais geral de
ndmeros reais, para poder aplicar, depois, este teorema a teoria dos limites.
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Assim, X é um majorante de | x | e y um majorante de |y, |, 0 que
nos permite aplicar a férmula do nimero anterior:

|A(xy) < X|Ax | +y|Ay|
Como, além disso, | Ax |< ¢ e | Ay | < &, viré4:
|A(xy) |[<(X+9) e

Por conseguinte, serd | A (xy) | < 3, se for

o
+y

(X+Vy) e<d ouseja &<

p <]

em que, como se disse, X > | x| e y> |y |, Além disso, € deve ainda
verificar a condigdo (1). Assim, em concluséo:

TEOREMA. Sejam x e y determinados numeros reais. Entao,
qualquer que seja 3> 0, existe pelo menos um £> 0 tal que o pro-
duto de dois valores aproximados de x e y a menos de ¢ é com
certeza, valor aproximado de Xy a menos de 3. Um tal nimero ¢ pode
ser qualquer numero positivo que verifique simultdneamente as duas
condigbes:

)
(3) e —0 , B P=|¥l,
X+ ¥

sendo X, Y numeros quaisquer tais que

x2|x|{ , 9>1yl(")

(') E claro que os papéis de x e de y podem ser trocados neste teorema.
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A primeira parte do teorema pode ser traduzida simbolicamente
pela férmula

V3>0, 3e>0: |Ax|<eAlAy|i<e=|A(xy)|<?d

Mas, é preciso ndo esquecer 0 seguinte:

Ao contrario do que sucede no caso da soma, o numero € pro-
curado depende agora ndo sé de 8, mas também dos préprios
numeros X, y, como se vé pelas férmulas (3).

EXEMPLO. Suponhamos que se pretende achar um valor apro-
ximado de m V2 com erro inferior a 0,001. Neste caso, pondo
x=m, y= V2, podemos tomar por exemplo:

x=4 , y=2
Procuraremos, agora, um nimero ¢ tal que

0,001
4+2

e< , €e<2-V2

Um ndmero que verifica a primeira condigdo é 0,0001. Ora, este
namero verifica também a segunda condigdo, visto que V2 <1,5 e
portanto 1 - V2>1-1,5=0,5. Logo, podemos tomar

e = 0,0001
isto é:

Para calcular ©V2 com erro inferior a 0,001, bastaré tomar valo-
res aproximados de © e de V2 com erro inferior a 0,0001, ou seja,
aproximados até as décimas milésimas.
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10. Majoragéo do erro de um quociente. Sejam x, e y.
valores aproximados de dois nimeros x e y, respectivamente, e supo-

nhamos que se tem y # 0 e y, # 0. Continuando a usar as notagGes
anteriores, temos:

(1) X1=X+Ax , y, =y+Ay
donde
X4 X X + Ax X
2) -— = -

Y, y y + Ay y

(xy + yAx) — (xy + xAy)
y (y+ Ay)

Pondo, agora

deduzimos de (1) e (2) a FORMULA DO DESVIO DO QUOCIENTE:

X yAx — xAy
R o g L PV
(3) 5

YY1

Daqui, por sua vez, deduz-se:

Ix{|Ay|[+]y|lAx]
lyllyql

X
‘ A—|< (Justifique)

Y
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Seja, agora, X um majorante de | x|, y um majorante de |y| e y
um ndmero positivo, tal que

y<lyl e y<|y,[(Y)
Entédo, vird (2):

x|Ay|+y|Ax|

y2

A—|<
4

(4)

. X

Esta 6 uma FORMULA DE MAJORACAO DO ERRO DO QUOCIENTE.

EXEMPLO. Suponhamos que 0,23232 e 3,1416 sdo valores
aproximados de dois nimeros x e y, a menos de 0,000 01 e 0,0001,
respectivamente. Neste caso podemos tomar, por exemplo:

=03 , y=4 , y=3

Assim:

A—|< < 0,000 008
Yy 9

‘ X 0,3 x 0,0001 + 4 x 0,00001

Suponhamos, além disso, que o primeiro valor (dividendo) é
aproximado por defeito, e que o segundo (divisor) é aproximado

(') Diz-se, neste caso, que y é um minorante positivo de |y| e |y,].
O simbolo y 18-se ‘y trago’ ou ‘y barra’.

(2) Aumentando o dividendo, o quociente aumenta; diminuindo o divisor,
0 quociente aumenta. Isto é: a << b = a/c << b/c, b >c¢ = a/b<a/c (em |R).
Justifique, aplicando principios de equivaléncia de inequagdes.
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por excesso. Entdo o quociente é aproximado por defeito e tem-se,
calculando o quociente até as milionésimas:

X
0,073949 < — < 0,073957
y

O quociente de x por y fica, pois, determinado com trés algaris-
mos exactos: perderam-se, portanto, dois algarismos exactos (geral-
mente, na divisdo, perde-se apenas um algarismo exacto, tal como
na multiplicagdo). Mas, note-se que o nimero 0,07394 é valor apro-
ximado de x/y a menos de 0,00002.

Outros exemplos anédlogos poderiam ser apresentados. Conviré
no entanto, para exercicios, escolher nimeros com menos algarismos,
a fim de evitar célculos demasiado laboriosos.

NOTAS:

. No caso particular em que y=y . é claro que a férmula (3)
do desvio do quociente se simplifica, dando:

Neste caso, a majoragdo do erro do quociente serd mais fécil.

Il. Relativamente a férmula (3), convém ainda observar o
seguinte:

Na prética, quando o erro | Ay | é bastante pequeno em rela-

39



J. SEBASTIAO E SBILVA

¢do a |y |, € desprezével o erro que se comete, substituindo y, por
y em (3). Assim, em vez de (3), podemos escrever:

X vyAx - xAy

~
~/

y y?

(39 A -

Esta é a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DO QUOCIENTE
que, nas referidas circunsténcias, pode substituir a férmula exacta (3).
Mais tarde veremos como, no CALCULO DIFERENCIAL, a prépria
férmula (3') se torna exacta, substituindo o conceito de ‘desvio’
pelo conceito de ‘diferencial’ (ou pelo de ‘derivada’).

11. Célculo aproximado de um quociente com erro
inferior a um nimero dado. Consideremos, agora, o problema
inverso do anterior:

Dado arbitrariamente 3> 0, achar valores aproximados x,, y, de
dois numeros x,y, de modo que o quociente x,/y, seja aproximado
do quociente x/y a menos de 8 (comy #0 e y, #0).

Sejam x,,y, valores aproximados de x, y (respectivamente), com
erro inferior a um nlmero ¢ a determinar, e continuemos a designar
por A(x/y) o desvio x,/y, —x/y. Pretende-se, pois, determinar
de modo que seja

’Ai’<8
Y
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Para isso, tomemos arbitrariamente um nimero X > | x|, um
nimero ¥ > |y | e um nimero y tal que

o<y<ly|

Entdo, se ¢ verificar a condigdao

e< |ly|-Y
tem-se:
(1) y<lyl-¢
0 y lyl
! l | z

Ora, sendo y, valor aproximado de y a menos de ¢, também
|y, | é valor aproximado de |y | a menos de ¢ e tem-se:

lyl=e<l|y,|

donde, atendendo a (1):

y<ly,l

Assim, y é um minorante positivo de |y| e |y, |, e como X, y

séo majorantes de | x| e |y |, respectivamente, podemos aplicar a
FORMULA DE MAJORAGAO DO ERRO DO QUOCIENTE:

'A x\< X|Ay|+¥ | Ax|
v S -

y2
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Como, além disso, |Ax|< ¢t e |Ay|< ¢, vira:

Xx+y

y2

|A-—3—}< €

Por conseguinte, serd | A (x/y) | < 3, desde que seja

X+ ¥ , y?
— €< 3, e que equivale a =< =
y2 R+y

3

Em conclusdo:

TEOREMA. Sejam x e y dois numeros reais e suponhamos
y # 0. Entdo, para todo 3 > 0, existe pelo menos um > 0, tal que
o0 quociente de um valor aproximado de x a menos de € por um
valor aproximado de y a menos de = é valor aproximado de x/y a
menos de 8. Um tal nimero ¢ pode ser qualquer numero positivo que
verifique as duas condigoes

y2
— 8, e<lyl-¥,
X+y

e <

sendo R, ¥, Y, numeros quaisquer tais que
X2 x|, y2lyl . O<y<ly|
A primeira parte do teorema é traduzida pela férmula:
v, 3e: [AXI< e lAyI< e =|A %]<s
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Tal como no caso do produto, o niimero £ procurado depende
n8o 86 de 3, mas também de x e .

EXEMPLO. Suponhamos que se trata de calcular V2/=n a

menos de 0,001. Pondo x= V2, y==, podemos tomar, por
exemplo:

x=2 , y=4 , y=3

Procuremos, agora, um nimero ¢ tal que

x 0,001 , e<w-—-3

2+4

Um nidmero que verifica a primeira condigdo é 0,0015. Ora, este
nimero verifica também a segunda condigdo, visto que ©=> 3,1 e,
portanto, = - 3> 0,1. Logo, podemos tomar € = 0,0015 ou mesmo

e = 0,001

isto é:

Para calcular V 2/ a menos de 0,001, basta tomar valores
aproximados de V2 e de w até 3s milésimas.

EXERCICIOS:

. Sendo «=0,252... e B=3,141..., calcular x+ 3, B—«a, aff
e «/B, com o maior nimero possivel de algarismos exactos.

Il. Sabendo que a base e a altura dum tridngulo medem respec-
tivamente 26,3 cm e 5,0 cm, a menos de 1 mm por defeito, calcular
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um valor aproximado, por defeito, da drea do tridngulo, e achar um
majorante do erro desse valor aproximado.

Itl. Determinar o nimero de algarismos exactos que se devem
tomar no desenvolvimento de m para calcular a d&rea dum circulo
de 10 m de raio com erro inferior a 1 cm?2.

V. Pretende-se construir um recipiente cilindrico com 1 m de
altura e 30 cm de raio da base. Avaliar o erro que pode provocar
na capacidade do recipiente o erro de 1 mm cometido no raio da
base e na altura.

V. Determinar a relagao de grandeza que se verifica entre os
ndmeros V5 e V 3, aplicando o seguinte teorema:

‘Sendo a e b nimeros positivos € n um nimero natural, tem-se
a<b, a>b ou a=b, conforme a" < b", a">b" ou a" =b",

VI. Idem para os nimeros V5V2.7 e V2-1.

VIl. Dispor por ordem de grandeza os ndmeros 4, V13 e
V2+V5 sem recorrer a desenvolvimentos decimais.

VIll. Verificar que V2 - Vx estd compreendido entre 0,6
e 0,7 (comegando por calcular = a menos de 0,01).

12. Majoracdo do erro de uma poténcia. Seja x, valor
aproximado de um nuimero real x e seja n um nimero natural. Entdo,
como se viu no 6.° ano,

n_ n-1 n-2 n-2 n-1
XD =X =Xy =x) (X FxXTIXA LA x)TEEXT)
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ou ainda, adoptando as notacdes anteriores para desvios:
(1) Ax" = (X771 + x0T 2x + .+ xx" 2+ X" ) Ay

1 1

que é a FORMULA DO DESVIO DA POTENCIA.
Daqui, por sua vez, deduz-se:
JAXY < (% 1+ Ix, "2 x] + L+ XY Ax

Portanto, se designarmos por X um majorante qualquer de
Ix,] e |x], vira: |

|AX"| < n &"7 | Ax]

que é uma FORMULA DE MAJORAGAO DO ERRO DA POTENCIA.

Esta permite ndao s6 majorar o erro da poténcia de um valor
aproximado de x, como também resolver o problema inverso, de
modo andlogo ao que fizemos para o produto. Isto é:

Qualquer que seja 8> 0, tem-se |AX"|< 3, desde que seja
|Ax| < &, sendo € um numero positivo tal que

€% — e e e< X- x|,
nx

em que Rk é qualquer numero maior que |X|.
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Relativamente a férmula (1), verifica-se, na prética, o seguinte
facto:

Quando |Ax| é bastante pequeno, O erro que se comete em
substituir x, por x é desprezgvel e, assim, obtemos:

(1) AX" ~ n x""" Ax

Esta 6 a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DA POTENCIA
que, nas referidas circunstancias, substitui a férmula exacta (1).
Veremos depois como, no CALCULO DIFERENCIAL, a prépria for-
mula (1°) se torna exacta, substituindo o conceito de ‘desvio’ pelo
conceito de ‘diferencial’ (ou pelo de ‘derivada’).

13. Majoragéio do erro de uma raiz. Sejam, agora, x e X,
nimeros reais ndo negativos e seja n um numero natural. Pondo

y=Vx e vy,=Vx,
tem-se.:
I A e N (A S A R S S Vol
ou seja:
x, -x=(Vx; -Vx) :z_:; (U)K (V)
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Daqui, pondo
x,-x=Ax e Vx, -Ux=AVx,

vem, finalmente:

i Ax
n
(1) AVx = ——— TR
kzox1 noxn

que é a FORMULA DO DESVIO DA RAIZ. Daqui, por sua vez,
deduz-se:

_ 1
(2) |AVX | ——— |1AX] ,

sendo X um minorante positivo de x, e x, isto é, um nlmero tal
que 0<X<x, e X<x. Esta é uma FORMULA DE MAJORACAO
DO ERRO DA RAIZ, que permite ndo s6 majorar o erro da raiz de
indice n de um valor aproximado de x como também resolver o
problema inverso:

TEOREMA. Qualquer que sefa 8> 0 existe > 0 tal que
Ix,-x|<e=>|Vx,-Vx|<& (com x> 0)

Um tal nimero = pode ser qualquer numero positivo que verifique
as duas condigoes:

(3) e<n VX1, 8§ , e<x-X
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sendo X qualquer minorante positivo de x.

| |
! |

0 X X—-c¢ X
| I
g

Com efeito, seja X um minorante positivo de x e seja x, um
valor aproximado de x a menos de &, sendo ¢ um niimero que veri-
fica as condi¢des (3). Entdo, sera:

donde, por ser € <X — X
X—(x-X)<x, (porqué?)

ou seja X < x,. Por conseguinte, X < x,. Assim, X é um minorante posi-
tivo de x e x,, 0 que permite aplicar a férmula (2):

S 1
n n
]\/X.| “VXIS"—,TT
v N

nx

|x1-XI

n-1

Mas, |x,—x|< e< nX " 3 por hipbtese. Logo
1 Vx, - Ux <8 , aqed
Relativamente a férmula (1), observa-se o seguinte:

Na prética, quando |Ax| é bastante pequeno, o erro que se comete
em substituir x, por x é desprezével e, assim, obtemos:

Ax

(1) AVUx ~
X n{/xn-1
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Esta 6 a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DA RAIZ
que, nas referidas circunstancias, substitui a férmula exacta (1).
Veremos também, como no CALCULO DIFERENCIAL, a férmula (1°)
se torna exacta, substituindo o conceito de ‘desvio’ pelo de ‘dife-
rencial’ (ou pelo de ‘derivada’).

14. Desvio relativo e erro relativo. Seja x um numero
real # O e seja x, um valor aproximado de x. Chama-se desvio
relativo de x, (em relagdo a x) o quociente do desvio de x,,
(em relagdo a x) pelo préprio nimero x. Designaremos por A'x o
desvio relativo de x, em relagdo a x. Serd, pois, por definigdo:

Chama-se erro relativo de x, em relacdo a x o médulo de
A'x(1).

Por exemplo, ja sabemos que 3,14 é valor aproximado de =, por
defeito, a menos de 0,01. Entdo, o erro relativo de 3,14 em relagédo
a r sera inferior a

0,01
- < 0,004

Também podemos dizer, neste caso, que o erro relativo é inferior a
4°/o0 (ou inferior a 0,4 %). Quanto ao desvio relativo de 3,14 em

(1) Também se chama ‘desvio absoluto’ ao desvio propriamente dito, para
o distinguir de desvio relativo, e "erro absoluto’, ao erro propriamente dito.
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relacdo a w, esse serd superior a — 0,004, visto que 3,14 <= e por-
tanto 3,14 -t <O0.

EXERCICIOS — |. Sabendo que 23,08 é valor aproximado dum
nimero o com erro relativo inferior a 1 %, indique os limites (majo-
rante e minorante) que dai se deduzem para o nimero «.

Il. Problema anélogo, sabendo que 2,538 x 107 é valor apro-
ximado dum nimero 3 com erro relativo inferior a 0,2 %.

15. Erro relativo de um produto*. Da férmula do desvio
do produto

A(xy) = xAy + yAx + AxAy
deduz-se imediatamente, dividindo por xy:

A(xy) _ Ay " Ax " Ax Ay

Xy Y X X Y

ou seja:

A’(xy) = A'x+ A'y + A'xA’y
que é a FORMULA DO DESVIO RELATIVO DO PRODUTO.

Na prética, quando os erros relativos dos factores sao suficien-
temente pequenos (p. ex. menores que 0,1), pode-se desprezar o
produto desses erros e escrever:

(1) A'(xy) ~ A'x + Ay
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que é a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO RELATIVO DO
PRODUTO. No CALCULO DIFERENCIAL, esta férmula torna-se
exacta, substituindo o conceito de ‘desvio relativo’ pelo conceito
de ‘diferencial relativo’ (ou pelo de ‘elasticidade’). De (1) deduz-se,
por sua vez:

(2) [ A(xy) | S A% |+ | Ay |

isto é:

Quando |A'x| e |A'y| sdo bastante pequenos, o erro relativo do
produto é inferior ou aproximadamente igual & soma dos erros rela-
tivos dos factores; e podemos dizer que é aproximadamente igual
a essa soma, se os desvios dos factores tiverem o mesmo sinal(1).

Por exemplo, se 0,27 e 3,5 sdo valores aproximados de dois
nimeros o« e B com erros relativos inferiores a 1 %, podemos dizer
que 0,27 x 3,56 é valor aproximado de «f3, com erro inferior ou
aproximadamente igual a 2 %. Se o erro for superior a 2 %, a diferenga
(erro de segunda ordem) seré inferior ao produto dos erros relativos
dos factores e portanto inferior a 0,0001, o que é na verdade insigni-
ficante na prética.

16. Erro relativo do quociente." Como vimos, a férmula
do desvio do quociente

X yAx — xAy
y y(y + Ay)

(') O sinal < 18-se ‘menor ou aproximadamente igual’.
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pode ser substituida pela férmula aproximada

X yAx — xAy

1 A
(1 = 72

quando |Ay| é bastante pequeno em relagdo a |y|, isto é quando
|A’y| é suficientemente pequeno. Entdo de (1) deduz-se, dividindo
por x/y:

X
(2) A" XA x-Ay
y

Esta FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DO QUOCIENTE cede
o lugar a uma férmula exacta, quando se substituir o conceito de
‘desvio relativo’ pelo conceito de ‘diferencial relativo’ (ou pelo de
"elasticidade’).

De (2) por sua vez deduz-se, na hip6tese considerada

X
|A'7|5|A'X|+IA'Y|r

tendo-se

X
IA'TINIA'XIHA'VI :

quando A'x e A'y tiverem sinais contrérios.

17. Erros relativos da poténcia e da raiz." Por conside-
ragées semelhantes as dos nimeros anteriores, chega-se as seguin-

32



COMPENDIO DE MATEMATICA

tes FORMULAS APROXIMADAS DOS DESVIOS RELATIVOS DA
POTENCIA E DA RAIZ:

que permitem fazer a majoragdo aproximada dos correspondentes
erros relativos.
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§ 2. TEORIA DOS LIMITES DE SUCESSOES

18. Métodos de aproximacoes sucessivas. Suponhamos,
por exemplo, que se pretende calcular a raiz quadrada de 2. Aplicando
o processo de célculo que foi aprendido (mas ndo justificado) no
1.0 ciclo liceal, é possivel determinar valores aproximados de V2 com
a aproximagdo que se quiser: a menos de 0,1, de 0,01, de 10°%, de
10-1%, etc. Mas §, evidentemente, impossivel achar um valor decimal
exacto de V2, visto que este niimero é irracional, portanto repre-
sentdvel por uma dizima infinita ndo periédica.

Assim, podemos dizer que o referido processo de célculo é um
método de aproximaglOes sucessivas. Além disso, € um método de
tentativas sistematicas, pois que, como todos sabemos, é preciso
muitas vezes experimentar mais de um algarismo, antes de acertar
no que convém.

Alids, o processo habitual da divisdo também é um método de
tentativas sistematicas, pela mesma razdo e, quando nao conduz
nunca a resto zero, pode considerar-se um método de aproximacoes
sucessivas, com uma diferenca, em relagdo ao sistema anterior: &
que o quociente é representado por uma dizima infinita periédica,
quando o dividendo e o divisor sdo nlimeros racionais.

Vamos, agora, estudar um outro método de aproximagoes sucessi-
vas para o célculo de rafzes quadradas. Este método, como veremos,
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apresenta diversas vantagens, que o tornam mais aconselhdvel do
que o anterior, especialmente quando se recorre a computadores.

Seja a o nlimero cuja raiz quadrada se pretende calcular (supo-
mos, é claro, a> 0) e seja x, um numero tal que

2

X,

> a

Este nimero pode sempre ser determinado por tentativas, de
modo que xf nao seja muito maior do que a. Teremos entao

x,>Va

e, deste modo, x, pode ser tomado como primeiro valor aproximado
de Va (por excesso). Para obter uma segunda aproximagdo, ponha-
mos a,=Xx> e notemos que se tem, pela FORMULA APROXI-
MADA DO DESVIO DA RAIZ, dada no n.°c 13, (1°), pag. 46 ():

v;_v;z___:\‘/;l
1

Daqui, lembrando que Va, = x, e que x> a, vem:

i X, —a
Va = x, - —
2X,
Ponhamos, entdo:
- x¥ - a
X =X1 -
- 2X 4
(') Agoratemosn=2 , a,emvezdex e aemvezdeXx,.
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ou seja:

) x? +a
. Bkl
2 2X 4

De (1) deduz-se que x,< x, (porqué?). De (2) vem:

2 P T\ 2
_ x?+a-2x, Va x, - Va
x, - Va=—1 : = (X4 ) >0
2X 2x ,

Por conseguinte
Via < x, < %y

Assim, podemos tomar x, como segundo valor aproximado de Va.
Se pusermos agora

podemos desde ja concluir, pelas razdes anteriores (com x, no lugar
de x, e x, no lugar de x,) que

Vo <xy< %, -

o que nos leva a tomar x, como terceiro valor aproximado de Va.
Deste modo, se pusermos em geral:

XA <8
(3) X =Xn—-———— , VnelN,
2Xn

56



COMPENDIO DE MATEMATICA
fica definida uma sucessdo de valores aproximados de Va tal que
Ky 3 K S Mg 3 er 5 M5 Mipyin 2* s > VA

Trata-se, pois, de uma sucessao decrescente (cada termo & superior
ao seguinte) e limitada inferiormente (todos os termos sdo supe-
riores a Va)(1). A férmula (3) é chamada uma férmula de recor-
réncia, porque permite calcular cada termo da sucessado, depois do
primeiro, a partir do termo anterior: essa férmula define pois a
sucessdo, uma vez dado o primeiro termo x, (com a condi-
cdo x3> a).

Notemos, agora, que a parte inteira dos nimeros x, nao pode
diminuir indefinidamente, visto que esses niimeros sdo todos maiores
que Va. Portanto, a parte inteira dos numeros xp estabiliza-se
(isto é, passa a ser sempre a mesma) a partir de certa ordem n,.

Por sua vez, a partir desta ordem n,, o algarismo das décimas
dos nimeros x, ndao pode aumentar (porqbé?) e também nado pode
diminuir indefinidamente (porqué?). Logo, o algarismo das décimas
dos numeros X estabiliza-se a partir de certa ordem n, > n,.

E analogamente para as centésimas, para as milésimas, etc.

Seja x 0 numero representado pela dizima que se obtém deste
modo, por estabilizagdo sucessiva da parte inteira e dos algarismos
decimais dos valores aproximados x,. Vamos ver intuitivamente que
x = Va.

Seja, por exemplo, r a ordem a partir da qual se estabilizaram os
algarismos das milésimas. Tem-se entao, dentro dessa aproximagao

XX Xn para nz2r

(') As definicbes de "sucessdo crescente’, ‘sucessdo limitada’, etc. serdo
formuladas mais adiante. Basta, por enquanto, a nogéo intuitiva.
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Isto permite escrever, em vez da férmula (3):

X2-a
2x

XX X—

0 que equivale a x2-a ~ 0 ou ainda a x ~ Va por ser x> 0.
E, como o erro da aproximagado é tdo pequeno quanto se queira,
serd exactamente x = Va.

Veremos, depois, como a teoria dos limites permite demonstrar
rigorosamente este facto.

Vejamos, agora, como o método anterior se generaliza ao célculo
de raizes de indice p qualquer (p € IN). Seja @ um ndmero positivo
cuja raiz de indice p se pretende calcular e tomemos x, de modo que
seja x’1’> a. Entao, pondo x’1’ =a,, vem, pela férmula aproximada do

desvio:
_ - a-a
P P 1
\/a —\/81 ~ —‘{/-—p——i-—
pVaf
ou seja:
P
%~y — X, —a
LR e
p X’

Isto conduz-nos & formula de recorréncia:

Prova-se, entdo, que

Va<xp,,<X . VnelN
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e que os numeros X, sdo valores aproximados de Ya, com erro
tdo pequeno quanto se queira.

Mais tarde se verd como este método se pode generalizar ao
célculo de raizes reais de equagdes algébricas ou transcendentes,
com a designacdao de método de Newton ou método da tangente.

EXEMPLOS NUMERICOS:

I. Suponhamos que se trata de calcular V2 pelo método de
Newton. Devemos entdo comegar por escolher um ndimero x, tal
que x?>2. Poderé ser x, = 1,5; tem-se, com efeito, 1,52 = 2,25.
A segunda aproximagdo sera, neste caso:

X, =X, — o =15- 8 ~ 1,417
X4

Como x,< 1,42, tem-se V2 < 1,417 e podemos tomar

x: =2 s 417 _ 2007889

~ 1,4143
2x,, 2,834

continuando a aproximar por excesso. Podemos, pois, tomar agora

2

x2 -2 0,0002449
Xo=Xg= o R 14143 - — ——
. ,

~ 1,41421357

e assim sucessivamente. A aproximag¢ao seguinte mostra, por esta-
bilizagdo, que este valor é aproximado por excesso a menos de
10-8, Tem-se, pois. até essa ordem decimal:

V2 =1,41421356...
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Vé-se que este método é mais expedito que o método usual,
sobretudo quando se trabalha com uma mdéquina de calcular: o
nimero de algarismos exactos tende a duplicar em cada aproxi-
magao.

Il. Suponhamos, agora, que se trata de calcular V23 pelo
método de Newton. Como se tem 25 = 32> 23, podemos tomar 2
como primeiro valor aproximado de V23. A partir deste, podemos
depois calcular sucessivos valores aproximados de V23 aplicando
a férmula de recorréncia:

Mas os célculos sdo agora mais laboriosos, tornando-se para
isso aconselhével recorrer a um computador. Os valores aproximados
que a seguir apresentamos foram calculados por meio do computador
electrénico que se encontra ao servigo do Laboratério Nacional de
Engenharia Civil.

X, =2

x, = 1,88750001
x5 =1,87241820
x,=1,87217129
Xg=1,8721712

O programa para este célculo foi escolhido de modo a dar as
seguintes ordens ao computador: 1) fornecer sucessivos valores
aproximados de V23, segundo o método de Newton, partindo de
X, =2 (com 8 algarismos decimais); 2) terminar no valor apro-
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ximado que tiver 7 decimais exactos, ou seja com erro inferior a
10-7 (1).

Ser4, pois:
V23 =1,821712 , a menos de 10-7 (por defeito)

O computador poderia, também, ter recebido ordem para for-
necer directamente este valor, sem dar os anteriores. Em qualquer dos
casos o tempo de célculo no computador utilizado é praticamente
nulo: da ordem dos mili-segundos.

Estes célculos foram amavelmente dirigidos pela matemética do
L. N. E. C., Senhora Dr.2 D. Madalena Quirino, a quem por esse facto
deixamos aqui expressos 0s nossos vivos agradecimentos.

19. Convergéncia de uma sucess@o. No nimero anterior,
vimos como, dado um numero positivo a, é possivel achar suces-
sivos valores aproximados de Va:

X1, x2r vae g xnl

com erro tdo pequeno quanto se queira. Mais precisamente, vimos
que, por menor que seja um ndmero positivo 3, existe uma ordem r,
depois da qual fodos os nimeros X, sao valores aproximados de
Va a menos de 3, isto é, tal que:

n>r=|x,— Va|<38.

(1) Chamamos ‘algarismos decimais’ aos algarismos da parte decimal.
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Este facto pode ser traduzido pela fé6rmula:
v3>0, 3reIN: n>r=|xp-Va|<?
(E analogamente para “a, com qualquer p € IN.)

Pois bem, exprime-se este facto dizendo que a sucesséo x, tende
para Va (ou converge para Va) e escrevendo

Xn—>\/—a_

Assim, no 1.° exemplo do nimero anterior, calculdmos cinco
termos

1,5, 1.417; 1,4143; 1,41421357;

de uma sucessdo que converge, rapidamente, para V2. Podemos
mesmo dizer que esta sucessdo converge cada vez mais rapidamente,
porque, como vimos, 0 nimero de algarismos exactos (estabilizados)
tende a duplicar em cada aproximagao efectuada ().

Dum modo geral:

DEFINICAO 1. Diz-se que uma sucessdo U,, U, ..., Up, ...
de nimeros reais tende (ou converge) para um numero real a, sse,
para todo o nimero 3 > 0, existe uma ordem r depois da qual todos
os termos da sucessdo sdo valores aproximados de a a menos de 9.
Escreve-se entao:

unp—>a (ler: u, tende para a)

(') No 2.° exemplo foram calculados quatro termos duma sucessdo que
converge rapidamente para ¥/23.
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Portanto, a expressdo u,->a equivale, por definicdo, a se-
guinte:

v3>0, d3reIN: n>r=|up—a|<3

a-39 § 8
I

Note-se ainda: dizer que u, é valor aproximado de a a menos
de 3, quando n>r, equivale a dizer que u, estd na vizinhanga (3)
de a, quando n>r (porqué? Que significa vizinhanga (8) de a?).

DEFINICAO 2. Diz-se que uma sucessdo de numeros reais é
convergente, sse tende para um nimero real. Caso contrério diz-se
que a sucessao € divergente. '

EXEMPLOS:
. Sejaup=(-1)" , VnelN. Entdo
u,=-1, u,=1 , uzg=-1, u,=1,

e a sucessdo —1, 1, =1, 1, ... assim definida é divergente, isto &,
nado tende para nimero nenhum. Com efeito, suponhamos que up
tendia para um ndmero a e tomemos por exemplo & = 0,5. Entdo
existia uma ordem r tal que
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para todo o n>r. Mas, depois da ordem r, h&d sempre termos iguais
a 1 e termos iguais a — 1.

a-29 a+9d
-1 a 1

Portanto, os nimeros 1 e — 1 teriam de estar na vizinhang¢a (0,5)
de a, isto é, deveria ser:

a-0b<-1<1<a+05b
donde:
1-(-1)<(a+0,5)-(a-05) (porqué?)

ou seja: 2<1, o que é absurdo. Logo, u, ndao tende para nenhum
nimero a. a sucessao é, pois, divergente.

iIl. Provar que a sucessdao dos numeros naturais (up =n), a
sucessdo das poténcias de 10 (u, =10") e a sucessdo de termo
geral u, = (=1)"n sdo todas divergentes( ).

I1l. Consideremos, agora, a sucessao dos inversos dos nume-
ros naturais:

(1) Por redugéio ao absurdo, como no caso anterior. E preciso lembrar que,
qualquer que seja o €R, todos os numeros naturais superiores & caracteristica
de o, s80 maiores que «.
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Esta sucessdo é convergente: tende para zero. Com efeito, seja
3 qualquer nimero positivo (por exemplo 3 =3, 8 = 0,001, 3 =10-6,
d=10-100, etc.). Trata-se de provar que se tem, a partir de certa
ordem

1
|—-0| < $
n

Como o primeiro membro é igual a 1/n (porqué?), tudo se reduz
a resolver a inequacdo 1/n< 3 em ordem a n. Tem-se, entédo:

1 1

Seja, agora, r um numero natural igual ou superior a 1/3. Entédo
n>r=>n>1/3 e de (1) vem:

1
n>r=> — <3

Por exemplo, seja & = 0,003. Neste caso, 1/3 = 1000/3 e um
numero natural > 1/3 serd, por exemplo, r = 334. Portanto

1
n> 334 = — < 0,003
n

isto 6: depois da ordem 334, todos os termos da sucessao sdo meno-
res que 0,003. E analogamente noutros casos.
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Em resumo:

1 g
Ve, dr:n>rz — <3
n

0 que significa precisamente que 1/n - 0.
(Quando up — O diz-se que u, é um /infinitésimo.)

IV. Escreva os seis primeiros termos das sucessdes definidas
pelas expressoes:

T .

n 10" 10"

e mostre que qualquer destas sucessdes tende para zero.

V. Seja, agora, a sucessao

1 2 3 4 n

14 ’ ’ r bt be) r § ede

2 3 4 5 n+1

em que cada termo, a partir do segundo, se obtém adicionando 1 ao
numerador e ao denomiandor da fracgdo que representa o termo
anterior. Os nimeros assim obtidos sd@o cada vez maiores (sucessdo
crescente), mas sao todas inferiores a 1 (sucessdo limitada), visto
serem representados por fracgées préprias. Vamos provar que esta
sucesséo tende para 1. Tem-se, com efeito:

_1|=1_.

, VnelN orqué?
n-+1 n+ (Porg )

1
= , VYnelN
n+1
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Seja, agora, 3 um ndmero positivo qualquer. Entdo

1

n+1

1
<8¢>n>?“1

Portanto, se r for um nimero natural >—8—— 1, tem-se:

n>r= <3

n+1

Assim

n
V3>0, dreIN: n>rz| —-1|<3
n+1

—1. Para ter uma visdo intuitiva deste

o que significa que n:1
facto, convém ver a figura do Compéndio de Algebra, 6.° Ano,
pég. 162.

Note-se que a convergéncia desta sucessdo é muito lenta: por
exemplo, s6 a partir do termo de ordem 99 se obtém valores apro-
ximados de 1 a menos de 0,01.

VI. Analogamente se reconhece que a sucessdo

3 4 5 n+1
2 3 4 n

converge para 1. Mas, enquanto a anterior tende para 1 por valores
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menores que 1, esta tende para 1 por valores maiores que 1. Expri-
mem-se estes factos, escrevendo, respectivamente,

n n+1
- 1" , o 4T
n+1 n

VIl. Por sua vez, a sucessao

3 2 5 4 (-1)"+n
2 3 4 5 ' n

tende para 1, como é facil verificar, mas por valores alternadamente
inferiores e superiores a 1 (ver a fig. 2 do Compéndio de Algebra,
6.° Ano, pag. 163).

VIIl. Dadas as sucessoes:

2
1,8; 1,98; 1,998; 1,9998; ...; 2- :

10"

2
2.2; 2,02; 2,002; 2.0002; ..; 24—

1,8; 2,02; 1,998; 2,0002; ...; 2+ (—=1)"

.
’

107

verificar: a) se sdo convergentes; b) para que nimeros tendem;
¢) de que modo convergem. Comparar a rapidez de convergéncia
destas sucessGes com a das sucessoes anteriores.

20. Pormenores de terminologia. O conceito de "sucessao’
foi apresentado j& no 2.° ciclo. Dar (ou definir) uma sucessao de
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numeros reais equivale a dar um processo qualquer, pelo qual, a cada
nimero natural n, fique a corresponder um determinado nidmero
real u,. Neste caso, u, é o primeiro termo da sucesséo, u, o segundo
termo da sucessao, etc.; u, é o termo da ordem n (ou termo geral) da
sucessdo. Deste modo, a varidvel u, representa uma fungéo real da
varidvel natural n ou seja uma aplicacao

n up de IN em IR
A

E é precisamente esta aplicagdo (ou fun¢do) que se chama ‘suces-
sdo de nuimeros reais’. Tal aplicagdo é normalmente chamada ‘a suces-
sdo de termo geral up, ou, simplesmente, a "sucessigo u,’. Em vez
da notagdao u,, podem também usar-se notagbes tais como u(n),
f(n), ¢(n), ..., que se empregam habitualmente a respeito de fungdes
em geral (isto &, escrevendo a varidvel independente n entre parén-
teses, a seguir ao simbolo da fungdo, em vez de pdr essa varivel
como indice).

Como qualquer outra fungdo, uma sucessdo pode, em muitos
casos, ser definida por uma expressdo designatéria (chamada, neste
caso, ‘expressao do termo geral’), como se verifica nos exemplos
anteriores. Mas também se define muitas vezes uma sucessdo por
um processo de recorréncia, de que vimos alguns exemplos no n.° 18,
ao tratar do método de Newton para extrac¢oes de raizes. Mais tarde
trataremos, em pormenor, de métodos de recorréncia.

Dum modo geral, dado um conjunto A qualquer, chama-se
sucessao de elementos de A toda a aplicagdo nuun de IN em A.
Por exemplo, a expressdo i" define uma sucessdo de niimeros com-
plexos:
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Como se vé, o conceito de sucessdo é uma extensido do con-
ceito de sequéncia. Poderiamos chamar ‘sucessées finitas’ as sequén-
cias. Por exemplo, a sequéncia de 5 nimeros complexos

é uma aplicagdo do conjunto 1, 2, 3, 4, 5 no conjunto €. E sé
por comodidade e para evitar equivocos que reservamos o termo
‘sequéncia’ para as sucessées finitas.

Tornemos, agora, as sucessées de nimeros reais. Muitas vezes,
em vez de dizer ‘a sucessdo up tende para a' diz-se ‘a varidvel up
tende para a'. Trata-se de um abuso de linguagem, pois, como vimos,
uma sucessdo ndo é uma varidvel, mas sim uma aplicagdo (isto é,
uma determinada correspondéncia). Mas, trata-se de um abuso de
linguagem cdémodo e sugestivo, que ndo tem inconvenientes, desde
que o aluno esteja advertido sobre o facto, de modo a evitar poSsi-
veis equivocos.

A propésito do exemplo lll do nimero anterior, introduziu-se a
seguinte

DEFINICAOQ. Diz-se que u, é um infinitésimo, sse up— 0.
Também se diz neste caso que up € um /infinitamente pequeno.

Da definicao 1 do nimero anterior deduz-se imediatamente o
seguinte facto:

Up~->a < up—a-—>0

Isto é: dizer que u, tende para a equivale a dizer que u, — a é
um infinitésimo.
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NOTA IMPORTANTE. Em questdes de fisica e de outras cién-
cias experimentais, a expressdo ‘infinitamente pequeno’ (ou ‘infini-
tésimo’) é usada para designar uma grandeza praticamente nula,
isto é, de tal modo pequena (em valor absoluto) que pode ser des-
prezada na questdo de que se trata. Também no CALCULO NUME-
RICO APROXIMADO, que introduzimos no capitulo I, os erros des-
prezdveis (por exemplo no célculo de um produto) podem ser
chamados infinitésimos.

Este significado préatico da palavra ‘infinitésimo’ corresponde, de
certo modo, & nogao intuitiva de ‘infinitésimo’ que tinham os mate-
méticos nos primérdios do CALCULO INFINITESIMAL: um infini-
tésimo (positivo) seria, entdo, uma grandeza menor que qualquer
submdltiplo da unidade e, contudo, maior que zero. Mas, segundo
o conceito usual de grandeza, um infinitésimo deveria ter, nesse
caso, a seguinte propriedade:

‘Ser nulo e nao ser nulo ao mesmo tempo’

o que & impossivel, segundo o PRINCIPIO DA NAO CONTRADI-
CAO; ou entdo ndo ser uma coisa nem outra, isto é:

‘Estar numa situacdo intermédia entre ser nulo e nao ser nulo’

o que é impossivel, segundo o PRINCIPIO DO TERCEIRO EX-
cLulDO.

Por exemplo, se dividirmos um segmento com um metro de
comprimento em 2 partes iguais, em 4 partes iguais, em 8 partes
iguais, e assim sucessiva e indefinitamente, obtemos segmentos
cada vez mais pequenos, cujos comprimentos tendem para zero.
Ora, segundo os referidos matemaéticos, esses segmentos nao tende-
riam propriamente para segmentos nulos, mas sim para segmentos
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infinitésimos. Estes segmentos infinitésimos seriam em ndmero infi-
nito e a sua soma daria o segmento inicial (se fossem efectivamente
nulos, a sua soma também teria de ser nula).

Assim, os infinitésimos eram concebidos como quantidades
fixas (chamadas ‘indivisiveis’ ou ‘infinitésimos actuais’) e ndo como
varidveis, ou ainda, como sucessdes que tendem para zero (segundo
a definicdo anterior). Mas, ja vimos que o conceito de infinitésimo
actual é contraditério.

Note-se que o anterior exemplo das divisdes sucessivas de um
segmento em partes iguais est4 na base dos PARADOXOS DE ZENAO
e, nomeadamente, do paradoxo da seta (ver no Compéndio de Alge-
bra, 6.° Ano, a ‘Nota Histérica” do Cap. IV).

21. Primeiros teoremas sobre limites. Quando uma suces-
sdo up tende para um nimero a, também se diz que a é /imite da
sucessdo. Tem-se, porém, a seguinte propriedade:

TEOREMA 1 (DA UNICIDADE DO LIMITE). Uma sucessao nao
pode tender para dois numeros diferentes.

pr——

3
a Un Un b

Demonstragao (por redugdo ao absurdo):

Suponhamos que existe uma sucessdo u, que tende ao mesmo
tempo para dois nimeros a, b diferentes e seja, por exemplo, a <b.
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Ponhamos

Entdo & & um nidmero positivo (porqué?) e tem-se:

20=b-a

donde:

(1) a+d=b-39

Ora, como up-—>a e up—>b, existem uma ordem r e uma
ordem s tais que

n>r => a-d<up<a+d

(2)
n>s = b-d<up<b+3d

Designemos por p o maior dos nimeros r, s. Entdo de (2)
deduz-se:

n>p=>up<a+3dAu,>b-3

Mas isto, segundo (1), é absurdo: u, ndo pode ser a0 mesmo
tempo menor que a + 8 e maior que a+ 3 (porqué?). Logo, u, néo
pode tender a0 mesmo tempo para a e b.
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Assim, quando uma sucessao é convergente, o seu limite existe
e é unico. Pois bem:

Representa-se pelo simbolo lim u, o limite duma sucesséo con-
vergente, isto é, tem-se, por defini¢do:

a=limuy, < u,—~>a

Vamos, agora, estudar um caso particular de convergéncia. Supo-
nhamos, por exemplo, que certo método de aproximagdes sucessivas
fornece a sucessao:

583; 594; 599; 6, 6, 6; 6;

em que todos os termos, a partir do quarto, sao iguais a 6. Entao,
se designarmos por u, o termo geral da sucessdo, tem-se, evidente-
mente:

V3>0: n>3=|up-6|<3 (porqué?)

Por conseguinte, u, — 6.

No caso geral, demonstra-se, de modo analogo, o seguinte:

TEOREMA 2. Se todos os termos de uma sucessdo, a partir
de uma certa ordem, sdo iguais a um mesmo numero C, a8 SuUCessdo
tam por limite esse numero c.
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Em particular, pode acontecer que todos os termos de uma suces-
sd0 u, sejam iguais a ¢ (logo a partir do primeiro), isto é, que se

tenha

up=¢ , vnelN

Diz-se, neste caso, que a sucessdo é constante e podemos
escrever

lim c=c¢

0 que se exprime habitualmente dizendo (por abuso de linguagem):

‘O limite de uma constante é a prdpria constante’

Finalmente, o teorema 2 do n.° 6 déd o seguinte

TEOREMA 3. Se u, ->a, entdo |up| — |al.

22. Algebra dos limites. Os teoremas de célculo aproximado
da soma, do produto, do quociente e da raiz, estudados no § 1,
fornecem outros tantos teoremas sobre limites.

Comece por rever o teorema n.° 5. Desse teorema deduz-se
facilmente o seguinte ’

TEOREMA DO LIMITE DA SOMA. A soma de duas sucessoes
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convergentes, U € Vp, € também uma sucessdo convergente e
tem-se:

lim (up + vp) =lim up + lim v,

Demonstragao:
Suponhamos que

upb—~>a e vp—>b (com a, belR)

e seja 8 um numero positivo qualquer. Entdo, 3/2 também é um
nimero positivo e, portanto, existem uma ordem r e uma ordem s,
tais que

) 5
n>r= lun—a|<? ; R>8 = lvn—b|<—2— (porqué?)
Assim, se designarmos por p o maior dos numeros r, s, teremos:
3 )
n>p = |up —a|<?/\ (Vi -b|<?

Ora, segundo o teorema do n.° 5, sendo up, e v, valores apro-
ximados de a e b, a menos de 3/2, a sua soma, up + vy, serd valor
aproximado de a + b a menos de 3. Por conseguinte:

n>p=|(up+vy) -(a+b)|<?d

76



COMPENDIO DE MATEMATICA

E, como & pode ser qualquer nimero positivo, isto significa que

lim (up+vp) =a+b=Ilim uy +Ilim v,

Este teorema é, evidentemente, generalizdvel ao caso de uma
soma com um numero qualquer (finito) de parcelas. Por exemplo,
tratando-se de trés sucessées up, Vh, Wp convergentes, vird, apli-
cando duas vezes o teorema anterior:

fim (up + vp + Wp) =lim [(un + vp) + Wp] = lim (up + vp) + limwp, =
= limup + lim vy + lim wy,

E analogamente para 4 parcelas, 5 parcelas, etc. Podemos resu-
mir estas conclusdes no seguinte enunciado geral:

A soma de duas ou mais sucessées convergentes é sempre uma
sucessao convergente, que tem por limite a soma dos limites das
parcelas.

Reveja, agora, o teorema do n.° 9. Dele se deduz:

TEOREMA DO LIMITE DO PRODUTO. Se u, e v, sdo suces-
sées convergentes, up.v, também é sucessdo convergente e
tem-se:

lim (upvn) =lim up -« lim v,
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Demonstracado:

Suponhamos que
(1) Uup—~>a e vp—>b (com a, belR)

e seja 8 um nimero positivo qualquer. Segundo o teorema do n.° 9,
existe um ntimero positivo ¢ tal que, se u, e v, forem valores
aproximados de a e de b a menos de &, entdao u,vy, € valor aproximado
de ab a menos de 3; isto é, simbolicamente:

(2) |Un°'al<SA!Vn-b|<€:>|UnVn—abl<8

Por outro lado, em virtude de (1), existem uma ordem r e uma
ordem s tais que

n>r=|up—al<e , n>s=|vh—-b|<ce
Deste modo, sendo p o mavior dos numeros r, s, vem:
n>p=|up—-al<eAlvhn-bl<ce
donde, atendendo a (2):
n>p=|uy vy~ ab|<$
E, como & é um nGimero positivo qualquer, isto significa que

lim upvp=ab =Ilim up-lim vy, q.e.d.
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Este teorema pode ainda generalizar-se ao caso de um numero
qualquer (finito) de factores, como se fez para a soma. Assim, pode-
mos afirmar que:

O produto de duas ou mais sucessoes convergentes ainda é uma
sucessdo convergente, que tem por limite o produto dos limites dos
factores.

COROLARIO |I. Se up é convergente e p é um numero natural
qualquer (constante), tem-se:

lim uP = (lim up)P

Com efeito, tem-se, por definicdo de poténcia:
ub =upup...uyn (p vezes)
e, aplicando o teorema anterior, vem (sendo u, convergente):

lim uf = (lim up) (lim up) ... (lim up) = (lim up)®

o

v

p vezes

COROLARIO II. Se up e vy, sdo sucessées convergentes, tem-se:

lim (up —vp) =lim uy - lim vy,
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Basta notar que up - v, =up + (-1)v, donde, aplicando os
teoremas anteriores,

lim (up = vy) = lim up + lim (=1) lim v, = lim u, = lim v,
TEOREMA DO LIMITE DO QUOCIENTE. Se u, e v, séo suces-

soes convergentes e limvy, # 0, também u,/v, é convergente e
tem-se:

Un lim u,

‘lim (supondo v, #0, VnelIN)

il

Vn lim v,

Por outros termos:

O quociente de duas sucessbes convergentes também é uma
sucessao convergente, desde que o divisor nunca seja zero nem tenda
para zero. Neste caso, o limite do quociente é igual ao quociente do
limite do dividendo pelo limite do divisor.

A demonstragdo, baseada no teorema do n.° 11, é perfeita-
mente analoga a que foi dada para o teorema do produto e pode
ser feita como exercicio pelo aluno.

TEOREMA DO LIMITE DA RAIZ. Sendo p um nudmero natural
@ Up uma sucessao convergente, também W un, € convergente (su-
pondo que é sempre u, 2 0, se p é par). Tem-se, entdo:

lim Yu, = ¥Iim u,
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Demonstracao:
Bastard considerar o caso em que u, 2> 0 para todo o n, pois

que, se for u, < O (com p impar), tem-se Vu, =—%u,| e
ficamos reduzidos ao caso anterior. Suponhamos, pois, que

(3) uh—~>a , coma>0 e u,>0 , VvVnelN.

Seja 8 um numero positivo qualquer. Entdo, segundo o teorema
do n.° 13, existe um ndmero > 0, tal que

lup—al<e = Mu, -Val<?d
Por outro lado, segundo (3), existe uma ordem r tal que
nN>r = |lup~al<e
Logo

n>r = [Vu, -Va|<3$,

o que significa que limYu, =%a =¥limu, .

23. Métodos de iteragcdo. Consideremos uma equagado da
forma

() =%

em que f 6 uma fungdo dada. Procurando resolver esta equagao
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por tentativas, podemos adoptar um nimero x, como valor aproxi-
mado da solugédo. Seja x, o valor de f(x,), isto é:

f(x,) =x,

Se fosse x, =x,, entdo x, seria, de facto, solugdo. Mas, em
geral, isto ndo sucede. Ponhamos, sucessivamente:

f(x,) =x3 , f(x3)=x, ,

e, em geral,
(1) Xn+1 = f(xp) . VnelN.

Esta férmula de recorréncia, juntamente com o valor inicial x,,
escolhido arbitrariamente, define uma sucessdo x,. Suponhamos,
agora, que sdo verificadas as duas seguintes condig¢des:

1) a sucessdo x, é convergente;

2) lim f(xm) = f(lim x,).

Seja ¢ o limite de x,. Entdo ¢ serd também o limite da suces-
880 Xp+1 (cujo 1.° termo é x,, cujo 2.° termo é x,, etc.). Com
efeito, sendo & um nidmero positivo arbitrdrio, existe uma ordem r
tal que

n>r = [xp—-c¢|<3 (visto que x, = c)

Mas, daqui resulta que

N>r = [Xp+1-¢C| <3 o, portanto, X,+q = C
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Assim, de (1) vira, atendendo a condigdo 2):

ou seja:

¢ = f(c)

0 que significa, precisamente, que o nimero ¢ é solug¢do da equagéo
f(x) = x. A sucessdao x, fornece, pois, valores aproximados desta
solugdo, com a aproximagao que se queira. '

O método geral de aproximagdes sucessivas que acabamos de
descrever € chamado método de iteragao (‘iterar’ significa ‘repetir’)
e a fungdo f é chamada funcao iterante. Os métodos de iteragdo
(quando aplicédveis) prestam-se muito para o célculo de raizes de
equacoes por meio de computadores.

O método de Newton, que foi descrito em pormenor no n.° 18,
no caso particular da radiciagdo, é exemplo tipico dum método de
iteracdo. Por exemplo, calcular Va, com a>0, é calcular a raiz
positiva da equac¢do x2 = a. Ora, tem-se, como é facil ver:

X2 -a
X2=a < X=X~- , Vx>0
2x

Assim, a equacdo x2 =a é posta sob a forma x = f(x), sendo

X2 -2

f(x) =x - (fungdo iterante).

. 2
Como vimos, se escolhermos x, de modo que x7 > a, a suces-
séo x,, obtida pela férmula de recorréncia x,+1 = f(x,), € conver-
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gente. Por outro lado, aplicando os teoremas anteriores, vem neste
caso:

. : (lim x5)* - a . I
lim f(x,) = lim x, - - = f(lim x,) (justifique)
2 lim x,

Séo, portanto, verificadas as condigdes 1) e 2) anteriores, 0 que
garante que X, tende, efectivamente, para uma raiz da equagdo
X2 = a: a raiz positiva ou seja Va.

24. Critérios particulares de convergéncia. Diz-se que
uma sucessao up é crescente, quando cada um dos termos € menor
do que o seguinte, isto 6 quando un<up+4, VnelN. E claro
que esta condicao equivale a esta outra:

n<m = Un<Um

Diz-se que uma sucessao u, é decrescente, quando cada um
dos seus termos é maior que o seguinte (e, portanto, maior que
todos 0s seguintes).

Uma sucessdo up diz-se mondtona, sse é crescente ou é decres-
cente.

Diz-se que u, é crescente em sentido lato, quando se tem
Un€ Un+1, Vne IN.

Analogamente se define ‘sucessdo decrescente em sentido lato’
e ainda ‘sucessdo mondtona em sentido lato’.
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Uma sucessdo up diz-se /imitada, quando todos os seus termos
tém mddulo inferior a um certo nimero; isto é, sse existe algum
nimero L tal que

lupl<L , V¥nelN

(Para exemplos, ver Compéndio de Algebra, 6.° Ano, pp.148-149.)

CRITERIO DAS SUCESSOES MONOTONAS. Toda a sucessdo
limitada que seja mondtona (mesmo em sentido lato) é convergente.

Demonstragao:

No caso de uma sucessdo u, crescente em sentido lato,
cujos termos sejam todos positivos, a demonstragdo pode fazer-se
de modo semelhante ao seguido no n.° 18 para provar que a
sucessdao xp era convergente. Como todos 0os u, ndo menores
que um certo nimero L, a parte inteira de u, ha-de estabilizar-se
a partir de certa ordem (porqué?). Depois disso, é o algarismo das
décimas que se estabiliza, pois ndo pode crescer para 14 de 9. Depois
ainda, estabiliza-se o algarismo das centésimas. E assim sucessiva-
mente. E claro que o nimero representado pela parte inteira e
pelos algarismos decimais assim estabilizados é o limite para que
tende up.

Se up é uma sucessdo decrescente em sentido lato, limitada,
e cujos termos s@o todos positivos, a demonstragdo é perfeitamente
analoga (é o caso do n.° 18; veja o exemplo das pp. 60-61).

Finalmente, os restantes casos reduzem-se aos anteriores, no-
tando que: 1) a partir de certa ordem os termos da sucessdo séo
todos positivos, todos negativos ou todos nulos; 2) se u,->a,
entdo —up—> —a.

(Convém ver o exemplo do nimero =, dado no Compéndio de
Algebra, 6.° Ano, pg. 169.)
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CRITERIO DAS SUCESSOES ENQUADRADAS. Dadas trés
sucessoes Up, Vp, Xp tais que

(1) Un< Xp< Vp Vvn € [N,

se up e v tendem para um mesmo numero a, também Xp —> a.

Demonstragao*:

Se lim up = lim vy = a, entdo lim(up -~ v,) = 0. Por outro lado,
a condigao (1) implica

O0<K Xp=upn<Vh—-u, , VnelN

e, como para todo o 3> 0, existe uma ordem r tal que

n>r = |vp—up|<3d (porqué?)
também

N>r = [Xp—Upl <9 (porqué?)
e, portanto, xp—> a, q. e. d.

25. Simbolos de impossibilidade e simbolos de inde-
terminacgéo. O teorema do limite do quociente (n.° 22) exclui a
hipétese em que o divisor tende para zero. Consideremos, agora, essa
hipétese, isto 6, suponhamos que o dividendo, u,, tende para um
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nimero real a qualquer e que o divisor, v,, tende para 0, embora
seja sempre vph # 0. Neste caso, ndo podemos dizer que

Up a
—— converge para —
Vn

E, desde ja, vamos ver porqué. Dois casos se podem dar:

1. caso: a # 0. Neste caso, ndao existe quociente de a por 0O,
isto é, nao existe nenhum numero x tal que O-x=a (porqué?).
Por outros termos:

A equacdao O-x=a & impossivel.

Por isso mesmo, a expressdao a/0, que deveria indicar 0 quo-
ciente de a por O, é chamada um s/imbolo de impossibilidade. Sao
pois simbolos de impossibilidade, por exemplo, as expressdes

1 3 -2 V2 =

2.° caso: a=0. Neste caso, qualquer nimero real x verifica a

condicdo O-:x = a. Esta equagdo é, pois, indeterminada e, por isso

mesmo, se diz que a expressao —8— é um simbolo de indetermina-

¢ao.

Conheceremos outros simbolos de indeterminagéo.

Vamos ver agora como, nos casos em que se obtém simbolos
de impossibilidade ou indeterminagdo, ainda se pode chegar muitas
vezes a conclusdes Uteis na teoria dos limites.
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26. Limites infinitos. Seja

uph=2 e vy=10"" , vnelN

Entdo up>2 e vp—0. Ora, up/vy, vem a dar a sucessio:

2 2 2 2

01 " 001 0001 " 10M "
ou seja:

20 , 200 ; 2000 ; . o 2%90" ;

Esta sucessdo ndo €& convergente, isto é, ndo tende para
nenhum numero real, mas apresenta a seguinte particularidade
notavel:

Os termos da sucessdo tornam-se definitivamente superiores a
qualquer nimero dado, isto é: qualquer que seja o nimero real L
existe uma ordem r, depois da qual todos os termos da sucessdo
séo superiores a L. Exprime-se este facto dizendo que a sucessdo
tende para o infinito positivo (ou que tende para + %, em que O
simbolo + o se |& ‘mais infinito’).

Dum modo geral:

DEFINICAO 1. Diz-se que uma sucessdo up tende para + oo,
e escreve-se

Un—>+ o0
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sse, qualquer que seja o numero real L, existe uma ordem depois

da qual todos os termos da sucessdo sdao maiores que L (). Sim-
bolicamente:

Up—=>+4+0 < VYL>0, dreiN: n>r=>up>L

Também se diz, neste caso, que up, é um infinitamente grande
positivo.

Por outro lado:
DEFINIGAO 2. Diz-se que u, tende para — © e escreve-se
Un - - 0

sse —up > +o. Também se diz, neste caso, que un & um /nfini-
tamente grande negativo.

DEFINICAO 3. Diz-se que u, tende para o e escreve-se
Up—> 0o ou limup= o

sse |up|—> +o. Também se diz, neste caso, que u, é um infinita-
mente grande (simplesmente).

Convém ver exemplos no Compéndio de Algebra, 6.° Ano,
pp. 150-152 e 165-166.

Quanto 3 nog¢do de ‘infinito matemaético’, interessa ler a ‘Nota
Histérica’ do Capitulo V desse Compéndio.

(') E claro que basta, neste caso, considerar nimeros L positivos.
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Desde ja convém lembrar que uma sucessdo é convergente, sse
tende para um numero real (/imite finito). Ora, se uma sucessdo
tende para infinito (+ o, — o ou apenas o), ndo pode tender para
nenhum numero real e é, portanto, divergente. Por este motivo, ndo
é correcto dizer ‘u, converge para »‘, mas apenas ‘u, tende para o’

Diz-se que uma sucessdo é propriamente divergente, quando
tende para + o ou para —o. E f4cil reconhecer que:

Toda a sucessdao mondtona néo limitada é propriamente diver-

r

gente, sendo o seu limite + o ou —ow, conforme a sucessdo é
crescente ou decrescente. Outro tanto se pode dizer relativamente
as sucessoes mondtonas em sentido lato.

Uma sucessao divergente que nao seja propriamente divergente
chama-se oscilante. Por exemplo, a sucessdo

-~ iy, =3 By =By s (1) s

é oscilante porque tende para o, mas nao para + o nem para — oo,
Por sua vez a sucessdo

T T =N v =V o

6 oscilante, porque nao tende para limite algum, finito ou infinito.

27. Operagoes com limites infinitos. Comegaremos por
estabelecer trés lemas:

1
LEMA 1. up—>0=>— > o (supondo up # 0, ¥neIN)
Un

Por outros termos: O inverso de um infinitésimo é um infinitamente
grande. |
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Demonstragao:

Suponhamos que up—>0, com u, #0, Vn, e seja L um nt-
mero positivo arbitrério. Entdo 1/L também é um nimero positivo e
existe, portanto, uma ordem r tal que

1
n>r= |up| < —L— (porqué?)

Ora

1 1

Upl < — = >L
[un]
1 1
e, como =' | (porqué?), tem-se:
lup| Un
1
n>r= oL,
funl

o que significa que 1/up —> oo.

1
LEMA 2. up—> ®©=>——->0 (supondo u, # 0, ¥ne€IN).
Un

Por outros termos: O inverso de um infinitamente grande é um
infinitésimo.

A demonstrag¢ao é analoga a anterior.

Estes dois lemas podem resumir-se num enunciado Unico:

Un>0<« — > o  (com u, #0 , VnelN)
Un
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LEMA 3. Se v, —> o e se existe um numero > 0 tal que
lun| > € a partir de certa ordem, entdo upvp - .

Demonstragdo™:
Suponhamos verificada a hip6tese e seja L um nimero posi-

tivo arbitrdrio. Entdo L/c também é um nlimero positivo e, portanto,
existe uma ordem r tal que

(1) n>r= 1vn|>__L_ (porqué?)
€

Por outro lado, existe uma ordem s tal que

(2) nN>s= |Uup|> ¢ (porqué?)
Entdo se for p o maior dos nuimeros r, s, virda de (1) e (2):

L
n>p=|vp|>__ Alup|> ¢
€

e portanto

n>p:>|UnVn|>L
O que prova que upvp — .

Posto isto, podemos demonstrar os seguintes teoremas:

TEOREMA 1. Se u, tende para um limite a diferente de zero
(finito ou infinito) e vy — ®, entdo upvp - .
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Demonstragdo*:

Aplicando o lema 3, basta demonstrar que existe um nu-
mero € >0 tal que |up| >¢ a partir de certa ordem. Ora isto
sera verdade, se up, > o (por definigdo). Resta-nos, pois, analisar
0 caso em que up tende para um numero a diferente de zero. Neste
caso, |up| — |a| (ver n.°c 21). Portanto, se tomarmos um ndmero posi-
tivo 3 < |a|, existe uma ordem r tal que

n>r= la|—3d< |upl<la| +3

la| — o la| + &
e I I ~ ___,_>__ .

]

Entdo, se pusermos e = |a| — 3, serd& >0 (porqué?) e

n>r=|up|>c¢ , q.e d.

TEOREMA 2. Se u, tende para um limite a # 0 e vp — 0,

entao 0w (supondo vh #0 , VnelIN).

Vn

Este teorema é consequéncia imediata do anterior e do lema 1,
visto que se tem: -

TEOREMA 3. Se uj, tende para um limite finito e vp — o
entao -3'-‘— -0 (supondo v, #0 , VnelN).
N _
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Demonstragao:

Suponhamos que up —a (finito) e v, —> . Entdo 1/v,—>0
e, pelo teorema do produto (n.° 22):

. Un . 1 ; .1
lim — =lim (up. — ) =limu,.lim—=a.0=0
Vn Vn Vn

TEOREMA 4. Se up,—> o e v, tende para um limite finito,

. u
entéo T“——>oo (com vop #0 , VnelN).
n

Este teorema é consequéncia do teorema 1, notando que, se v,
tende para um limite a finito, entdo 1/v, tende para um limite
diferente de zero, que seré finito ou infinito, conforme a # 0 ou
a=0.

TEOREMA 5. Se up, tende para um limite finito e vp— ®,
entéo up + vp > .

Deixamos a demonstragdo ao cuidado do leitor.

28. Regras de célculo com o simbolo . A fim de facilitar
a aplicagdo dos teoremas anteriores, € cémodo adoptar as seguintes
convengodes:

. —0-=oo, se a#0. Ill. a.o =0, se a#0
a o

H -—=0, se a # . V. — =, se a# o
oy a

V. a+ o =0, se a # »™,
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Note-se que estas convengdes sdao as expressdes abreviadas,
respectivamente, dos teoremas 2, 3, 1, 4 e 5. Tais convengdes per-
mitem-nos, agora, generalizar os teoremas relativos aos limites da
soma, do produto e do quociente, tornando mais cémodo o célculo
dos limites. Assim, o TEOREMA DO LIMITE DO QUOCIENTE pode,
agora, generalizar-se nos seguintes termos:

O limite dum quociente é igual ao quociente do limite do
dividendo pelo limite do divisor, quando estes limites existem e néo
sdao ambos nulos nem ambos infinitos.

Por sua vez o TEOREMA DO LIMITE DO PRODUTO surge com
o aspecto:

O limite dum produto é sempre igual ao produto dos limites
dos factores, quando estes limites existem, sem que um deles seja
infinito e o outro nulo.

Finalmente o TEOREMA DO LIMITE DA SOMA generaliza-se
deste modo:

O limite duma soma é igual a soma dos limites das parcelas,
quando estes limites existem e nao sdo ambos infinitos.

Note-se que os teoremas da poténcia e da raiz também podem
ser generalizados. Assim, é facil provar que:

p

e S Vvp € IN.

Se up - %, entdo u

Se up, >+, entdo Vu, >+» , VpelN.
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Estes teoremas dao lugar as convengoes:

owP=0w, Voo=0cw se peiN

EXEMPLOS DE APLICACAO:

1+n 1+
—> .
3(1+%) 3(1 +0)

oo
= — =0
3

(1+Vn)(1+n2)>(1+Veo)(1+ ®)=0.+0=x

1 1
3ty 3*tg _ 3+0 3

1-Vn 1-Voo 1 - 00

Note-se que, nos dois primeiros exemplos, o limite é precisa-
mente + o, enquanto no terceiro o limite é — oo,

29. Novos simbolos de indeterminacédo. Na regra | do
numero anterior excluimos a hipétese a = 0. Nesse caso, obtém-se a
expressdo 0/0 que, como ja foi dito atrds, € um simbolo de inde-
terminagdo. Quando duas sucessées u, e v, tendem ambas .para
zero, todos os casos se podem dar a respeito do quociente u,{/vn:
ou é convergente ou tende para infinito ou nao tende para limite
algum. Veremos exemplos destes diversos casos, ao tratarmos de
limites de fun¢des de varidvel real.

Interessa-nos, agora, estudar novos simbolos de indeterminagao:

a) Simbolo %%. Nas regras Il e IV do nimero anterior excluimos
a hipdtese a = . Nesse caso, obtém-se a expressdao o /oo, que é um
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simbolo de indeterminacao. Quer isto dizer o seguinte: quando duas
sucessdes up e v, tendem ambas para oo, todos os casos se podem
dar a respeito do quociente up/v, como vamos ver com exemplos.

I. Seja
Uupb=n-1e vp=3n+1 , VnelN

Entdo up, - o e v, > oo. Por substituicio em up/v, obtém-se o
simbolo de indeterminacdo oo/, que nada esclarece. Porém, divi-
dindo ambos os termos da frac¢cdo por n, obtém-se:

uw -1 1-2 -1
= = -_> ) P
Vi 3n+t1 3+ 3+ 3
A sucessao up/vph converge, portanto, para 1/3.
Il. Sejaup=1-nevy=2+Vn , VnelN

Entdo up - », vy > o, e obtém-se, novamente, o simbolo o/
por substituicdo em un/vnh. Mas

1 1
Un 1-n ] =] ]
vyl srum g v n i M
n T ®© oo

Por conseguinte up/vy = .

IIl. Seja, agora, up=1+(—1)"n e vo=n , VnelN.
Neste caso, obtém-se ainda a indeterminagdao oo /o0, Mas

u 1
— = — 4 (=1)"
Vi n
97
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O termo 1/n tende para zero. O termo (—1)" nédo tende para limite
algum (finito ou infinito). Logo, a soma dos dois, igual a u,/vy,, tam-
bém nédo tende para limite algum.

Nos exemplos | e Il achou-se um limite para u,/vy; diz-se entéo
que se Jevantou a indeterminagdo (indeterminagdo aparente). No
exemplo lll ndo existe limite: diz-se entdo que é impossivel levantar,
a indeterminagédo (indeterminacgéo real).

b) Simbolo 0 x «. Na regra lll do nimero anterior excluimos
a hip6tese a = 0. Neste caso, obtém-se a expressdao 0 x o, que €
um simbolo de indeterminagao,; quer dizer: quando up, >0 e v, > ®
todos os casos se podem dar a respeito do produto upv, como se
pode ver com exemplos.

¢) Simbolo » — . Na regraV do ntimero anterior excluimos a
hip6tese a = . Neste caso, é-se conduzido, em geral, a um novo
tipo de indeterminag¢do. Mas convém, desde ja, notar os seguintes
factos, que é facil provar:

Se u, > +® e vy >+, também up + vy —> + ®©
Se up—>—o e vy —>— o, também up + vy > — ®©
Abreviadamente, podemos exprimir estes factos pelas férmulas:

(+0)+ (+)=+00, (—0)+ (—x0)=—0x»

Mas se up—>+® e v,—>—o (ou vice-versa), somos condu-
zidos & expressdo

(+o) + (-8)
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que abreviadamente se escreve o« — « e que é um simbolo de inde-
terminagdo. Seja por exemplo:

un=3nevy,=-Vn , VnelN.

Entdo u, > + o, vo >— e somos conduzidos a indeterminagao
o — o0, para up +vp. Porém

- 1
Un+vp=3n-Vn=n@B-—=)> o x (3-—) = »
o

Vn

Portanto, neste caso, up + vh > o (mais precisamente
Up + Vp = + ). Outros casos se podem verificar.

NOTA. Quando duas sucessbes u, e v, tendem para oo sem
sinal determinado (uma pelo menos), todos os casos se podem dar
a respeito de up + v,. Deste modo, a expressdo o + o deve, em
rigor, ser considerada um simbolo de indeterminagéo.

30. Limite da exponencial. Seja a um nimero real qualquer
e consideremos a sucessdo

B 82 8 o B e

constituida pelas sucessivas poténcias de expoente natural de a.

TEOREMA. Se a>1, a sucesséo n\)‘an tende para + o (1).

ne

(1) Neste caso, empregamos a expressdo rigorosa ‘sucessdo n. ,a~ em

vez da expressdo abreviada ‘sucessdo a_’, para evitar possiveis equivocos.
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Demonstracao:

Suponhamos a> 1. Entéo, se pusermos h=a-1, serd h>0 e
a=1+h, donde, segundo a férmula do binémio:

(1) an= (1+h)P=1+nh+ (J)h + ...+ h"

Mas, como h>0, os termos (2), ..., hn sd@o todos positivos se
n>1 (e nulos se n=1). Logo, de (1) resulta:

(2) a"n>1+nh , VnelN

Com esta féormula é facil agora demonstrar que a" — + o, Com
efeito, seja L um nldmero real qualquer. Ora, de (2) resulta:

1+nh>L=a">1L

Mas

L-1
1+nh> L¢>n>—h—

Logo

L=1
n>T=>a">L

Daqui se conclui:
vLelR , dpelN: n>p=at>L

Mas isto significa que a" - + o, q. e. d.
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EXEMPLOS:

2" >+ , 1,01">+00 , etc.

COROLARIO 1. Se |a|>1, entdo a" — oo.

Com efeito, |a"| = [a|", quaisquer que sejam aelR, nelN.
Entao, se |a| > 1, tem-se pelo teorema:

la|" >+ e portanto |a"] > + o
ou seja a" - o (cf. n.c 26, pg. 88).
E claro que |a]>1<a>1Va<-1.Sea> 1, entdo a" - + o

como j& vimos. Se a< —1, entdo a" —> o« sem sinal determinado.
Por exemplo, se a = — 2, tem-se a sucessdo oscilante:

-2, 4, -8, 32, -64, ..., (-2)", ... >

COROLARIO 2. Se |a|< 1, entdo a" - 0.

Com efeito, suponhamos |a| < 1. Entdo se pusermos k = 1/a, vem:

1
k] = —>1
|a]

e portanto k" - o segundo o coroldrio anterior. Por outro lado,
tem-se a = 1/k, donde

1

a" = i e portanto a" -0 (porqué?)
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EXEMPLOS:
1 .n
- —2—) -0 , 075"—->0 , 0,9999" >0

A primeira destas sucessoes tende para O por valores alternadamente
positivos e negativos. E as outras duas?

Podemos escrever entdo 0,75" -0t , etc.

Resta-nos analisar o caso em que |a]=1, isto é em que
a=1oua=-1.Sea=1, tem-se 1" =1 para todo o n e assim
a" >1.Sea= -1, tem-se a sucessdo —1, 1, —1, ... que, como vimos,
ndo tende para limite algum. Em resumo:

a>1=>a"»>+o
la|>1=>al—> o
a< —1=a" oscilante

laj<1=>a"—>0

a=1=a"->1 , a=-1= a" ndo tem limite(').

31. Soma de todos os termos duma progressido geomé-
trica. Como é sabido, sendo r um numero real qualquer, chama-se
progressdo geométrica de razédo r toda a sucessdao em que cada termo

(1) Ver exercicios no final do nimero seguinte.
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a partir do segundo é igual ao produto do anterior por r. Se for
a o primeiro termo, a progressdao geométrica de razdo r sera

a , ar , ar?2 , ard® ,

e vé-se que o termo de ordem n (termo geral) é:

(1) an=a rn-1

Vamos, agora, supor sempre a # 0. Como é sabido, a soma
dos n primeiros termos da sucessdo (1) é dada pela férmula

1"

(2) Sh=a
1—-r

, quando r # 1

Tem-se, com efeito, supondo r # 1,

1-m
=T+r+r2+ ..+ M1
1-r
e portanto
1—m
a - =a+ar+..+am1 =8,
-r

Consideremos, agora, a sucessao

S4s Soi v O wns
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Quatro casos se podem dar("):

7.0 caso. |r|<1. Entdo, aplicando o coroladrio 2 do numero
anterior e lembrando que a e r sao constantes na sucessao, vira:

1—m 1-0 a

2.° caso. |r|> 1. Vir4, entao, aplicando o corolario 1 do ndmero
anterior e lembrando que a # 0:

Mais ainda, é féacil ver que:

r>1=>S8,~>+w se a>0e S,>—» se a<0

r<-1= S, oscilante

3.0 caso. r=1. Agora Sh,=a+...+a (n vezes) = na e por-
tanto S, > o, visto que a # 0.

4° caso. r=-—1. Agora S;=a, S,=0, Sz3=a, ... e, como
a # 0, vé-se que Sy néo tende para limite algum.

(') Serd conveniente estudar antes disto os exemplos concretos mais
simples (I, Il e V) que v&m a seguir, indo assim do particular para o geral. Convira,
depois, voltar do geral ao particular, aplicando a teoria a exemplos concretos
menos simples.
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Desta anélise, resulta em particular o seguinte

TEOREMA. A sucessdo S, € convergente, sse |r|<1. Neste
caso, tem-se:

lim Sp=——
o 1—r

EXEMPLOS:

I. Consideremos a progressdao geométrica

1 1 1 1 1 1 1
2 ' 4’8 32 64 128 ' 256

cujo primeiro termo é a=1/2 e cuja razdo é r=1/2. A soma dos
seus n primeiros termos é:

1 1- ()" 1

1
Sn X_....____21—_=1—,___
2

2 =1 2N

e portanto, neste caso, S, > 1.

Este limite aparece intuitivamente ao nosso espirito como sendo
a soma de todos os termos da sucessdo. Teremos pois assim uma
soma com uma infinidade de parcelas, que somos levados a repre-
sentar pela expressdo:

1 1 1 1 1
(3) Mg ST N -Gy R a2

2 4 8 16 2"
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ou, abreviadamente, por qualquer das expressoes:

1
(3" ¥ — , X —, etc. (n, k, etc. sdo indices mudos).
n=1 2N k=1 2K

A expressao (3) ou qualquer das suas equivalentes (3') é cha-
mada uma série geométrica e, precisamente, a série geométrica de
razao 1/2, cujo primeiro termo é 1/2.

O valor destas expressoes seréd, pois, o limite da referida sucesséo
Sp. isto é:

o 1 |'(1+1+ +1)
—=lim(—+—+ ..+ —
k=1 2K 2 4 2n

Este exemplo estd relacionado com o PARADOXO DA DICO-
TOMIA (DE ZENAO), numa das suas formas:

Tudo o que se move tem de percorrer metade do caminho,
antes de chegar ao fim; tem de percorrer, depois, metade do que resta
(ou seja 1/4 do total); depois ainda, metade do que resta (ou
seja 1/8 do total) e assim sucessivamente. Deste modo, nunca chega
ao fim, o que equivale a dizer que néo existe movimento.

A situagdo é descrita na figura seguinte:

1/4 1/8

~ -

I | ! l =l

0 172 1

Segundo as consideragdes anteriores, poderiamos dizer que o
percurso total (ou seja a unidade) é a soma de uma infinidade de
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parcelas indicada pela expressdao (3). Matematicamente, o paradoxo
é resolvido de modo anéalogo ao que se indica no Compéndio de
Algebra, 6.° Ano, para o paradoxo da tartaruga. O exemplo seguinte
aplica-se a este paradoxo.

Il. Consideremos a dizima infinita de periodo 1

1111111111,

que se escreve abreviadamente: 11,(1). Esta dizima representa, por
definicdo, o limite da sucessao

10 11 Tl THFG 10195 1111115,

cujo termo geral é a soma dos n primeiros termos da progressao
geométrica de razao 0,1:

10: 1: 01; 0.01; 0,001 ...; 1ON+F2; ..

Ser4, pois, agora a =10, r=1/10 e portanto

- 1-0,1"
2 1-01
donde:
10 100 1
n —> = =11"'—
1-0,1 9 9
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lll. Seja a dizima infinita de periodo 327

0,327 327 327 ... = 0,(327)

Esta equivale a expressao

0,327 + 0,000 327 + 0,000 000 327 + ...

que é a série geométrica de razao 0,001, cujo primeiro termo é 0,327.
Tem-se, pois, neste caso:

| 0327 327
lim Sn = =
1-0,001 999

ou seja 0,(327) = 327/9989.

Analogamente se reconhece que

5(37) =56+0,(37) =5 + 37
r 4 99’

8
2,3(8) =23+ =23+—, etc.

0.(8)
10

e que, dum modo geral, toda a dizima periddica representa um
numero racional.

A reciproca, como se sabe, também é verdadeira: todo o numero
racional é representével por uma dizima periédica (cujo periodo pode

ser 0, em particular). E é facil ver porqué. Consideremos, por
exemplo, o niimero racional 35/273. Ao aplicar o processo habitual
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da divisdo para converter esta fracgdo em dizima, os restos parciais
sem virgula sdo, necessariamente, menores que o divisor, 273; hé, por
isso, quando muito, 273 restos parciais diferentes (sem virgula), e
assim chegard um momento em que reaparece um destes restos, O
que dé4 origem a uma sequéncia de algarismos que se vai repetindo
indefinidamente. Essa sequéncia de algarismos é precisamente 0
periodo.

Note-se que, em geral, o facto de uma dizima ser periédica tem
interesse meramente tedrico, sobretudo se o nimero de algarismos
do periodo é muito grande. Basta lembrar que, na prética, se trabalha
normalmente com valores aproximados, representados no sistema
decimal com um numero limitado de algarismos exactos (12 nos
melhores computadores).

IV. Considere a progressao geométrica de razdo —1/2 e cujo pri-
meiro termo é 1/2. a) Calcule, sob a forma de dizima, a soma dos
n primeiros termos da progressé@o, sendon=1, 2,3, 4,5,6,7, 8 e
represente os resultados sobre um eixo. b) Calcule, sob as formas
de fracgdo ordinéria e de dizima, a soma de todos os termos da pro-
gressdo, e indique de que modo S, tende para essa soma.

V. ASAPHAD, historiador 4rabe, conta que SESSA apresentou
o jogo de xadrez, que acabara de inventar, a SHERAN, principe da
India. Perguntando-lhe este que recompensa queria, SESSA respon-
deu: ‘Que V. Majestade se digne dar-me 1 grdo de trigo pela primeira
casa do tabuleiro, 2 pela 2.2, 4 pela 3.2, e assim sucessivamente,
duplicando sempre até a 64.2 casa’. Encantado com a modéstia do
inventor, o principe ordenou aos seus ministros que lhe satisfizessem
o pedido. Pergunta-se: a) Quantos grdos de trigo receberia SESSA?
b) Que 4rea seria necesséria semear para colher esse trigo, supondo
que 1 hectare produz 25 hl e que 1 hl contém aproximadamente
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2 000 000 de graos? (Basta apresentar os resultados com dois alga-
rismos exactos, utilizando logaritmos ou a régua de célculo.)

Resp.: a) 2%%-1 ~ 1,8 x10"'° gréios; b) 3,6 x10'" ha.

Obs.: Como a éarea total das terras sobre o Globo é aproxima-
damente 1,3 x 10'° ha, seria necesséria mais de 28 vezes esta 4rea
e, descontando as terras incultas, seriam necessérios vérios séculos
para pagar o trigo prometido.

Este exemplo mostra como é rdpido o crescimento exponencial,
isto &, o crescimento da fungdo exponencial a” quando a> 1 (tam-
bém se diz ‘crescimento em progressdo geométrica’ em vez de ‘cres-
cimento exponencial’). Note-se porém que, se a base é maior que 1
mas préxima de 1, o crescimento s6 comega a ser rapido a partir de
uma ordem elevada. Exemplo: calcular, por meio de logaritmos, a
ordem a partir da qual se tem 1,01" > 1000.

Analogamente, se |a| <1, a" tende em geral rapidamente para
zero, mas se |a| é proximo de 1, a convergéncia s6 comecgard a
ser rapida a partir de uma ordem elevada. Exemplo: calcular a ordem
a partir da qual se tem 0,99" < 0,01.

EXERCICIOS RELATIVOS AO NUMERO ANTERIOR

l. Indicar quais das seguintes sucessdes sdo convergentes e
determinar os respectivos limites:

Bn+1 4 2n+1 <
a) ; b) VBn+2n . ¢) Vsn+ (-5)n
: 5N + 2n

d Vi(-B)n+2n|; e) VBn+2n4+ (=2)n
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Il. Indicar uma condi¢do suficiente a que devem satisfazer dois

nGimeros reais a, b, para que a sucessdo V|an + bn | seja con-
vergente, e determine, nesse caso, o limite.

l1l. Problema anédlogo ao anterior para

Van + bn +cn|

IV. Sendo @ um nimero maior que 1 e r um numero real
qualquer, achar sucessivamente os limites de

V*. Sendo a um nimero real qualquer, achar o limite da suces-

W n
Sao 'a—' .
n!

Ver respostas no final do nimero seguinte.

32. Aproximacdes por meio de séries. Série binomial”
H4& métodos de aproximagdes sucessivas que ndo se enquadram no
esquema dos métodos iterativos. Um deles é o método dos desen-
volvimentos em série. Segundo este, 0s sucessivos valores apro-
ximados sdo obtidos a partir de uma sucessdo

U1, U2, sy Un, s
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adicionando sucessivamente 0s seus termos, o que d4:

Uq, Uy +Uy Uqg+Uz+ U3, ..., Ug+ U+ ... +Up,...

Designaremos por s, a soma dos n primeiros termos da suces-
séo dada, isto é, ponhamos

n
Sh=U;+Uz+..+Up= 3T Uk
k=1

Assim, a partir da sucessdao dada, obtivemos uma nova sucessio,
de termo geral s,. O que interessa na prética, primeiro que tudo, é
gue a nova sucessdo seja convergente. Representando por s o seu
limite, isto é, pondo s =lim s, é-se levado a escrever entdo

S=U, +U,+..+Uy+..

ou, condensadamente,

Em qualquer hipétese, a expressao

Ug+Ug+ ...+ U+ ...,

oo
ou a sua abreviatura n21 u, é chamada uma série, cujos termos
S80 U4, U, ..., Un, ... Portanto, em matemética, a palavra 'série’

n&o significa o mesmo que ‘sucessao’ ao contrério do que acontece
na linguagem vulgar.

112



COMPENDIO DE MATEMATICA

A série diz-se convergente, se a soma s, dos seus n primeiros
termos é convergente quando n aumenta indefinidamente; isto é,
se a sucessdo sy, tende para um limite finito, s. Neste caso, o limite s
é chamado a soma da série, e entdo s4, S5, S3, ... Sp, ... SA0 0OS suces-
sivos valores aproximados da soma da série.

Se a sucessao s, é divergente, a série também se diz divergente.

O primeiro exemplo de série que se nos apresenta naturalmente
é o das séries geométricas, estudadas no nimero anterior. As séries
geométricas estdo na base do estudo geral das séries, que tem
como objectivos fundamentais estabelecer:

1) critérios de convergéncia, isto é, condigcdes que sejam
suficientes ou necessdrias (ou ambas as coisas) para que a série
dada seja convergente;

2) processos de calculo que permitam, dada uma série con-
vergente e um nimero positivo 3, determinar n de modo que s,
seja valor aproximado de s a menos de 3(1).

Alids, é de notar que as prdprias dfzimas infinitas sao séries,
representadas abreviadamente.

Por exemplo, a dizima periédica 0,666 ... 6... € uma abrevia-
tura da série geométrica

6 6 6 6
-+

* % , W i
10 100 1000 10n

(') Na prética, trabalha-se geralmente com valores aproximados dos termos
U, Uy ... @ entdo haverd que contar também com o erro da prépria soma s,
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e, na préitica, o célculo da soma de uma série consiste afinal em
passar esta & forma de dizima.

Um outro exemplo importante de série é o das séries binomiais.
Como é sabido, sendo r um ndmero inteiro > 0, tem-se, para
todo o xe€IR:

r
(1+x)0'=3 xk=1+mx+ (Hx2+ ... +x
k=0

Suponhamos, agora, que r é um ndmero real ndo pertencente
a INg, e continuemos a escrever neste caso:

r(r=1) ... (r-k+1)
LY o
k) = o , VkeNg

Como, agora, se tem r # k, Yk, o coeficiente binomial (}) néo
se anula por maior que seja kK e assim, em vez de uma soma com
um numero finito de parcelas, tem-se uma série

00}
(1+x)T= = (E)xk = +x+ (D)x2+ ...+ (F)x0 + ...
k=0

chamada série binomial.

Ora bem: prova-se que esta série é convergente se x| <1 e
que, neste caso, a soma da série é de facto igual a (1 + x)*, Vx € |R.

As séries binomiais t8m numerosas aplicagdes. Vamos indicar
apenas uma, de caracter elementar. Suponhamos que se trata de cal-
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cular V23 (cf. n.o 18) pelo método dos desenvolvimentos em série.
Como

23=25~9,

tem-se:

2L
5

- 9
V23=¥25(1-2) =2(1-)

Como, por outro lado, 9/32 < 1, podemos aqui aplicar a série
binomial:

9 1 1 9 ll-1) 9 2
(1= )% =1 + B0 (27
32 5 32 2 32

L 21 .. 1 .
. mrVig=2) 8 %,
2 x3 32

Note-se que, para o célculo aproximado da soma da série, é preciso
reduzir as fracgées ordindrias a forma decimal. A série converge rapi-
damente, mas este método para o célculo da raiz é muito menos
expedito que o de NEWTON, mesmo quando se trabalha com um
computador.

Veremos que sdo conhecidas diversas séries para o célculo do
nimero T com a aproximagao que se queira; mas ha umas Cuj‘a}'con-
vergéncia é mais rapida que outras.

EXERCICIO. Verificar que, se r= -1, o desenvolvimento de
(1+x)" em série binomial coincide com o desenvolvimento em série
geométrica de razao x.
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RESPOSTAS AOS EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR
I. S&o convergentes todas menos a terceira e o limite é 5.

Il. la|>1|b] ou |b|>lal. O limite é |a] ou |b|, conforme
la| > |b|] ou |b| > |al.

lll. Por exemplo: |a] > |b] > |c|. Neste caso o limite é |a|.

IV. O limite é sempre oo, isto é: a exponencial a" (com a> 1)
cresce mais rapidamente que qualquer poténcia de n (ou ainda:
é um infinitamente grande de ordem superior 3 de qualquer poténcia
de n). A ideia-chave é a mesma da demonstragdo do teorema do
n.c 30, considerando mais termos no desenvolvimento binomial e
atendendo a este facto: ‘Se v, > + o e up 2 v a partir de certa
ordem, entao up —> + ',

V. O limite é zero. A ideia-chave consiste em considerar um deter-
minado namero natural p> |a|] e decompor a"/n! num produto de
dois factores, o primeiro dos quais é a constante aP/p!, notando que
se tem:

| lal

k p

, Yk>p sea#0

(considerar em primeiro lugar o casoc a > 0).

Em particular, se a> 1, vé-se que a exponencial a" é um infini-
tamente grande de ordem inferior @ de n!| Alids, j4 no 6.° ano
se tinha observado que a funcdao factorial cresce rapidissima-
mente.

116



COMPENDIO DE MATEMATICA

33. Um método geral de resolugdo de equacdes algébri-
cas de qualquer grau®*. O método que vamos expor resumidamente
chama-se método de Graffe (do nome do matemdtico suigo que o
inventou hd mais de um século) e baseia-se num facto muito sim-
ples, que é a generalizagdo dos resultados dos exercicios Il e Ili
do n.° 30:

Seja p um numero natural qualquer (fixo) e «,, &5, ..., ap NUme-
ros quaisquer, reais ou complexos, tais que

oy | > loeg] 2 lag| 2 ... 2 |op]

Nestas condigdes, a sucessao de termo geral

n .
Viel+ah+ .+ od|  (com n varidvel)

tende para |o.|(1).

Para maior clareza, consideremos, em primeiro lugar, o caso de
uma equagao do 3.° grau:

(1) ax3+bx2+cx+d=0 (a # 0)

de coeficientes reais. Designando por x,, X,, X5 as raizes desta equa-
cao, ja sabemos que se tem:

b c d
—-"—=X1 +X2+x3 ’—-—=x1x2+X1X3+X2X3 ’ —“‘—=X1XZX3
a a a

(') Supde-se que, neste momento, j& se conhece o conceito de ‘médulo
dum ndmero complexo” e a extensdao das propriedades dos médulos da soma,
do produto e do quociente ao corpo complexo. O aluno pode fazer, por si, a
demonstra¢do do facto enunciado.
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Dividindo ambos os membros de (1) por a e pondo b/a=A,,
c/a= A, d/a = A; obtém-se a equagdo equivalente:

(17 x3+A,x2+Ax+A;=0

Seja, agora, n um numero natural qualguer e suponhamos que foi
possivel achar, por qualquer processo, a equagcdo do 3.° grau que
tem por raizes x7, xJ, x7. Se a escrevermos sob a forma

(2) x3 + AlMxz + Ay + AlD) = 0
sera, pois:
=AM =M+ xD e x], A = x"xD + xTxG + xDx], ~ AP = x"x"x]

Em tudo o que segue supomos os indices 1, 2, 3, escolhidos de
tal modo que

Ixq] > |x2| > |X3l

Vamos, agora, considerar dois casos particulares (os outros casos
possiveis sdo tratados de modo analogo):

1.2 caso. As raizes x4, X,, X3 S80 reais e

1Xq[> |X5] > [x3].
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Entdo serd também |x,x,| > |x,X3| > [X,X3| €, aplicando duas vezes
a propriedade anterior, vé-se que:

VIAM] = Vixn+x0+x0] - |x4]

(quando n > )

VIAQI = leqxg +x0x] +x0x2] = [x,X;)

Portanto, se n for bastante elevado, teremos, com boa aproxi-
macgéao:

VIAMT = Ix,| , VA » |x,x,|

Uma vez calculados [x,| e [x,x,| com a devida aproximagao,
podemos calcular [x,| e |[x3|, por meio das férmulas

lX1X2| |X1X2X3| |A 3|
X, = ——— , [X3|= =
X 4] XX, IX4X,|

Resta, pois, achar os sinais das raizes, visto que j4 conhecemos
os seus mddulos. Para isso, hd vérios processos. O mais elementar
consiste em verificar directamente quais dos nimeros |x,|, = |X,],
Ix,1, —Ix,l, [x3l, —|x3] sédo efectivamente raizes. Trata-se, pois, de
calcular, com a aproximagao possivel, os valores de

f(ix4)) . f(=Ix4]) . et

sendo f(x) o primeiro membro da equagdo do 3.° grau proposta, e
ver quais sdo aproximadamente nulos. Este processo elementar tem
a vantagem de permitir um controlo dos célculos, evitando possiveis
erros cometidos no calculo dos médulos.
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2.° caso. As ralzes x, e x, sdo imagindrias (conjugadas) e
tém mddulo superior ao da raiz x 3 (real). Seja x, = u +iv, X, = u — iv,
com u, velR. Entdo |x,|=|x,|=Vu,+v, >|x;] e a suces-
sao cujo termo geral é

VIA(,")I = lef; + x0 + x1|
nédo converge. Mas, como
IX1X2| > [X4X3] = [X X3l
a sucessdo V|AUM] converge e tem-se, precisamente:
lim VTAD] = |x,x,|
Assim, teremos com a aproximagdo que quisermos
VIADT & |x,x,|
desde que n seja bastante elevado. Quanto a |x,|, tem-se:

X 41X X 5] 1A 3]

Ixal =
X 4 X 5| X 1%,

Como [x,X,| = XX, = (u+tiv) (u-iv) =u2+v2>0, o sinal de
X, serd o de —-A,. Finalmente, note-se que
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A partir de x,x, e x, + x, determinam-se x, e X, pelo processo

usual:
X, T X Xq¢ TR N2
1 2 . ¥t | 2
=t iy XXy~ [ ————
2 2

x
|

x
N
|
x
e=y
N+
b
N
|
>
x
N
|
TN
X
N+
X
N
S
X}

Um caso perfeitamente analogo é aquele em que as raizes x , € X,
sdo imaginérias, com médulo inferior ao de x,.

Mas, todas as consideragées precedentes foram baseadas numa
hipétese: a de que sabemos construir a equagdo (2), cujas raizes
sdo x7, x3, x3, qualquer que seja neIN. No entanto, é claro que
basta saber construir tais equagoes para valores de n tao grandes
quanto se queira. Ora, isso é possivel por meio de um artificio muito
simples, que vamos indicar.

Consideremos, de novo, a equagao
(3) x3+Ax2+Ax+A;=0
Esta equagao é equivalente a
xX3+Ax=-A,x2-A,

Esta, por elevagdao ao quadrado, implica a seguinte:

X8 + 2A,x% + AZx2 = ATx4+2A A,x2 + A2,
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equivalente a:
x6— (A% —2A,)x4 + (AZ-2A,A)x2-A2=0
Pondo, agora, x2 =y, vé-se que a equagao obtida
4 y3-(AT-2A,)y+ (AZ-2AA)y-A3=0

tem como raizes x>, x3, x2. A equacdo (4) é chamada a transfor-
mada de Graffe da equagao (3). E é evidente que nada nos impede
de continuar a usar em (4) a letra x em vez de y como incégnita.

Posto isto, podemos proceder para (4) como se fez para (3):
a transformada de Griffe de (4) ter4 como raizes x7, x5, x3. Por
sua vez, a transformada de Gréffe desta ter4 como raizes x5, x3, x5.
E assim sucessivamente. Dum modo geral, sendo p um ntémero natu-
ral qualquer, ao fim de p operagbes deste tipo, obtém-se a trans-
formada de Graffe de ordem p da equagdo (3) e essa transformada
tem como raizes

x7 , sendo n=2°

Como se vé, podemos assim alcangar muito rapidamente valores
elevados de n. Por outro lado, a uniformidade mecénica do processo
torna-o facilmente adaptavel ao célculo automético.

Se, em vez de uma equagdo do 3.° grau, tivermos uma do
4.° grau,

X4+ A x3+Ax2+Ax+A, =0,
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a transformada de Graffe sera:
x4 + A(2)x3 + A(22)x2 -+ A(32)x + A(2) = 0
1 4

com A@D=-AZ2+2A, AP =AZ-2A A;+2A, AD=-A%+2A.A,,
A® = AZ. E analogamente para as equagbes de grau superior ao
quarto. As restantes consideragoes sao também perfeitamente ana-
logas as que fizemos para as equagdes do 3.° grau, excepto no que
se refere a raizes imagindrias; para estas, o cdlculo das partes real
e imagindria, uma vez conhecido o médulo, torna-se mais complicado
quando aumenta o grau da equacdo. Sao conhecidos diferentes pro-
cessos para este Ultimo célculo.

EXEMPLOS:

I. Calcular as raizes da equagao x3—2x2-2x-4=0, com
7 algarismos exactos.

Este problema, como todos os que, neste volume, exigem calculo
automaético, foi resolvido na Divisdo de Mecéanica Aplicada do
L.N.E.C.

As sucessivas transformadas de Graffe, fornecidas pelo computador
até a ordem que pareceu conveniente, foram as seguintes:

x3+8x2-12x+16=0

x3 +88x2-112x+ 256 =0

x3 + 7968 x2 — 32512 x + 65536 = 0

x3 +6,3554048 . 107 x2 +1,2648448 . 107 x + 4,2949673 - 10° =0
x3+4,0391170 . 1015x2-5,4576513 . 1017 x+1,8446744 - 1019=0
x3 +1,6314466.1037 x2 + 1,4884247.1035x + 3,4028237 - 1038 =0
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Nas trés udltimas os coeficientes apresentam o aspecto com que
foram Jidas na resposta do computador(').

Note-se que, a partir da 4.2 transformada, os valores dos coefi-
cientes jé nao sdo exactos, porque a maquina sé fornece directa-
mente 8 algarismos exactos. Daqui resultam erros de arredondamento,
que se vao acumulando, mas que sdo depois compensados em grande
parte nas extrac¢oes de raiz.

De acordo com o que foi dito atrds, as equagdes anteriores tém
como raizes as poténcias das raizes x,, X,, X5 da proposta, com os
expoentes 2, 4, 8, 32, 64 e 128, respectivamente.

Efectuando as extracgdes de raizes com estes indices, conforme
foi indicado, a maquina forneceu as seguintes sequéncias de valores
aproximados para |x,|, [X,X5| @ |X,X;X3]:

X4 X 41X 5| X 1 X 2X 3]
2,8284271 3,4641016 4
3,0628143 3,2531531 4
3,0737509 3,6644218 4
3,0739475 2,7789282 4
3,0739475 3,56832857 4
3,0739475 3,56446541 4

Como era de esperar, os valores obtidos para |x,x,X3| sé@o
exactos, todos iguais a 4 (porqué?).

(') No papel escrito 3 méaquina pela teleimpressora, cada nimero é dado
por uma dizima de 8 algarismos, com parte inteira maior que O e menor que 10,
e pela caracteri/stica de logaritmo do nilmero, isto é, pelo expoente (positivo,
negativo ou nulo) da poténcia de 10 pela qual deve ser multiplicada a dizima;
esta aparece precedida do sinal — se o nimero é negativo, Por exemplo, a ex-
pressio—3.2612037© 04 representa o niimero—3,2512037 x 104 =—32512,037,
enquanto a expresséo 7.30266090© —37 representa o nimero 7,3025809 x 10-237,
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Na 1.2 coluna, os 8 algarismos fornecidos pela maquina estabili-
zaram-se logo a partir do 4.° termo: hé, portanto, sinais evidentes de
‘convergéncia, que levam a concluir que x, é raiz real.

Na 2.2 coluna, néo se observa qualquer sintoma de convergéncia,
0 que sugere o seguinte diagndstico: as raizes X ,,X 3 devem ter médu-
los iguais e sdo provavelmente imaginérias. Esta hip6tese é confirmada
pelo facto de nem sequer haver estabilidade no sinal do coeficiente
de x das transformadas de Graffe.

Vejamos, agora, qual o sinal de x,. Substituindo o dGitimo valor
aproximado de [x,| no 1.° membro da equagdo proposta, obtém-se:

(3,0739475) = — 0,00000013

O valor assim obtido (chamado residuo) é tdo préximo de zero,
que nao restam dulvidas sobre a conclusdo: a raiz x, é positiva e
tem-se, com 8 algarismos exactos:

x, = 3,0739475 (')

Posto isto, para terminar o célculo de x, e de x5, basta observar
que se tem x, + X, + X3 = 2, donde:

Xp+ X3 =2 - 3,0739475 = — 1,0739475

X2 ¥ X3
= —0,5369738 (parte real de x, e x,) e,

4
por outro lado, x,x, = = 1,3012584
3,0739475

(') Note-se que o facto de x, ser positivo podia j& concluir-se a priori
do facto de x, e x; serem imagindrias conjugadas (portanto xyx,>0) e de ser
X1X2X3 =4 > 0.
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Portanto, a parte imaginéria de x, e x5 seré:

X b X N2

Assim obtemos, finalmente, com 7 algarismos exactos:

X, =—0,5369738 + 1,006438 i

X5 = —0,56369738 — 1,006438 i
sendo o residuo, para ambos estes valores:
0,00000001 — 0,00000005 i

O tempo total de célculo na méquina para este problema foi de
cerca de 4 minutos. No entanto, se a maquina tivesse recebido
ordem para fornecer unicamente os resultados finais no célculo dos
mddulos, o tempo teria sido muito menor.

[l. Seja agora a equagao x®—4x* + x+ 5= 0. Neste caso, o
computador recebeu ordem para fornecer directamente os valores
aproximados de |x1 [, |x2| e |x3], que foram os seguintes:
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x4 ] X5 X 5]
3,7416574 1,7113069 0,78086881
3,2675799 1,7127384 0,89341400
3,2014124 1,7134676 0,91149119
3,1987004 1,7135375 0,91222681
3,1986912 1,7135379 0,91222918
3,1986912 1,7135379 0,91222918
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Manifesta-se, pois, convergéncia nas trés sucessdes (alids, a
méquina podia também ter recebido ordem para fornecer apenas os
valores com os algarismos estabilizados).

Quanto a sinais, verificou-se que x, e x, sdo positivos e x, nega-
tivos, tendo-se:

x, = 3,1986912 com o residuo —0,00000010
x, =1,7135379 » » » — 0,00000004
x;=-091222918 » » » — 0,00000001

I1l. Seja a equacao
X4+ x3—-4x2-5x-5=0

Neste caso, o computador forneceu os seguintes valores das
raizes, até a ordem decimal indicada:

x, = 2,2360680 (residuo: 0,00000091)
X, = —2,2360680 (residuo: 0,00000043)
X, = — 0,50000000 + 0,86602540 i

X, = — 0,560000000 - 0,86602540 i

residuo: — (4 +1i) 10-8

Alids, pode verificar-se que se tem exactamente, neste caso:
X =VB , Xgm=VE , Xgmo— i, Xem = =l —

e a razdo é simples: o 1.° membro da equagdao foi construido
propositadamente como produto de x2—5 por x2+x+ 1. Mas
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note-se que coincidéncias como esta sdo extremamente raras na
pratica, em que os coeficientes provém de dados empiricos.

NOTA IMPORTANTE. H4 métodos semelhantes ao de Griffe
que permitem calcular directamente os valores das raizes, sem passar
pelo célculo dos mddulos, o que os torna mais expeditos.

O método de Gréffe e outros congéneres sdo pouco satisfatérios,
quando hé raizes com mdédulos aproximadamente iguais (mas nao
exactamente iguais). Nesses casos, hd que utilizar, por exemplo,
métodos iterativos. Deve notar-se que, além do método de Newton
para o célculo das raizes reais, ha também métodos iterativos para
o célculo das raizes imaginédrias. Mas importa, desde j&, que a
seguinte ideia fique bem gravada no espirito do aluno:

Em matemaética aplicada, e nomeadamente no célculo numérico,
nao hé métodos universais que sejam igualmente eficazes para todos
os casos: o melhor método para um caso nao é, muitas vezes, o melhor
para outro. A matemética pura estd para a matemética aplicada, de
certo modo, como a medicina estd para a clinica, sendo uso
dizer-se neste Gltimo caso: ndo ha doengas, hd doentes. Aqui, a légica
tem de ser, muitas vezes, compensada com a intui¢do: a ciéncia
torna-se arte.
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34. Conceitos e propriedades elementares. Neste ponto,
deversd tomar-se como texto-base o Compéndio de Algebra, no
Capitulo V. A definigdo de ‘limite de uma fungao’, dada na p. 188
desse Compéndio, pode agora ser esclarecida por meio da Iégica
simbélica(?).

Seja f uma funcdo real de varidvel real. Trata-se de definir o
significado da frase:

f(x) tende para b quando x tende para a
que se escreve, abreviadamente:
f(x) > b quando x - a

sendo a e b constantes, finitas ou infinitas.

Esta expressdo tem um sentido bastante intuitivo, ligado a ideia

(') As consideragdes que vdo seguir-se dirigem-se mais propriamente ao
professor, para orientagdo didéctica. Mas devem também ser aconselhadas como
leitura aos alunos mais interessados.
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de movimento, sentido esse que se pode traduzir mais directamente,
lendo a expressdao do seguinte modo:

f(x) aproxima-se de b, quando x se aproxima de a,

ou ainda deste modo:

Quando x vai para a, f(x) vai para b.

Esta /intuicdo de caracter dindmico é muito valiosa e convém,
por isso, manté-la sempre viva no espirito, utilizando com frequéncia
as referidas maneiras de dizer. Mas, em matemaética, ndo basta a
intuigdo: é preciso definir os conceitos com rigor /égico, para poder-
mos sobre eles raciocinar com inteira seguranga.

Note-se que, nas frases anteriores, a conjun¢do ‘quando’ equi-
vale 3 condicional ‘se’, que se traduz pelo simbolo <. Portanto, inter-
pretada 3 letra, a expressao ‘f(x) - b quando x — a’ traduz-se simbo-
licamente por:

f(x) >b«<x—>a

ou, 0 que é equivalente, por:

x—>a=f(x) >b

Mas, as expressdoes ‘'x - a’ e f(x) - b’, consideradas iso/ada-
mente, nao tém qualquer significado que nao seja aquele intuitivo,
ligado a ideia de movimento. Com rigor I6gico, s6 definimos, até agora,
o significado de expressdes do tipo up, —>a, em que up é o termo
geral de uma sucessdo. Ora, a maneira de dizer intuitiva:

X aproxima-se de a,
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pode ser interpretada deste modo:
X toma uma sucessao de valores tendentes para a,

ficando subentendido que esses valores sdo todos distintos de a.

Assim, finalmente, a expressdo ‘f(x) - b quando x - a’' vem a
ser definida como abreviatura da seguinte:

Un—~>a Aup #a(vn)=f(u,) >b

e é isso mesmo o que diz a definicgdo 1 da p. 188 do dito
Compéndio de Algebra.

Subentende-se, é claro, que a implicagdo (2) é formal, isto 6,
deve verificar-se qualquer que seja a sucessdo u, considerada
(supondo que os valores desta pertencem todos ao dominio de f).

NOTA. Se em vez da notagdo u, usarmos a notagdo ¢(n), o
significado da expressdo ‘f(x) - b quando x — a’ serd dado mais pre-
cisamente pela seguinte:

¢->aAe(n) #a(Vne IN)?;focp»b
que &, como sabemos, uma abreviatura desta outra:
Vo:p —->a A¢(n) #a(VnelN)=fop —>b

Aqui, as varidveis n e ¢ sdo de tipos diferentes: o dominio da
primeira é IN; o da segunda é o conjunto de todas as sucessées
de numeros reais (aplicagbes de IN em I|R) cujos termos perten-
cem a Dy
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Assim, a anterior nogado intuitiva acabou por ser completamente
logificada (ou formalizada). Mas observe-se como foi profunda,
neste caso, a evolugdo que se deu no sentido da intuigcdo para a
légica.

35. Defini¢cédo de ‘limite de uma func¢éo’ segundo Cauchy”’.
Como vimos, a anterior definicdo de limite de uma fungdao de
varidvel real faz intervir a nogdo anterior de ‘limite de uma
sucessao’. Mas tal definicdo, cuja ideia se atribui a Heine, pode ser
substitufda por uma definicdo directa, devida a Cauchy. Bastard
considerar aqui o caso em que a e b sdo finitos (numeros reais).
Neste caso, a expressao intuitiva:

f(x) aproxima-se de b, quando x se aproxima de a

pode ser interpretada do seguinte modo:

Por menor que seja o numero positivo 8, existe um numero
positivo ¢, tal que f(x) estd na vizinhanga (38) de b quando x esté
na vizinhanga () de a.

Se a isto juntarmos a condigdo x # a, temos finalmente a defi-
nicdo de Cauchy, com & e b finitos:

DEFINICAO. Diz-se que f(x) - b quando x —a, sse:

V3>0, 3¢e>0: |[x-a|< e AX # a= |f(x)-b| < 3
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A figura junta ajuda a esclarecer esta definigdo

Quanto 3 intervengdo da condicdo x # a, esta sé ficard inteira-
mente clarificada quando se tratar da nogao de continuidade.

Resta saber se a definicdo de Cauchy é equivalente a anterior
(de Heine). Vamos ver que sim.

1.2 parte. Suponhamos que a proposi¢ao
(1) f(x) >b quando x —>a

é verdadeira segundo Cauchy. Queremos provar que também é ver-
dadeira segundo Heine; isto é: sendo u, uma sucessao qualquer
de nimeros reais distintos de a (pertencentes a D) tal que u, —a,
trata-se de provar que f(u,) - b. E 0 que vamos fazer.

Seja 8 um nlimero positivo arbitrdrio. Entdo existe um namero
positivo ¢ tal que

lup—a| < € = [f(uy)-b| <3 (porqué?)
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Por outro lado, como u, —a, existe um numero p tal que

n>p=|u-al<e (porqué?)
Logo

n>p = [f(uy)—bl <3

E, como 3 pode ser um nimero positivo qualquer, isto significa
que f(u,) >b e que, portanto, a proposicdo (1) é verdadeira
segundo Heine.

2.2 parte. Suponhamos que a proposicao (1) é verdadeira
segundo Heine. Queremos provar que também é verdadeira segundo
Cauchy; é, isto que:

(2) V3>0, 3e>0: [x-a|<eAx#a=z[f(x)-b|<3

Vamos prové-lo por redugcdo ao absurdo. Suponhamos que a
proposicdo (2) é falsa, isto é, suponhamos o seguinte:

Existe pelo menos um 3> O tal que:
() Vex>0 dIx:|x-al<eAx#aAlf(x)-b|] > 3

Seja entdo Sd um numero positivo que verifique esta condigdao
@ seja n um nimero natural qualquer. Como 1/n> 0, conclui-se de
(3), com == 1/n, que existe pelo menos um x tal que

1
(4) Ix-al< — Ax #aAf()-bl > 3
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Seja x, um determinado valor de x que verifique esta condigéo,
escolhido arbitrariamente (pode haver mais de uml). Assim, a cada
n € IN, fizemos corresponder um (e um sé!) ndimero real x, que
verifica as trés condigbes seguintes:

1
Ixn—al<—n— . Xp#a , [f(xp)—bl > 3§ (Vn)

Da primeira deduz-se:
(5) Xn —>a (porqué?)
Da terceira deduz-se:
(6) i) Ab  (porqué?)
E, como u, # a para todo o n, conclui-se que a proposi¢éao
f(x) ->b quando x—>a

é falsa segundo Heine. Mas isto é contra a hipétese. Fica, portanto,
provado o que pretendiamos.

36. Axioma de Zermelo". Na 2.2 parte da demonstragdo
anterior admitimos implicitamente que é possivel fazer corresponder
a cada nelIN um determinado valor x, de x que verifique (4),
escolhido entre vérios possiveis. Por outras palavras, admitimos o
seguinte:

E possivel efectuar uma infinidade de escolhas, independentes
umas das outras, para definir a sucessdo u, como foi indicado.
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Mas, pergunta-se: Como pode uma pessoa — mesmo que vivesse
uma eternidade — efectuar completamente uma infinidade de escolhas
independentes? (Por ‘escolhas independentes’ entende-se aqui ‘esco-
Ihas que néo fiquem predeterminadas, a partir de certa ordem, por um
processo qualquer’.)

Muitos mateméticos tinham admitido implicitamente essa possi-
bilidade, em vérias demonstragGes, sem se aperceberem de tal. Mas
bastou que o matemético ZERMELO (hebreu alemio) formulasse
explicitamente pela primeira vez essa possibilidade, como axioma
da légica (o famoso AXIOMA DA ESCOLHA), para que se levantasse
um imenso coro de protestos. Zermelo defendeu-se entdo dizendo
que a possibilidade admitida por esse axioma era puramente ideal
e deu ao seu axioma a seguinte forma /dgica, sem qualquer intervencédo
de conceitos psicoldgicos:

AXIOMA DE ZERMELO. Qualquer que seja a famlilia (F de con-
juntos nao vazios (finita ou infinita), existe pelo menos uma apli-
cagéo o que faz corresponder a cada conjunto X de (F um determinado
elemento x desse mesmo conjunto, isto é, uma fungédo ¢ tal que

e(X) =xeX , WXe(F

A esta fungdo @ podemos chamar ‘operador de escolha’, visto
que tal fungdo escolhe (ou selecciona), por assim dizer, em cada
conjunto X, um e um s6 elemento x desse conjunto.

Por exemplo, se cada conjunto X da familia (£, é o conjunto das
cidades de um mesmo pais, o operador de escolha pode ser o que
faz corresponder a X a capital desse pais. Neste caso, a famllia (7:'
é finita @ muitas outras fungbes de escolha podem ser definidas.

Se (# 6 o conjunto de todos os segmentos de recta do espago,
(F é infinito e um operador de escolha pode ser, por exemplo, o
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que é definido pela expressdo ‘ponto médio de’. E é claro que, uma
vez escolhido um referencial cartesiano, muitos outros operadores
de escolha podem ser definidos para esta familia.

Se {F & a familia de todos os conjuntos ndo vazios de niimeros
naturais, isto, é se ( =) (IN), a fungdo de escolha pode ser,
por exemplo, definida assim:

@(X) = 0 menor elemento de X (VX e(F)

Mas note-se, agora, o seguinte facto importante:

Se (F =P (IR), néo existe nenhum operador de escolha conhe-
cido, e admite-se que nunca venha a ser possivel definir algum.

No caso da demonstragdao do nimero anterior (2.2 parte) a
familia (£ & constituida pelos conjuntos X, assim definidos:

1
Xp={x:|x-a|< — Ax# aAlf(x)=b| >38,;} , VnelN
n

Ora, no caso geral (sendo f uma fungdo qualquer), ndo se conhece
nenhum operador ¢ tal que:

o(Xpn) =xn€X, ., VnelN

Mas a resposta de Zermelo, quando lhe eram apresentadas objec-
¢coes deste tipo, pode resumir-se nas seguintes palavras:

H4 muitas coisas que existem e que nés ndo conhecemos nem
viremos a conhecer.
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Este mesmo ponto de vista foi claramente expresso por HADA-
MARD nos seguintes termos:

I/l y a bien des choses que nous ne pouvons jamais connaitre
et qui, cependant, existent «en soi», indépendammant de la capacité
humaine de les décrire, indépendamment I'activité de notre espirit
et indépendamment méme de I'existence de I'homme sur la Terre.

Mas, aqui, levantou-se uma viva polémica, de caréacter filoséfico,
entre diversos matematicos, que se dividiram em duas correntes
principais:

1) A corrente dos matemdticos idealistas (ou platénicos),
caracterizada essencialmente pela aceitacdo do anterior ponto de
vista de Hadamard.

2) A corrente dos matematicos empiristas (ou positivistas),
que nado aceitam a referida posigcao(1).

Para estes ultimos, a expressdo: Existe pelo menos um ente ...
tal que ... significa o seguinte:

E possivel determinar (ou definir) um ente ... tal que ...

(') Sendo a matematica, por assim dizer, a esséncia do racionalismo, em
oposi¢do ao empirismo, pode parecer que a designacdo ‘matemético empirista’
seja contraditéria em si mesma. Note-se, porém, que racionalismo e empirismo
sfio duas atitudes complementares, e portanto insepardveis, do nosso espirito,
predominando uma ou outra conforme as pessoas e as situa¢des. J4 sabemos
que a matemética ndo é sd /bgica, sé racionalismo. Da conciliagdao dialéctica,
dinémica, das duas tendé&ncias, é que pode resuitar progresso. E note-se que a
palavra ‘empirismo’ ndo é tomada na acepgdo vulgar pejorativa (ver NOTA
HISTORICA do Cap. IV do Compéndio de Algebra).
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Por exemplo, a proposi¢ao:
dxeC: x8+3x2+1=0,
significa:

E possivel determinar (com a aproximacdo que se queira) um
numero complexo que verifigue a equagdao x8 + 3x2+1 =0.

O TEOREMA DE D'ALEMBERT (1.° volume, 2.° tomo, Cap. VI,
p. 155) afirma precisamente que toda a equacdo algébrica de coefi-
cientes em € e de grau n > 1 tem, pelo menos, uma solucdo em C.
Mas, as demonstragdes mais frequentes (e mais simples) deste teorema
sdo feitas pelo método de reducédo ao absurdo —e, por isso, tais
demonstragdes ndo sdo construtivas, isto é, nao fornecem nenhum
método para o célculo da solucdo (ou das solucées). Ora bem:

Os matematicos empiristas ndao admitem como validas demons-
tracoes de existéncia que ndao sejam construtivas.

Entre as demonstragées ndo construtivas figuram:

1) As que recorrem ao método de redugdo ao absurdo, baseado
no PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO.

2) As que recorrem ao AXIOMA DE ZERMELDO.

Deste modo, o principio do terceiro excluido e o axioma de
Zermelo nao foram aceites como axiomas da [ldgica, pelos mate-
maticos positivistas. Na Holanda, foi fundada por Brouwer uma
escola (1) que tem vindo a desenvolver uma nova légica e uma

(') Chamada ‘escola intuicionista’.
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nova mateméatica, ndo baseadas nesses principios. Mas, embora
essa escola tenha conduzido a resultados de real interesse, a verdade
é que, por outro lado, poe entraves excessivos ao progresso da mate-
mética. Vendo bem, as demonstragdes nao construtivas podem ser
bastante cémodas e Uteis, numa primeira fase da investigagao.

Por exemplo, as demonstracdes ndao construtivas do TEOREMA
DE D'ALEMBERT servem habitualmente para demonstrar a validade
de vérios métodos de célculo das raizes, tais como o método de
Gréffe (ver n.°c 33, pp. 117-128) e outros mais.

Em dado momento, havia muitos mateméaticos que aceitavam o
principio de terceiro excluido, mas ndao o axioma de Zermelo —o
que é, na verdade, um tanto ou quanto contraditério.

Hoje, pode dizer-se, a maioria dos matematicos aceita os dois
principios como hipdteses cémodas de trabalho, admitindo que é
indispensével um certo grau de idealizagdo platénica, para nao cair
num positivismo demasiado restritivo da actividade criadora do espirito.

NOTA. A vida de Zermelo foi tristemente atribulada pela polé-
mica, nem sempre correcta, que se levantou a volta do principio que
tem o seu nome, e depois, mais tarde, pelas perseguicoes que sofreu,
em consequéncia da sua origem hebraica. Tal como Cantor [0 fun-
dador da TEORIA DOS CONJUNTOS (1845-1918), também judeu
aleméo, que sofreu graves dissabores por causa das criticas sarcés-
ticas suscitadas inicialmente pelos paradoxos da sua teoria], Zermelo
passou grande parte dos Gltimos anos da sua vida em estado de
perturbagdo mental. Faleceu em Freiburg em 1953.

Tém sido encontradas vérias proposigées importantes, equivalen-
tes ao axioma da escolha, algumas delas formuladas pelo préprio
Zermelo.

37. Exemplos de limites de fun¢des circulares e das
fungdes exponencial e logaritmica. Neste momento, j& sdo conhe-

140



COMPENDIO DE MATEMATICA

cidas do aluno as fungbes circulares e as fungbes exponencial e
logaritmica, que fornecem exemplos importantes de limites.

Comecemos pela fungdo seno. Desde logo se vé intuitivamente
0 seguinte:

Quando x - + ®, a fungédo sen x nédo tende para limite algum,
finito ou infinito, visto que oscila sempre entre 1 e —1.

Logicamente, podemos demonstrar este facto, considerando por
exemplo as duas seguintes sucessoes:

u,=0 , u,=n , u,=2r , ... , Up=(n-T)mw ,
11 5n 9= 11 2(n=1)
V,=— , V,=— , Vo=— , w. , Vn=—<+2(n=1)x% ., ...
9 B g ¥ 9 = o

Qualquer destas sucessdes tende para + o, como é f4cil ver,
e, no entanto:

sen u, =0 (Vn), portanto sen up >0

sen vp =1 (Vn), portanto sen v, -1

Daqui se conclui que sen x ndo tende para limite algum
quando x —»> + o,

Analogamente se vé que nao existe limite de sen x quando
X —> =00, € 0 mesmo para cos x quando x > + o ou X > —®,
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Passemos, agora, a fungao tangente. A representagdo da tangente
por meio do circulo trigonométrico mostra que:

A funcédo tg x tende para +o quando x tende para w/2, por
valores menores que w/2 e tende para —o quando X tende para
7t/2 por valores maiores que /2, isto é:

limtgx=+o0 , limtgx=— o
TT— T+
X—> — X—> —
2
ou ainda:
T— T+
tg—=+0 , tg—2— = - 00

L

5 +nw e para a fungdo

Analogamente para todos os pontos

cotangente, nos pontos nx, com n € Z.

Seja agora a fungdo a*, com a> 0. Comecemos por supor
a> 1. Entdo, segundo vimos no n.c 30, p. 99, tem-se:

lim a" = + o0,

sendo n a varidvel natural. Mas, como a fungdo a* é crescente,
facilmente se deduz daqui que, sendo u, uma sucessio qualquer
tendente para + o, seré:

lim a'" = +
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Por conseguinte:

lim 5% =
et o B + o0, se a>1

Por outro lado, notando que a™* = 1/a*, conclui-se daqui que

lim aX = 0

L. , se a>1

Se a<1 (sendo a>0), a* tende para 0 ou para + «, con-
forme x > + o ou x> — oo,

Também, agora, é facil reconhecer que:

x_>+mlogax - i s loggx se a>1.

(Convém rever, agora, os gréficos das fungées 2* e log %)
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Como aplicagdo concreta dos resultados obtidos, consideremos
o caso de uma l&mina cravada num taco de madeira e que é afastada
ligeiramente da posigdo normal. Como é sabido, uma vez abandonada
a4 forga que a solicita para a posigdo normal, a |lamina segue um
movimento que, em primeira aproximagdo, podemos considerar
rectilineo e vibratério simples, isto é, definido pela equagéao:

X=a Cos w t

em que t é o tempo contado a partir do instante inicial, x a distancia
da ponta da ldmina & posi¢cdo normal no instante t (com o sinal +
ou — conforme estd no lado inicial ou no outro), @ a amplitude do
movimento, isto é, a distdncia méxima a posicdao normal e w a pul/-
sagéo, isto 6, w = 27/T, sendo T o tempo de uma oscilagdo com-
pleta (periodo).

Assim, como se vé, a e w sdo constantes, e x € uma fungao de t.
Ora, pelo que se viu atrds, x ndo tende para limite algum quando
t—>+ o: a |&8mina oscila eternamente entre as mesmas posi¢oes
extremas.

Mas nés sabemos que, na realidade, as coisas nao se passam
assim: a resisténcia de ar amortece cada vez mais as oscilagges.
Em segunda aproximagdo, a l&mina segue entdo um movimento
vibratdério amortecido, que é definido por uma equagao do tipo

x=eX a coswt

em que k é uma constante positiva (coeficiente de amortecimento).
Como |cos w t| < 1 para todo o t, vé-se que:

Ix|< aekt, vtelR
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E, como e"¥t >0 quando t > + o, conclui-se:
x—>0 quando t—> + o

Quer dizer: a amplitude das oscilagdes é cada vez mais pequena,
tendendo para zero, quando t—> + . Teoricamente, o valor de x
nunca se torna definitivamente nulo, isto é, a lamina nunca péara em
absoluto. Todavia, na prética, chega um momento em que 0 movi-
mento se pode considerar definitivamente terminado.

A figura junta descreve o fenémeno: sdo indicados, por um lado,
os gréficos das funcgdes aekt —aekt g por outro lado, o gra-
fico da fungdo aeKcoswt.

Recordemos, a propdésito, que os modelos mateméticos sdo sempre
esquemas, isto é, descricoes simplificadas (ou aproximadas) da rea-
lidade, pois seria impossivel uma descricao exacta. Alids, é sabido
que a prépria lamina ndao é constituida por uma porgdo continua
de matéria, mas antes por uma espécie de nevoeiro de §tomos, que
estdo em perpétuo movimento uns em relagdao aos outros.
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38. Indeterminacoes. O problema das indeterminagGes apa-
rece no célculo dos limites de fungdes de variavel real, tal como j4
tinha sucedido para as sucessoes.

Agora serd muito frequente a indeterminag¢do 0/0. Suponhamos,
por exemplo, que se trata de achar o limite de

x2-4

X2 -5x+6

quando x — 2. Tentando aplicar o teorema do limite do quociente,
é-se conduzido 3a indeterminacdo 0/0. Mas o facto de ambos os
polinémios x2 — 4 e x2 — 5x + 6 se anularem quando x = 2, significa

que ambos sdo divisiveis por x — 2. Tem-se entdo (aplicando a regra
de Ruffini ao segundo polinémio):

x2—-4= (x-2) (x+2) , x2-5x+6= (x-2) (x-3)

Portanto

E como, no célculo do limite quando x — 2, sé interessam
os valores de x distintos de 2, vem:

. xX2—-4 ; x—-2 0
lim = lim —

x>2 x2-bx+6 **2x-3 -1

=0
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Exemplos anélogos de indeterminagdes da forma 0/0 ou o/
aparecem nos exercicios do Compéndio de Algebra, Cap. VI,
pp. 198-199 (1).

39. Funcoes continuas. Quanto as definigdes e propriedades
elementares, pode seguir-se inteiramente o Compéndio de Algebra,
Cap. VII. Os professores e os alunos mais interessados poderdo
analisar a definicdo directa de ‘fung¢do continua’, segundo Cauchy:

Diz-se que uma funcdao f é continua num ponto a, sse a
pertence ao dominio de f e, para todo o 8> 0, existe um >0,
tal que, se x é valor aproximado de a a menos de ¢, entdo f(x) é
valor aproximado de f(a) a menos de 3; isto é, simbolicamente:

V3>0 31:>0: [x-a|< ¢ = [f(x) —f(a)| < )
Agora a condigdo x # a ndo é necessdria, visto que a implicagao
se verifica manifestamente, mesmo quando x = a.
Por exemplo, tem-se, qualquer que seja a> 0:

V3>0, 3¢>0: [x-a|< ez [Vx=-Va|<3,

o que significa que a fungdo xu\/§ é continua em todo o seu

(') Na&o vale a pena apresentar casos em que os dois termos da fracgéo
tdm ralzes multiplas comuns. O aluno aprenderd depois em Mateméticas Gerais
a Regra de /'Hépital que é bastante mais prética.
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dominio de existéncia. Mais geralmente, isto acontece com a fungéo
xup\/;c—, em que p é qualquer nimero natural. £ é isso, afinal, o
que diz o teorema do n.° 13, pp. 47-48, relativo ao célculo numé-
rico aproximado de uma raiz.

A nocdo de fungdo continua pode estender-se de modo anélogo
ao caso de fungoes de mais de uma varidvel. Consideremos, por
exemplo, uma funcéo f(x,y) de duas varidveis reais. Diz-se que uma
tal fungado é continua num ponto (a,b), sse este pertence ao dominio
de f e, além disso:

V38>0,3>0: [x-al|<eAly-b|< e If(xy) —f(ab)| <3

Por exemplo, sendo a e b dois nimeros reais quaisquer, tem-se,
segundo os teoremas dos n.® 5 e 9, relativos ao célculo numérico
aproximado da soma e do produto:

V3>0,3e>0: [x-a|j< e A |y—b|<;3 | (x+y)—(a+b)|< 3

V3>0,3e>0:|x-a|< e A |ly-b|< ez |xy — ab|< &
0 que significa, precisamente, que a soma x + y e o produto Xy sédo
fungdes continuas de x e y em todo o plano IR2. Por sua vez, o quo-

ciente x/y é fungdao continua de x e y em todo o seu dominio de
existéncia, que é o complementar da recta y = 0 no plano [R2,
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40. Conceitos fundamentais e regras de derivagéo. Sobre
este ponto pode também seguir-se o Compéndio de Algebra, no
Cap. VIIl. Quanto & dedugdo das regras de derivacio do produto,
do quociente e da raiz, pode agora tirar-se partido do estudo feito
no 8 1 e utilizar as notagées Ax, Ay, Au, Av, etc., atendendo & ana-
logia entre o conceito de desvio e o de acréscimo.

Assim, consideremos duas fungdes u = f(x), v = g(x) e um acrés-
cimo Ax dado a x. Sejam Au e Av os acréscimos correspondentes

de u e v, isto é:
Au=f(x+Ax) -f(x) , Av=g(x+ Ax)-g(x)
e ponhamos fg = ¢. Ora, j4 sabemos que se tem:

A(uv) = (u+ Au) (v+ Av) —uv
=uAv+vAu+ Au Av

donde:
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Portanto, em todo o ponto x em que f e g admitem derivada
finita, vem, aplicando os teoremas sobre limites:

. A(uv) . Av . Au
(1) lim % g Wm. gy lim
Ax—>0 Ax Ax—>0 Ay Ax—>0 Ax

visto que Au -0 (porqué?) e Av/Ax tende para um limite finito.
Mas, lembrando que u=f(x), v=g(x) e uv=~Ff(x)g(x) =¢ (x), a
igualdade (1) escreve-se:

e'(x) = f(x) g'(x) + g(x) f'(x)
ou, abreviadamente:

D(uv) = uDv + vDu
ou, ainda:

(uv)' =uv’' +wvu’ (1)

A extensdo a mais de 2 factores faz-se como no Compéndio
de Algebra.

(1) Estémos aqui a cometer o abuso de linguagem que consiste em tratar
as varidveis dependentes u,v, como se fossem as préprias fungdes f,g. A férmula
correcta seria (fg)’ = fg' + gf’ ou D(fg) = fDg + gDf. Mas o referido abuso de
linguagem torna-se inevitdvel, a partir de certo momento, para ndo complicar
demasiado as notagdes (principalmente em matemética aplicada). Apenas quando
houver perigo de confusédo, serd indispensével utilizar a linguagem correcta.
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Quanto a derivada do quociente, basta lembrar que

u u+ Au u
v  v+Av v
vAu-uAv
- v(v+ Av)

Daqui vem, supondo ainda u = f(x), v = g(x):

u Au Av
Av _ Vax—Uxx
Ax v(v + Av)

Portanto, em todo o ponto x em que f e g admitem derivada
finita e g(x) # 0, vird, por passagem ao limite quando Ax—>0 e

pondo f/g = ¢:

Vo = g(x) f'(x) - f(x) g'(x)
g(x)?

visto que Av >0 quando Ax ->0.

Em notagdo abreviada:

u vDu — uDv
D — =
v v2
ou, ainda:
( u y vu' —uv’
v v2
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Quanto a derivada da raiz, consideremos um ntdmero natural n
e um nldmero real xo # 0 (positivo se n é par). Entdo vird, para
X # Xo (cf. n.2 13, pp. 46-47):

X=X _ o @yn-kne k-t
Tere it L

donde:

Vx - Vxo 1
(2) = —
Ko Z (VK (Vi)

Ora, quando x — Xo, ('\/?)“‘k ('on)"‘1 tende para
(Vxo)" K (Vxo)*=1=Vx0=1 %0  (porqué?)

e, portanto, o primeiro membro de (2) tende para um limite finito
que é:

1
D Vx =
R=o n Vxi—1
0
Mais simplesmente, podemos escrever:
_ 1
D Vx=——
n n\/xn"'1

para todo o x # O (e positivo se n é par). Quanto a férmula (18)
do Compéndio de Algebra (p. 239), subentende-se que a férmula
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é aplicavel em todo o ponto x em que ¢ admite derivada finita e
tal que ¢(x) # O (positivo se n é par).

A regra da derivagao da fungdo composta pode ser deduzida
como no Compéndio de Algebra. Ndo esquecer, entretanto, a lingua-
gem moderna: se f(x) = ¢ [{ (x) ], diz-se que f é a fungdo composta
de ¢ com ¢ e escreve-se f = ¢ 0 .

Quanto a regra de derivagdao da fung¢do inversa, pode ser dedu-
zida como no Compéndio de Algebra, mas convém tratar desse assunto
mais adiante, imediatamente antes da derivada da funcdo loga-
ritmica, em cuja dedugdo se aplica o referido teorema.

41. Conceito de diferencial ('). Seja f uma fungao que
admita derivada finita num ponto x e ponhamos y = f(x). Entdo, a
todo o acréscimo Ax dado a x, corresponde um acréscimo Ay para y
e tem-se:

. A
(1) FiR) = Aa!'-"lo_A;

Ponhamos, agora:

2) Y =
T T

(') Antes deste assunto, convird tratar das aplicacGes das derivadas,
segundo o Compéndio de Algebra. Sobre o conceito de diferencial, importa
ver o Guial
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Seré pois r a diferenga entre a razao incremental e a derivada.
Supondo x fixo e Ax variavel, r é fungdo de Ax e tem-se, em virtude

de (1) e (2):

A)I(!—rr;o Jed”
Ora de (2) vem:
(3) Ay =f(x) Ax+rAx
e tem-se:
lim S - lim r=0
Ax—>0 Ax Ax —>0

Mas isto quer dizer que r A x é um infinitésimo com Ax de ordem
superior a de Ax. Nestas condigées, a férmula (3) diz-nos o

seguinte:

O acréscimo Ay é igual a f(x)Ax, mais um infinitésimo com

Ax de ordem superior & de Ax.

Mais ainda, se f'(x) # 0, tem-se:

rAx r
= -0 quando Ax—>0

f'(x) Ax f'(x)
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Donde, atendendo a (3):

Ay

———— —>1 quando Ax—>0
f'(x) Ax

Exprime-se este facto, dizendo que Ay e f'(x) Ax sao infinitésimos
equivalentes (isto é, o seu quociente tende para 1). Na prética, isto
quer dizer o seguinte:

Quando Ax é bastante pequeno, o termo rAx serd muito
pequeno em relacao a f'(x) Ax, e portanto desprezavel, o que nos
permite escrever, em vez de (3), a férmula seguinte:

(3 Ay = f'(x) Ax

Mas é preciso ndo esquecer que, em rigor, o acréscimo Ay ndo
é geralmente igual a f'(x) A x.

Chama-se diferencial da funcdo f no ponto x o produto f'(x) A x
da derivada de f em x pelo acréscimo A x da varidvel independente.
O diferencial de f em x representa-se por df(x) ou simplesmente por
dy, se pusermos y = f(x). Seré pois, por definigdo:

df(x) = f'(x) Ax
ou

dy = f'(x) Ax

Notemos, desde j4, o seguinte: em particular, se for f(x) = x,
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serd f'(x) =1 e portanto dy = 1+ Ax = Ax. Isto leva-nos a escrever
dx em vez de Ax, quando x é a varidvel independente. Ter-se-4, pois:

(4) dy = f'(x)dx

E a férmula (3) diz-nos, agora, o seguinte:

O acréscimo Ay difere do diferencial dy por um infinitésimo de
ordem superior & de Ax (ou dx) e pode escrever-se

Ay ~ dy

quando dx é bastante pequeno.

A figura junta esclarece, por intuigdo geométrica, o que se
acaba de dizer. A recta PB é a tangente ao gréfico da fungdo
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f no ponto da abcissa x; o seu declive é portanto, f'(x). Os
segmentos AP e AB, catetos do tridngulo rectangulo [PAB], repre-
sentam respectivamente dx e dy (dy = f'(x)dx), a parte o sinal. O
segmento AC representa o acréscimo Ay, a parte o sinal. A diferenca
Ay-dy é assim representada, em valor absoluto, por BC. Ora vé-se
que, quando dx tende para zero, esta diferen¢ga entre o acréscimo
Ay e o diferencial dy torna-se desprezével em relagdo a dy.

Assim, a substituicdo do acréscimo Ay pelo diferencial dy equi-
vale a substituir a curva pela tangente (ou seja, a substituir f pela
funcéo linear cujo gréfico é a tangente), o que, para valores bastante
pequenos de dx, ndo produz erro apreciavel.

Note-se, por ultimo, que a férmula
(4) dy = f'(x)dx,
que define o diferencial, pode escrever-se:

dy
dx

() = f'(x)

L. 4

e de Leibniz, para designar a deri-

Assim se explica a notacdo
vada de y em ordem a Xx.

Para os precursores do célculo infinitesimal, os diferenciais
eram infinitésimos actuais (ou indivisiveis) (). Deste modo, a deri-
vada seria o quociente de duas quantidades infinitésimas. Foi Newton,

(') Reler NOTA IMPORTANTE das pp. 71-72.
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ao que parece, quem primeiro concebeu a derivada correctamente,
isto 6, como limite da razdo incremental Ay/Ax, quando Ax — 0.
No entanto, a férmula (5) também é correcta, uma vez que se
defina dy segundo (4) e ndo como sendo igual a Ay.

42. Regras de diferenciagcdo. O conceito de diferencial,
como desde ja se pode reconhecer, estd intimamente relacionado
com o célculo numérico aproximado. Seja, por exemplo, f(x) = ¥V,
em que p € um numero natural. Como df(x) =f(x)dx e

P =,
(x) NYavr

sera:

dx

d Vaee—
X p Vxp-1

Esta ¢ uma férmula rigorosa, que, como ja tinhamos anunciado no
n.° 13, substitui a FORMULA APROXIMADA DO DESVIO DA RAIZ:

Ax

pV/xp-T"'

(1) AVx ~

Esta pode agora ser interpretada do seguinte modo: a diferenca
entre os dois membros de (1) é um infinitésimo com Ax de ordem
superior & de Ax.
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Da definigdo de diferencial

dy = f'(x)dx, sendo y = f(x),

e das regras de derivagao, resultam regras perfeitamente anélogas de
diferenciacdo:

d(u+v) = du + dv

d(uv) =udv+vdu com u = f(x), v=g(x)

u vdu — udv

v v2
Por exemplo:
d(uv) = (uv)'dx = (uv’ + vu')dx = uv'dx + vu'dx = udv + vdu

Note-se que as REGRAS DE DIFERENCIACAO DO PRODUTO
E DO QUOCIENTE substituem as FORMULAS APROXIMADAS
DO DESVIO DO PRODUTO E DO QUOCIENTE (n.°* 9 e 11).

Finaimente, convém notar que o conceito de diferencial se
estende a fungdes de mais de uma varidvel, sendo as regras de dife-
renciacdo perfeitamente analogas. No caso particular de uma fungéo
z = f(x,y) de duas varidveis, que verifique certas condicées, tem-se
por definicdo:

p 0z P oz p
Z=——0aX e ’
9 X Oy 4
0z oz ; - " :
sendo ax © By as derivadas parciais da fungdo, respectivamente

em ordem a x e em ordem a y. A primeira obtém-se derivando
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f(x,y) em ordem a x supondo y constante; e a segunda, derivando
f(x,y) em ordem a y, supondo x constante. Por exemplo, se

z=Vx2+3y
tem-se:
0z X 0z 3
ox Vx2+3y 3y B 2 Vx2 + 3y
e, portanto:

X
— . dX e
Vx2 + 3y 2Vx2+3y

(2) dVx2+3y= dy

Este resultado podia ser obtido, aplicando as regras de dife-
renciagao:

i 1
dVx2 + 3y = ——d(x2+3
y 2 Vx2 + 3y ( V)

1
" 2 Vx2 + 3y

(2xdx + 3dy)

Substituindo d por A e o sinal = por =, obtém-se a férmula
aproximada do desvio de Vx2 + 3y.

43. O conceito de diferencial nas ciéncias da natureza ().
J4 se viu qual o papel do conceito de diferencial no célculo numérico

(1) Este nimero é particularmente recomendével como feitura, para se com-
preender bem a aplicagdo do célculo infinitesimal as ciéncias da natureza, espe-
cialmente & fisica e & engenharia.
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aproximado. E corrente, em questdes concretas de matemética rela-
tivas s ciéncias experimentais e & engenharia, usar os diferenciais
como se estes fossem os préprios acréscimos das funcgées. Nisto
consistem os chamados ‘"METODOS ABREVIADOS DE CALCULO
E RACIOCINIO'. E evidente que tais métodos carecem de rigor,
pois, como vimos, ao substituir os acréscimos das fun¢des pelos
respectivos diferenciais, cometem-se erros. Mas, na prética, estes
erros sao desprezédveis, dentro de outros limites, e, nos raciocinios,
sdao compensados por outros erros da mesma ordem, de modo que se
chega muitas vezes assim a resultados vélidos. Os referidos métodos
abreviados sdo, pois, métodos heuristicos, isto é métodos que,
embora pouco rigorosos, permitem facilmente descobrir factos, que
podem depois ser demonstrados logicamente pelos métodos rigorosos
da matemética pura. No fundo, continua a seguir-se o0 método dos
indivisiveis (pp. 71-72) com uma sé diferenga: é que se tem agora
consciéncia da falta de rigor e da necessidade de confirmar pos-
teriormente os resultados a luz da légica dedutiva.

Convém, portanto, que o aluno fique desde j& prevenido de que
ird encontrar, com frequéncia, no estudo das ciéncias experimentais
nomeadamente na fisica, raciocinios que deixam muito a desejar do
ponto de vista do rigor 16gico. A razao é esta: nesses casos, sao nor-
malmente usados os referidos métodos abreviados de caracter heu-
ristico, e ndo hd tempo para fazer demonstragées rigorosas, que
sdao muitas vezes longas ou mesmo complicadas. Estas competem
aos matematicos.

Na NOTA HISTORICA do Cap. V do Compéndio de Algebra,
mostra-se como tal método pode ser usado para descobrir a férmula
da drea do circulo. De modo anélogo se pode descobrir a férmula
que d4 o volume da esfera (supondo j& conhecidas as que déo
a 4rea da esfera e o volume do cone).
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QOutros exeploms:

a) J4& sabemos que, num movimento de equagdo s = f(t), a
velocidade, em cada instante t, é a derivada f'(tf) do espago em
ordem ao tempo, derivada que também se representa por ds/dt.
Pois em linguagem abreviada raciocina-se deste modo: num inter-
valo de tempo infinitésimo [tt + dt], o movimento pode considerar-se
uniforme; logo, a velocidade v nesse intervalo (e, portanto, no
instante t) é o quociente do espago percorrido

ds = f(t + dt) — f(t)

pelo tempo dt, isto é, v = ds/dt = f'(t). |

Ora, nesse raciocinio hé dois erros: 1.°, supde-se constante a
velocidade no intervalo [t t+ dt]; 2.°, substitui-se o acréscimo
As = f(t + dt) — f(t) pelo diferencial ds. Mas é claro que os dois
erros se compensam e o resultado esta certo (7).

b) A quantidade de electricidade Q que passa numa dada
sec¢ao dum fio condutor durante um tempo t é fungdo de t:

Q =f(t)

Num intervalo infinitésimo [t t+dt], a quantidade de electri-
cidade escoada, dQ = f(t + dt) — f(t), é também infinitésima e pode
considerar-se proporcional ao tempo dt. A constante de proporcio-
nalidade, que representaremos por |, chama-se intensidade de
corrente no instante t. Tem-se, pois:

(1) Aqui ‘infinitésimo’ significa ‘muito pequeno’; mas j& sabemos que, em
rigor, ‘infinitésimo’ significa ‘tendente para zero’.
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Mas, em geral, | varia com t (é uma nova fungcdo de t) nédo
sendo constante no intervalo [t,t + dt], contrariamente ao que se
supds. Em rigor, a intensidade | devera ser definida pela férmula:

1=t = im 17 d;)t L

c¢) A quantidade de calor q necessdria para elevar de 0° a 1°
a temperatura de um grama de certa substéncia é fungdo de t:

q = ¢(t)

A um acréscimo infinitésimo dt de t corresponde um acréscimo
infinitésimo dq, de q, que pode ser considerado proporcional a dt.
A constante de proporcionalidade, v, chama-se calor especffico da
substéncia a temperatura t. Tem-se, pois:

dqg
= — 't
¥ 5 @'(t)

Mas + varia geralmente com a temperatura: é uma fungédo de t
(como no caso anterior).

NOTA IMPORTANTE. O acréscimo Ay = Af(x) de uma fungéo
num ponto x também é chamado diferenca finita da funcdo, prin-
cipalmente quando se consideram acréscimos da varidvel indepen-
dente todos iguais entre si, como sucede nas tabelas numéricas
(p. ex. nas de logaritmos). Como acabdmos de ver, a diferenca
finita Ay é, muitas vezes, substituida pelo diferencial dy. Mas também

muitas vezes se faz a substituigdo inversa:

O diferencial dy é substituido pela diferenca finita Ay (e portanto
a derivada pela razdo incremental), quando A x é bastante pequeno.
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Acontece isto correntemente em célculo numérico, como veremos
a propésito do célculo integral. Faz-se entdo aquilo a que podemos
chamar uma discretizacdo dos problemas: as varidveis continuas
(de tempo, espago, massa, etc.) sdo substituidas por varidveis dis-
cretas, com intervalos todos iguais. O problema fundamental que se
pbe entdo aos mateméticos é o de avaliar o erro que dal resulta,
para saber até que ponto a discretizacao conduz a resultados aceitaveis.

No fundo, trata-se pois ainda aqui de questées de convergéncia,
muitas das quais ainda estdo por resolver em vaérios tipos de pro-
blemas, pela sua extrema dificuldade. Quando os técnicos nao dis-
péem de critérios mateméticos rigorosos para controlar os resultados
dos seus célculos, sdo obrigados a verificd-los por meio de modelos
materiais, que reproduzem ou simulam, em escala muito reduzida, a
obra ou o fenémeno em estudo (modelos de barragens, modelos
aerodindmicos, etc.). Mas, além de morosos e caros, tais processos
empiricos apenas fornecem uma fraca aproximagao.

E de notar que os chamados ‘computadores analégicos’, baseados
geralmente em analogias eléctricas, constituem um meio termo entre
os métodos mateméticos e os processos de simulagao.

44. Derivacdo das funcoes exponencial e logaritmica.
Seja a um ndmero positivo qualquer, diferente de 1. Procurem
calcular a derivada da fungdo x, ,aX num ponto x qualquer. Neste

A
caso a razao incremental é:
ax+h_ gx ax . gh — gx
h h
ou seja:
ax+h _ ax ah -1
tH h T T
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Suponhamos que al—1 tende para um limite finito quando
h — 0 e representemos esse limite por A(a), isto é:

ah -1

(2) A(a) = h“-To =

Passemos, agora, ao limite em ambos os membros de (1),
quando h -0, lembrando que aX é constante (visto que estamos
a considerar x fixo e s6 h variavel). Vira, entdo:

ax+h_ gx

lim = aXA(a)
h—>0 h

Por conseguinte:

(3) DxaX=aXA(a) , vxelR , a>0 , a#1

Mas este resultado foi obtido na hipétese de existir e ser finito o
limite indicado em (2). Em tal hipétese, o limite A(a) serd a derivada
da fungdo a* no ponto zero (visto que a%=1) e representa, portanto,
o declive do gréfico da fungdo no ponto de abcissa zero. Ora,
demonstra-se efectivamente que esse limite existe e é finito(?).
Podemos, portanto, aceitar a férmula (3) como vélida.

(') Supondo a > 1, a demonstragdo pode fazer-se a partir dos seguintes
factos: 1) a fungdo é continua; 2) por menor que seja & positivo, os acréscimos
ad-1, a2d — ad, a33 — a2d sdo cada vez maiores (fungdo de acréscimos cres-
centes). Daqui resulta que a razdo (a"—1)/h, representativa do declive e da
secante, diminui quando h decresce para zero e, como é sempre menor que 1,
tende para um limite finito quando h — 0%, Isto implica, por sua vez, que
existe, @ § igual ao primeiro, o limite da razdo incremental quando h = 0~. E o
resultado estende-se facilmente ao caso em que a << 1.
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y a"
1
—-/
0 X

Se, no lugar de x, se tiver uma fung¢do u = ¢(x), com derivada
finita, vir4, pelo teorema das fungdes compostas:

(4) Dxa! = (Dya¥)Dxu = a¥ A(a)u’
Seja, agora, b outro nimero positivo # 1. Como
b = aloggb ,
tem-se, elevando ambos os membros a x:
bX = a xlogab,
donde, atendendo a (4), com u = x log, b:
Dy bX = axlogsb )(a)log,b
ou seja:

DybX = bX(a) log,b
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Mas, por outro lado, segundo (3), temos:
Dx bX = bXA(b) (porqué?)
donde, por comparagdo com a férmula anterior:
A(b) = A(a) logzb

Ora, podemos determinar b de modo que seja A(b) =1, isto &,
A(a) logzb = 1. Com efeito, esta igualdade equivale a

log.b = ;
9a a)

ou seja:

(5) b = g1/A(a)

O valor de b assim obtido (sendo a um némero positivo
arbitrario) é a base dos logaritmos neperianos, que se designa por e.
Demonstra-se que este nuimero é irracional. Com 11 algarismos
exactos, tem-se:

e=2,7182818284...

Ser4, pois, e = al/AMa), segundo (5), donde:
el(a) = a
e, portanto:

A(a) = log,a.
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Quer dizer: A(a) é precisamente o /ogaritmo neperiano de a,
que, em matemética aplicada, se designa muitas vezes por In a:

Ina = log,a
Em questboes de anadlise, € costume representar simplesmente
pela notagdo log a o logaritmo neperiano de a, dada a frequéncia
com que se apresentam al os logaritmos nessa base. Para evitar
equivocos, serd preciso representar por log, ,a o logaritmo decimal
de a. Todavia, em questéoes numéricas em que intervém sé loga-

ritmos decimais, continua-se, por comodidade, a omitir a base 10
em indice.

Costuma-se por:
1
M=log, e . donde:—ﬁ=loge10

Com 7 algarismos exactos, tem-se (1):

M =0,4342944 , 1/M = 2,302585

Lembrando que log,a = log, ,a-loge10, vem:

1
(6) loga= V log, ,a ~ 2,3026 log, ,a

(') As tdbuas de logaritmos costumam dar valores de ¢, M e 1/M com
muitos algarismos exactos. Ndo é preciso, evidentemente, fixar os valores de e,
M e 1/M, que séo dados aqui apenas para eventual consulta.
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Posto isto, a férmula (3) pode escrever-se:

(7) Dxa* = aX loga

Em particular, se a = e, vem:

(8) DyeX = eX , visto que log e =1

Vemos, assim, que a fungcdo e* tem a particularidade muito
notével de ser invariante por derivagéo. E, portanto, indefinidamente
derivdvel, sendo a sua derivada de qualquer ordem igual a e*.

Mais geralmente, se, em vez de X, tivermos u = ¢(x), sendo ¢
uma fun¢do com derivada finita, as férmulas (7) e (8) dao lugar
as seguintes, aplicando o teorema das fungées compostas:

Dyxa¥=alYloga-u" , Dxel=elu'

Note-se que a funcdo eX também se representa pela notagdo
exp x (ler ‘exponencial de x’). Tem-se, pois:

Dyexpu=expu-u’
EXEMPLOS:
I. Achar a derivada de 2 Vx-1 em ordem a x.

Tem-se;

log 2

D,2Vx-1 =2Vx-1 log2:D, Vx-1=2Vx-1 ————
X . X 2Vx-1
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1-—x2
Il. Achar a derivada de exp em ordem a x.
1+x2
Tem-se:
5 1-x2 1-x2 1-x2
exp = ex | ;
* Texz 0 Taxz X 14x2
e como
5 1-x2 =2x(1+x2)-2x(1-x2) 4x
*1+x2 (1+x2)2 (1+x2)2’
vem:
1-x2 4x 1-x2

D, exp = - exp
X 1+x2 (1+x2)2 1+x2

lti. Calcular, em ordem a x:

D e¥ , DeX* , D elt-VX)?

NOTA IMPORTANTE. A férmula (6) permite converter loga-
ritmos decimais em logaritmos neperianos, com certa aproximagao.
Por outro lado, os alunos devem ter presente que o célculo dos
valores de e* se pode fazer por meio de logaritmos decimais, atendendo

a que

log,, € =x log, 6 e=Mx

Alids, é da maxima conveniéncia que, neste momento, ou ante-
riormente, os alunos aprendam a utilizar a régua de célculo para
express0es numéricas do tipo aP. E também a utilizar o papel
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logaritmico ou semilogaritmico para linearizacdo de fungbes expo-
nenciais ou fungcdes poténcias.

45. Derivada da fung¢ao logaritmica. Seja ainda a um
nimero positivo diferente de 1. Da férmula (7) deduz-se a derivada
da fungédo log,x, aplicando a regra de derivagdo da func¢do inversa
(que convém previamente deduzir). Pondo y = log,x, vem:

Xx=aYy
Ora, segundo (7):

dx v
——=a’ log a
dy

Mas, segundo a regra da funcao inversa,

dy 1
A EX
dx T
Portanto:
dy 1
dx  aY log a
Comoy=log,x e x=a¥ , vir4 finaimente:
1
Dy logax =
x log a
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Em particular, com a = e, vem:

Dylog x = —
X

Se, em vez de x, se tem u = ¢(x), com derivada finita, vem,
pelo teorema das fungcdes compostas:

ul
Dy logyu = ————
ulog a
Em particular
ul
Dy log u= —
u

EXERCICIOS. Calcular, em ordem a x:
D log, (1+x2) , Dlog (1+e*) , Dlog (1+ Vx2+1)

2x eX X
T (1+x2)log10  1+eX | Vx2+1 (1+Vx2+1)

esp.

NOTA. As regras de derivagdo das fung¢bes exponencial e
logaritmica permitem deduzir facilmente a regra de derivagdo das
poténcias de expoente real « qualquer (racional ou irracional, posi-
tivo ou negativo). Tem-se, com efeito, x* = e*°9 X donde:

Dx* = De *l09 X = g l0g X D (4log X)

« 1
=X* — = ax%~
X
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Portanto:

Dx*=ax*"' , VaelR

46. Derivadas das funcoes circulares. As derivadas das
fungdes circulares directas sdo deduzidas no Compéndio de Trigo-
nometria, como se diz no Guia. Tem-se:

D sen x=cos x , D cos x=-sen x

Se, em vez de x, se tem u = ¢(x), com derivada finita, vem:

D sen u=cosuu’” , D cos u=-senu-u’

D tg u=sec2u-

Por exemplo:
D sen 3x=3 cos 3x , D sen2x=2 sen X cOS X
1
DefOSX - _gCSXgenx , Dtg(1+logx) =—sec?(1+logx)
X
3 sen2x cos X
D log(1+sen3x) = , etc.

1+sen3x

Para achar as derivadas das funcgdes circulares inversas (ver
Guia, 2.° volume, |, n.° 14), basta aplicar o teorema das fungdes

inversas.
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Assim:

'L s
a) Pondo y =arc sen x (comye [ — 5 ?]), vem:

dx
X=seny , — =COS Yy
dy
e, portanto:
dy 1
(1) =
dx cos Yy
Ora
T T
cos y=V1-sen?y = V1-x2 , Vye|[- = _2_]

Logo, de (1) vem:

1

D arc sen X = ——
V1-x2

b) Analogamente se reconhece que

A

1

D arc cos x=— ——
V1-x2

T (1
c¢) Pondoy=arc tg x (com ye[——-z— . —2— D . vem:

dx
Xx=tgy , — =sec?y
dy
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e, portanto:

dy 1

dx sec?y
Ora

sec?y =1 +tg2y =1+ x2
Logo:
5 1
arc tg x= ———
2 1 +%2

Mais geralmente, sendo u = ¢(x), com derivada finita:

u u
D.,arc sen U= ——— D,arc cos u= - ———
X " X e
V1-u?2 V1-u?2
D ol
arc tg u=
% 1+u?

Imagine e resolva alguns exercicios em que se apliquem estas
regras. '

47. Méximos e minimos, concavidades e inflex6es. Sobre
estes assuntos seguir o Compéndio de Algebra, Cap. VIIl. Como
ja foi observado atrés, convira até comecar a trata-los imediatamente
ap6s terem sido dadas as primeiras regras da derivagdo (antes do
conceito de diferencial), para que o aluno tome contacto, 0 mais
cedo possivel, com as aplicagées concretas do estudo das derivadas.
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Ao fazer a distingdo entre médximos (ou minimos) relativos e
méximos (ou minimos) absolutos, convém tomar nota do seguinte
teorema, que se pode aceitar intuitivamente, sem demonstragao:

TEOREMA DE WEIERSTRASS. 7oda a funcdo continua num
intervalo limitado e fechado [a, b] toma nesse intervalo um valor
méximo e um valor minimo (1).

E claro que tais valores tém de ser finitos (porqué?).

Note-se que esse maximo ou esse minimo podem ser atingidos
em mais de um ponto; basta lembrar o exemplo da funcdo seno
em intervalos tais como [0,4 =], [0,6 =], etc.

Quanto a exercicios sobre maximos, minimos, etc., dispomos agora
de maior variedade, visto ter sido alargada a classe de fungdes
cujas derivadas se podem determinar facilmente. Nos casos em que
intervierem fungbes exponenciais ou logaritmicas, convém ter pre-
sente qual é o sinal destas fun¢des, para poder aplicar o PRIN-
CIPIO DE DECOMPOSICAO. Para isso, é aconselhdvel comegar por
resolver os exercicios 10 e 11 do Cap. XXIll do Compéndio de
Algebra (7.° ano).

EXERCICIOS. Estudar o grafico das seguintes fungdes, relati-
vamente a sinais, sentido de variagdo e assimptotas:

x2 X
o -2x2 e -X
a) e 2 ; b) xe i) — ; d) e " cos x
X

Estude o gréfico da primeira no que se refere a concavidades e
pontos de inflexdo (respostas no final do numero seguinte).

(') Subentende-se ‘méximo absoluto’ e ‘minimo absoluto’.
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48. Teorema de Cauchy ('). Consideremos uma fung¢do f
continua num intervalo limitado e fechado [a, b]. Suponhamos que
f(a) # f(b) — por exemplo, f(a) < f(b) — e seja k um nimero
qualquer compreendido entre f(a) e f(b):

. f(a) <k < f(b)
[ 1 s
k ]
!
|
fo |- A :
| |
| l
] ]
a b

Consideremos agora, num plano cartesiano, os pontos
Au(a,f(a)), Bu(b,f(b)) e a recta y=k. O ponto A estd abaixo
desta recta e o ponto B estd acima da mesma (porqué?). Per-
gunta-se, agora:

Serd possivel ligar os pontos A e B por meio de uma linha
continua sem atravessar a recta x = k?

Vé-se intuitivamente que a resposta é negativa.

(%) A leitura deste niimero tem bastante interesse, mas néo 6 indispensével
para j4.
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Ora, o gréfico da fungdo f em [a,b] é uma /inha continua que
liga os pontos A e B. Logo, o gréfico corta necessariamente a recta
x = k pelo menos num ponto (pode cortar em mais de um: desenhe
a lapis, sobre a figura, linhas destas em vérios casos). '

Posto isto, seja ¢ a abcissa de um ponto em que o gréfico
corta a dita recta. Qual é o valor da fungdo f em c? Tem-se:

.f(c) =..

Vamos, agora, formular a conclusdo sob a forma de um teorema.
Hip6tese? f é uma fungdo continua em [a,b), f(a) # f(b), k é um
numero compreendido entre f(a) e f(b). Tese? Existe, pelo menos,
um ponto c entre a e b tal que f(c) = k. Este teorema, devido a
CAUCHY, tem importancia fundamental em anélise, e é demons-
trado rigorosamente em cursos universitdrios. Podemos enuncié-lo
do seguinte modo:

TEOREMA DE CAUCHY. Se f é uma funcdo continua num
intervalo limitado e fechado [ab], e se f(a) # f(b), entdo f toma
nesse intervalo, todos os valores entre f(a) e f(b).

Em forma intuitiva:

Uma funcédo continua nao pode passar de um valor a outro
sem passar por todos os valores intermédios.

Exemplo concreto: a temperatura de um corpo é funcido con-
tinua do tempo; logo, ndo pode passar de um valor a outro sem
passar por todos os valores intermédios. (Nisto mesmo,  aliés,
consiste a ideia vulgar de ‘variacdo continua’.)
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Associado ao teorema de Weierstrass o teorema de Cauchy toma
0 seguinte aspecto:

I. Uma fungdo continua num intervalo toma, nesse intervalo,
todos os valores entre o méximo e o minimo (se estes coincidem
a fungao é evidentemente constante no intervalo). ’

Outro aspecto do teorema de Cauchy é o seguinte:
Il. Se uma fungdo f é continua num intervalo [ab] e toma

sinais contrérios nos extremos do intervalo, entdao f tem pelo menos
uma raiz nesse intervalo.

f(a)

f(b)

No caso da figura tem-se f(a) >0 e f(b) <0, e existe um
ponto ¢ entre a e b tal que f(c) = 0. Ser4, pois, ¢ um zero de f
situado entre a e b.

Na prética, o teorema de Cauchy aplica-se ao célculo de raizes
reais de equagdes.

Consideremos uma equacgdo da forma

f(x) =0
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em que f é uma fungdo continua num intervalo [a,b] (fungdo real
de varidvel real). Se f toma sinais contrdrios em a e b, j4 sabemos
que existe, pelo menos, uma raiz de equagao entre a e b. Para
calcular uma tal raiz, pode-se comegar por dividir [a,b] em 10 partes
iguais e ver o sinal que f toma nos pontos de divisdo. Se f se anula
num desses pontos (0 que é pouco provavel), estd achada uma
raiz; caso contrdrio, existem, pelo menos, dois pontos consecutivos
a, e b,, em que f toma ainda sinais contrérios: entdo existe, pelo
menos, uma raiz entre a, e b,. Pode, agora, proceder-se para
[a,, b,] como se fez para [a, b], e assim sucessivamente. Ora, de
duas uma: ou um dos pontos de divisdo é uma raiz, que fica
assim calculada exactamente, ou se obtém uma sucessao de
intervalos [a,b,] dentro dos quais estd uma raiz r. Mas, neste
caso, tem-se:

b-a b—-a b-a

1 1 10 2 2—100 ’ e bn"‘an-— 10“ ’

0 que mostra que a, e b, sdo valores aproximados de r, respecti-
vamente por defeito e por excesso, a menos de (b—-a) x 10~ ". Pode-
mos, assim, calcular r com a aproximag¢ao que quisermos(?').

EXEMPLOS:

|. Achar as raizes da equagédo 2* = 3x + 1.

(') Este processo de célculo fornece uma demonstragdo construtiva do
teorema de Cauchy (cf. n.c 35).
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Uma das raizes é evidentemente 0. Para achar outra raiz, note-
mos que a equagdo é equivalente a seguinte:

2*-3x—1=0

Representando o primeiro membro por f(x), vé-se que f é uma
funcdo continua em IR e que, por exemplo,

f(3y=—-2 , f(4)=3

Portanto, segundo o teorema de Cauchy, existe, pelo menos,
uma raiz entre 3 e 4. Calculando os valores de f nos pontos

3.1; 3,2; 3.3; 34; 3b; 36; 3.7; 38;: 39
vé-se que f(3,5) <0 , f(3,6) > 0. Existe, pois, uma raiz entre 3,5 e

3,6, cujo valor com dois algarismos exactos é, portanto, 3,56. Analo-
gamente se calculava a raiz até as centésimas, até as milésimas, etc.

(Prova-se que a equag¢dao tem sé duas raizes, que sdo as
abcissas dos pontos da intersec¢ao da recta y = 3x + 1 com a curva

y = 2X,)

Il. Achar os maximos e minimos relativos da fungao y = x sen x
no intervalo [0,2w].

A derivada da fungao é:

y'=sen x+ X cos X

Uma das raizes da derivada é, precisamente, O e ai é facil ver
que y' passa de negativa a positiva: portanto, 0 é um ponto de
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minimo relativo. No 1.° quadrante é sempre y' > 0. Mas, no 2.° qua-
drante, tem-se y'=1 para x=7n/2 e y'= — &, para x ==. Portanto,
segundo o teorema de Cauchy, existe, pelo menos, uma raiz da deri-
vada entre ©/2 e w, que pode ser calculada por aproximagdes
sucessivas, como foi indicado. Pode, ainda, provar-se que essa raiz
da derivada entre /2 e  é Unica e que y’ passa de positiva a negativa
nesse ponto, que é, portanto, um ponto de mdéximo relativo.

Analogamente se prova que existe um ponto de minimo relativo
no 4.° quadrante. No 3.° quadrante é sempre y'<<0 e portanto y
é decrescente.

No entanto, o referido processo de calculo é demasiado laborioso,
sobretudo quando ndo se dispée de um computador electrénico.
Um método muito mais expedito é o método de Newton (ou
da tangente) que j& indicdmos no n.° 18, no caso particular ai
considerado.

RESPOSTAS AOS EXERCICIOS DO NUMERO ANTERIOR

a) y=e%X'2 (=x), y'=(x2-1) e**/2, Como e **> 0,
vx € IR, tem-se y"> 0 para x< 0, yY< 0 para x>0 e o sinal
de y* é o de x2-1, portanto y*">0 para x<-1Vx>1, e
y'< 0 para -1 <x<1. Logo, y> 0 em IR, crescente em | —o0, O[,
decrescente em ]O, + o [, maximo em O, pontos de inflexdo para
x =1 e x=— 1, concavidade para baixo em ]-1, 1[, etc. Assimptota:
y = 0. b) Negativa para x < 0, positiva para x> 0, nula para x =0,
decrescenteem | — o0, —1/2[ e ]1/2, + % [, crescente em [-1/2,1/2],
minima em —1/2, méxima em 1/2, assimptota y = 0. Curva simétrica
em relagdo a origem. ¢) y<0 para x<0, y>0 para x>0, y=»
para x = 0 (+ o 2 direita, — 3 esquerda), decrescente em ]-oo, Of
e ]0,1[, crescente em 1, + [, minimo relativo em 1, assimptotas
x=0, y=0. Concavidade para baixo em |-, O, para cima
em ]0, +[; ndo tem pontos de inflexdo. d) Zeros e sinais
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iguais aos de cos X; y'=—e~X (sen x + cos x), logo y'=0 para
X = 3n/4 + nt (n € Z); minimos relativos de y para x = 3 ©/4 + 2nm,
méximos relativos para x=77/4 +2n~n; deduz-se dai onde vy
cresce e onde decresce. Assimptota: y=0 (s6 a direita).

49. Método da tangente (ou de Newton)('). Conside-
remos uma equagao

(1) f(x) =0

Suponhamos que a fung¢do é continua e admite derivada conti-
nua num intervalo [a,b]; e que, além disso, f(a) e f(b) tém sinais
contrérios. Existe, portanto, pelo menos uma raiz de f nesse intervalo.
Seja x, um primeiro valor aproximado de uma tal raiz (por exemplo
x,=a ou x,=b). Como jé sabemos, se o acréscimo x - x, for
bastante pequeno, o acréscimo f(x)—f(x,) é aproximadamente igual
ao diferencial, f'(x,) (x—x,), isto é: '

f(x) - f(x,) ~ (x-x,)f (x,)
ou seja:

f(x) ~f(x,) + (x—x1)f’(x1)

Podemos portanto, em primeira aproximagao, substituir a equa-
¢do (1) pela equagdo em x:

(2) f(xq) + (x=-x,) f(x4) =0

(1) Leitura facultativa, recomendével antes da visita a um centro de célculo
automético. :
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Como a equacgdo (2) é linear, diremos que, na passagem de (1)
para (2), a equacao (1) foi linearizada. Resolvendo (2), vem suces-
sivamente:

(x—x4) F(x,) =—F(x,)

f(x,)
f'(x,)

f(x4)
fxq)

, supondo f'(x,) #0,

- 1:.—

X = Xq

Representemos por x, esta raiz da equagdo (2), isto é:

f(x4)
f(x4)

X2=X1-

Podemos tomar, agora, X, como segundo valor aproximado da
raiz de (2) em questdo e proceder para x, como se fez para x,
e assim sucessivamente. Fica, pois, definida uma sucessdo x,, a
partir de x,, pela férmula de recorréncia:

f(xn)
(xn)

(3) Xn+1 = Xp =

Suponhamos, agora, verificadas as seguintes condigdes:

I. f é continua e diferente de zero em [a,b].
II. xpe[ab] ., VnelN
Ill. A sucessdo x, & convergente.
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Entdo, vird de (3):

. . f(lim xp)
im xp4+ 1 =lim xp - —— (porqué?)
f(lim x,)

donde, pondo r = lim xn = lim X, + 1:

f(r)
CF(r)

r=r

e, portanto

f(r) = 0

Quer dizer: uma vez verificadas as referidas hipéteses, a sucessio
Xn tem, por limite, uma raiz de (1) situada entre a e b.

Mas, como se consegue saber se as condi¢cdes Il e Ill sdo
verificadas?

Para isso, vamos recorrer a intuigdo geométrica. J& sabemos
que a substituicdo do acréscimo f(x) —f(x,) pelo diferencial
f'(x4) (x-x,) equivale a substituir a curva representativa de f pela
tangente a curva no ponto da abcissa x,. Com efeito, esta recta
tem por equagdo:

y = f(xq) + f(x,) (x-x,4)

O valor x, é a abcissa do ponto de intersec¢cdo da recta com
0 eixo dos x.
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e

Na figura junta considera-se o grafico de uma fungdo f, que
verifica as seguintes condi¢des no intervalo [a,b]: 1)f tem derivada
f' positiva (.. f é crescente); 2) f tem 2.2 derivada, f’, também
positiva (.. a curva tem a concavidade voltada para cima); 3) f(a) <0,
f(b) > 0.

Nestas condigdes, f tem uma e uma s6 raiz r em [a,b], (porqué?).
Experimentando o ndmero a como primeiro valor aproximado de r,
pelo método de Newton, vé-se que o segundo valor aproximado é
um ponto ¢ situado fora de [a,b]. Pondo x; = b, obtém-se um valor x,
situado em [a,b] e bastante mais préximo de r (tem-se r< x, < X,).
Continuando a aplicar o método de Newton deste lado, vé-se
intuitivamente, pela figura, que a sucessdo x, obtida tem todos os
valores em [a,b] e é convergente. Sdo, pois, verificadas as condi-
goes |, 1l e lll anteriores e, portanto, lim x, =r.

Observe-se que, neste caso, se tem f(a) <0, f(b) >0e f'(x) >0
em [a,b]. Portanto f e ' tém o mesmo sinal em b, mas sinais
contrérios em a.
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Dum modo geral, demonstra-se a seguinte

REGRA: Se f é uma fungcdo continua em [ab] tal que:

1) f toma sinais contrdrios em a e b;

2) f tem segunda derivada com sinal constante em [ab];

entdo f tem uma e uma s6 raiz em [ab], que pode ser calculada
pelo método de Newton; deve entdo tomar-se para primeiro valor
aproximado, x,, aquele extremo do intervalo [a,b] em que f e f”
tém o mesmo sinal.

EXEMPLOS:

l. Calcular Y23 com 7 algarismos exactos.

Note-se que V23 §é a raiz real da equagio
x5-23=0

(Como ja sabemos, esta equagdo tem mais 4 raizes, mas todas
imagindrias.) Representando por f(x) o 1.° membro da equagio,
vem:

f'(x) = bx4 , f'(x) = 20x3
f(1)=-22<0 , f(2)=9>0
Portanto, a raiz real procurada estd entre 1 e 2. No intervalo

[1,2], tem-se f’(x) > 0. No extremo 2 do intervalo, f e f* tdm o
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mesmo sinal: é, pois, esse o extremo que convém tomar para pri-
meiro valor aproximado. A férmula de recorréncia sers, agora:

f(xn) xg - 23
) T Tea
' (Xp) 5x

Xn+1 = Xp —

O célculo ja foi apresentado no n.c 18, pp. 60-61. Nesse §,
como se viu (n.°® 18 e 23), o método iterativo foi justificado por
via elementar.

Il. Calcular, com 7 algarismos exactos, a raiz positiva da
equacao

2X—-3x-1=0

Ja vimos no nimero anterior, exemplo |, que esta equagao tem
duas (e s6 duas) raizes reais: uma igual a zero e a outra situada
entre 3 e 4. E desta que se trata agora. Representando por f(x) o 1.°
membro da equagdo, vem:

f(x) = 2XIn2-3 , f'(x) = 2X(In2)2

Como f“(x)>0 com [3,4] e f(x) >0, vé-se que o extremo
favorédvel é 4. Utilizando a férmula de recorréncia

2Xn = 3xpn - 1
2% In2-3

Xn+1 = Xpn~—
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com x, =4, obteve-se por meio de um - 40000000 O + 01
computador, no L. N.E.C., a sequéncia - 36291881 © + 01
indicada a margem, tal como foi escrita - 35420414 6 + 01

pela teleimpressora (1). Aplicando a . 35376806 ¢ + 01
REGRA EMPIRICA DE ESTABILIDADE, . 35376701 6 + 01
que serd enunciada mais adiante, e admi-

tindo que o nimero de algarismos exactos duplica sensivelmente
em cada iteragdo, podemos aceitar que o seguinte valor aproximado
da raiz tem 7 algarismos exactos:

x = 3,637670

Note-se que uma dificuldade estd no célculo dos valores de 2X
para X = x,, X3... . Esse célculo foi feito pelo computador, em cada
iteragdo, por meio de um desenvolvimento em série segundo as
instrugbes de uma sub-rotina, incluida no programa. O tempo de
célculo na méquina ndo chegou a 1 minuto.

50. Método da corda (ou regra da falsa posicéo)*. Seja
ainda f uma fungdo continua em [a,b] e que tome sinais contrérios
em a e b. Para calcular por aproximagdes sucessivas uma raiz de f
situada em [ab], pode-se utilizar o método da corda, também
chamado «regula falsi» ou «regra da falsa posigdo». Consiste este
método em substituir a curva representativa de f pela respectiva
corda, cujos extremos sd@o 0s pontos

(af(a)) . (bf(b))

(') Cf. n.° 33, nota do exemplo I.
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e achar a abcissa da intersec¢do da corda com o eixo dos x. Ora,
uma equagao da recta que passa por esses pontos é:

x—a y-f(a)

b—a f(b)-f(a)

Fazendo nesta y = 0, obtém-se a equacdo em x que, resolvida,
dé o referido valor aproximado. Representando-o por x’, temos:

_ af(b) - bf(a)
f(b) — f(a)

Este método é menos expedito que o de Newton, mas tem a

vantagem de nado exigir condi¢gbes prévias além desta: f continua
com sinais contrarios em a e b.

f(a) A

Além disso, quando o método da tangente é aplicivel, o método
da corda fornece um valor aproximado da raiz situado do outro lado

desta, o que permite majorar o erro dos valores obtidos pelos dois
métodos associados.
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Todavia, na pratica, sobretudo quando se usam computadores
electrénicos, prefere-se adoptar a regra empirica de estabilidade,
que jé& foi atrds usada, e que serd enunciada mais adiante com
precisao.

51. Interpolacdo por diferencas finitas*. O método da
corda (ou regra da falsa posicdo) ndo se aplica apenas ao célculo
de raizes de equagoes. A falsa posicao (ou, melhor, a falsa suposigao)
que déd o nome A regra, consiste em supor que, no intervalo consi-
derado, a funcdo é /inear e que, portanto, os acréscimos da fungéo
sdo proporcionais aos acréscimos da varigvel. Isto é falso em geral,
evidentemente, mas o erro que dai resulta pode tornar-se desprezével
quando o intervalo é bastante pequeno, como sucede, por exemplo,
no emprego das diferengas tabulares em tdbuas de logaritmos.

Por outro lado, como j& se disse atrds, os acréscimos de uma
fungdo também se chamam diferengas finitas (por oposi¢do aos
diferenciais), especialmente quando correspondem a sucessivos
acréscimos /guais da variavel independente. Mais precisamente, ima-
ginemos uma tabela que fornega sucessivos valores y,, Y, Ya. ...
da fungdo, correspondentes a sucessivos valores x,, X, Xs, ... da
varidvel, conforme se indica a seguir:

X, X2 X3 X4 X5

) \ ) \ ¥
Y1 Y2 Y3 Ya Ys

sendo X, — X3 =X4—X3=Xg— X,=... Entdo 0s acréscimos sdo
chamados diferencas finitas da fun¢do na tdbua e, mais precisa-
mente, pimeiras diferengcas. Chamam-se segundas diferengas da
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funcao as diferengas finitas das primeiras diferengas e representam-se
do seguinte modo:

A2y, =Ay,— Ay, , A%y,=Ays- Ay, ,
Tem-se pois, por exemplo:
(1) A2y, =(y3-Y2) — (Y2=Y1) = Y3 =2y, + VY,

Por sua vez, as diferengas finitas das segundas diferengas sdo
chamadas terceiras diferencas e representam-se deste modo:

A%y, =A%,- A2y, , A%y,=A2y,—- A%y, ,
e assim por diante.

Por exemplo, para a fungdo y = 1/x, tem-se ('):

X y Ay A2y  Asy
3,0 0,33333

- 1075
3,1 0,32258 67

- 1008 -6
3,2 0,31250 61

- 947 -5
3,3 0,30303 56

- 891 -6
3,4 0,29412 50

- 841

3,5 0,28571

(') Exemplo dado por D. R. HARTREE em «Numerical Analysis», Clarendon
Press, Oxford.
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em que, por comodidade, as diferengas sdo representadas tomando
para unidade a centésima milésima.

O PROBLEMA DA INTERPOLACAO —que tem importancia
fundamental no moderno célculo numérico — consiste no seguinte:

Conhecidos os valores y,,¥,,...Yn+1, de uma funcdo f em
pontos sucessivos Xq,Xa,...Xn + ¢, determinar uma fungdo ¢ de dado
tipo, que tome nesses pontos os mesmos valores que f, e que permita
calcular os valores de f nos pontos intermédios, com certa aproxi-
magédo e com relativa facilidade.

O tipo de fungbes mais usadas para esse fim é o das fungées
polinomiais, sendo o grau do polinémio < n, se 0 nimero de pontos
xi for n + 1. Se, além disso, os intervalos entre estes pontos forem
iguais, isto &, se X3 — X, = X3 — X, = ... = Xn+1 — Xp €st4 indicado o
método de interpolagdo por diferengas finitas, que vamos descrever.

Comecemos por notar que
Y2=Y1+ Ay, , visto ser Ay, =y, -y,
Mas também y; =y, + Ay, e
Ay, = Ay, + A2y, , visto ser A2y, = Ay, — Ay,
Logo

Ya=Y2+ Ay, = (y,+Ay,) + (Ay,+A2%,)

=Y, +2Ay, + A%,
Analogamente se reconhece que

Ya=Y1+3 Ay, +3 A2y, + Aly,
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A analogia com a férmula do bindmio faz-nos prever que seja
Yn+1=Yy+nAy, + (D) A%y, + ..+ (§) APy, + .. x Ay,
ou ainda, convencionando que A%, =y,:

n nn=-1)...(n-p+1)
(2) Yn+1= X ~ Ay,
p=0 p!

Esta previsdo pode ser confirmada pelo método de indugéo
matemética, de que trataremos oportunamente.

E claro que a fé6rmula (2) também é vélida, substituindo n por
r=0,1, 2, ..., n. E surge, agora, uma /ideia-chave: a férmula con-
tinua a ser vélida, substituindo n por r, excepto no simbolo de
somatdrio; isto é, tem-se:

nor(r-1)...(r=p+1)
(3) Yr+1= X Ava
p=0 pl

parar=0, 1, 2, ..., n. Basta notar que, se r < n, cada termo do soma-
tério correspondente a um p>r é nulo, de maneira que tudo se
passa como se estivesse apenas r em vez de n no sinal 2.
Ponhamos:

h=X;=X;=Xzg=Xz=..=Xpn+1— Xp
Entdo serd x, +rh=x,+4, parar=20, 1, ..., n. Seja, agora, x um
ponto qualquer do intervalo [X,.Xn+ 1] € r nd0 um inteiro mas sim

o numero real tal que x, +rh =x. Serd, pois:

h

r=
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Substituindo r por esta expressio no 2.° membro de (3) e
representando por y o valor da nova expressdao obtida, vem:

n 1 X=X, X=X;—-h x=-x,-2h x-x,-(p-1)h
y=3 1 1 1 1—(p-1) Apy1
p=0 p! h h h h
Mas x, + h = x,, x4 + 2h = x5, ..., X; + (p—1)h = xp. Logo:
n Apy1
(4) y= 2 (X-xq) (X=x3) (X=X3) ... (x=xp) 5
p=0 pl h

Esta 6§ a FORMULA DE INTERPOLAGCAO POR DIFERENCAS
FINITAS, que se pode escrever, mais desenvolvidamente:

\ y Ay
(&) Y=y, +(x=%,) — +(x=x%,) (X=X5) —2— +...+
2h2
(k=1 } (= Rg) wee G 3] T2
+ (X~ X X—X e AX— X
1 2 n n!hﬂ

E claro que se for x=x4+4, com r=0, 1, ... n, vem
X=X;=X+1—X,=rh e o valor de y dado por (4) é yr+,
segundo (3). Portanto, como se v&, a férmula (4) define, efectiva-
mente, uma fungdo polinomial de grau < n, que toma nos pontos
X4, X2, ..., Xn+1 respectivamente os valores y,, Yo, .... Yn+1 ().

(') Aplicando o PRINCIPIO DAS IDENTIDADES, v8-se que é esta a Unica
funclio polinomial do grau < n que toma os referidos valores nos pontos indicados.
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Vamos examinar dois casos particulares:

1.0 Se n=1, a férmula (4) reduz-se a:

Ya—Y4
=Yg+ (X=Xq) —
Xo— X4

Ay,

(5) y=Yq+ (X-x4)

Neste caso (interpolagdo por primeiras diferengas) a fungdo f
é substituida em [x,,x,] pela funcédo linear que toma os mesmos
valores nos extremos do intervalo — 0 que equivale a substituir o
grafico de f nesse intervalo, pela corda correspondente. E claro que
isto ndo conduzird a erro significante, se o intervalo for bastante
pequéno.

>
N

<
N

<
-
x-————-——u——

-
N

Por exemplo, quando se usa uma tidbua de logaritmos, a férmula
(5) permite calcular, com certa aproximag¢ao, o logaritmo y de um
nimero x, compreendido entre dois numeros consecutivos, X4 € X,
inscritos na tdbua. Neste caso, h=1 e Ay, é a diferenca tabular,
expressa na Ultima unidade decimal que a tdbua da para logaritmos
(centésimas milésimas, para tdbuas de 5 decimais). O problema
inverso é o de procurar o numero y que tem por logaritmo X,
estando x compreendido entre dois logaritmos, X e X,, consecutivos
na tébua (abstraindo da caracteristica); neste caso, h é a diferenga
tabular e Ay, = 1.
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2.° ‘Se n =2, a férmula (4) reduz-se a:

A2y1
2h2

Y,

(6) y=y,+(x-x,) + (x=x,) (x=x,)

2
>
<
N
.ﬁ.——————
>
4~ [ A

-
N
w

<

-

x
x

Neste caso (interpolacdo por segundas diferengas), a fungédo f
é substituida geralmente no intervalo [x,,x,] por uma fungéo qua-
drética, o que equivale a substituir o gréfico de f pela pardbola de
@ixo vertical que o intersecta nos pontos de abcissas Xqr X oo Xge
Este processo fornece, em geral, melhor aproximacdo do que o
anterior, nos intervalos [x.,x,] e [x, x,].

Ocasionalmente, pode acontecer que seja A2y1 = (0. Entdo a
fungdo dada por (6) é linear e recai-se no caso anterior.

(Bastar4 fazer uns dois exercicios com 2.*° diferengas.)

NOTAS — . Por vezes, em vez do célculo aproximado de uma
fungdo f num intervalo [a,b] em que f se encontra tabelada, pro-
cura-se uma expresséo para o célculo aproximado de f fora do inter-
valo [a,b], mas ndo muito longe dos extremos. Nesse caso, trata-se
de extrapolagdo, em vez de interpolagéo.

Il. A primeira diferenga finita de uma funcgédo f, correspondente
a um determinado acréscimo h da varidvel independente, é mais
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precisamente indicada por meio do simbolo Aj. Este representa,
pois, um operador definido pela férmula

Apf(x) = f(x+h) - f(x)

para todo o x tal que x € Ds e x + h € D;. O operador A, transforma
assim a fungdo f na fungdo ¢ tal que ¢(x) =f(x+h) — f(x). Por
outro lado, pondo

Tpf(x) =f(x+h) , Vx:x,x+ heDy

fica definido um novo operador T,, (operador de translagdo) e a f6r-
mula anterior pode escrever-se

Apf=TLf-f,
o que sugere a escrita Apf = (T,—1)f ou ainda
Ah = Th =~ 1,

em que o simbolo 1 representa, agora, o operador identidade. Por
outro lado, teremos

Th=1+Ah

e somos naturalmente induzidos a pensar que

M=(1+4)"= £ (O AP , vnelN
A= +a)"= T @) A . vnelN,
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A poténcia T) de T, & evidentemente, o operador que
consiste em somar n vezes h a varidvel independente de f, isto 6,
Th f(x) = f(x + nh). Portanto, a férmula anterior significa que

n
f(x + nh) = pEO (p) AP f(x).

0 que, para x=Xx,, nos faz recair na férmula (2) atrés usada.
Analogamente, somos induzidos a pensar que

n Y
Ap = (Th=1)" = p§0 1P @ Th . VnelN,
0 que, aplicando a f, da:
n
ARf) = E (=1)P () f(x + ph),

férmula esta que também é verdadeira. E claro que, na prética, se
pode omitir h em indice, desde que esteja subentendido qual é o acrés-
cimo h de que se trata.

Note-se que a justificacdo dos anteriores desenvolvimentos de T",:
e de Aﬂ é feita num ramo de matemética moderna, chamado
CALCULO SIMBOLICO ou CALCULO OPERACIONAL.

ill. Demonstra-se que, se f é uma funcdo polinomial do grau
< n, as suas diferencas finitas de ordem n + 1 sdo nulas qualquer
qgue seja h. A reciproca desta proposicdo também é verdadeira.

IV. As nogdes de primeira diferenga, segunda diferenca, ...,
diferenca de ordem n, correspondem as de primeiro diferencial, segundo
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diferencial, ..., diferencial de ordem n. Estas, para uma funcéo
y = f(x), sdo definidas pelas férmulas

dy=Ff(x)dx , d2y=f"(x)dx2 , .. , d=fM (x)dx",

em que f(" & a derivada de ordem n de f e dx" é a poténcia
n do acréscimo dx, que também podemos representar por h, isto é:
dx™ = h". Daqui as notagdes de Leibniz para as derivadas de ordem
superior 3 primeira

d2y d3y d"y
=f'(x) , =f'(x) , ... ,
dx? (x) dx3 ) dx"

= f(")(x)

Demonstra-se que a diferenga
Ay - d"y

entre a diferenca de ordem n e o diferencial de ordem y é um infini-
tésimo de ordem superior & de dx" (num ponto x em que existe
derivada de ordem n de f finito).

NOTA IMPORTANTE SOBRE TERMINOLOGIA. Muitos autores
portugueses dizem ‘a diferencial’ em vez de ‘o diferencial’, por tra-
dugdo directa do francés ‘la différentielle’. Mas entdo deveria dizer-se,
e nao se diz, ‘a integral’ (do francés ‘l'intégrale’, em que o género
feminino do substantivo ‘intégrale’ ndo se distingue, por causa do
apéstrofo). Julgamos, assim, preferivel adoptar para estas e outras
nogdes anélogas o género masculino, como fazem os italianos que
dizem:

‘il differenziale’, ‘I'integrale’ (masc.)
e, genericamente: ‘il funzionale’ (o funcional).

200



COMPENDIO DE MATEMATIOA

Alias, sdo frequentes as incoeréncias na terminologia matemética
portuguesa, resultantes de uma tradugdo apressada do francés,
como se verifica nas expressdes:

‘espaco a 3 dimensdes’ (em vez de ‘espago com 3 dimensées’)
‘equacdo as derivadas parciais’ (em vez de ‘equacdo nas deri-
vadas parciais’ ou ‘equacdo em derivadas parciais’).

E também manifesta a incoeréncia entre as duas seguintes
expressoes em uso entre nés:

‘méximo divisor comum’ e "'menor mdultiplo comum’

A ‘'méximo’ opde-se ‘minimo’. Ou bem se diz ‘méximo divisor
comum’ e ‘minimo mdultiplo comum, ou bem se diz ‘maior divisor
comum’ e ‘menor multiplo comum’.

Aproveitamos ainda a oportunidade para discordar do significado
que se atribui actualmente entre nés a ‘bilido’ (como ‘milhdo de
milhdes’). Ndo s6 nos parece pouco necessdria uma designagio
especial para o nimero 1012, como ainda se cria confusdo na leitura
de autores franceses, norte-americanos, italianos, aleméaes, etc., em
que o correspondente a ‘biliao’ é ‘mil milhoes’. Acresce a circunstancia
de a populagdo do Globo ser da ordem dos bilides, isto & dos
mil milhées.

E certo que os ingleses chamam ‘billion’ ao milhdo de milhdes;
mas também é verdade que ndo adoptam ainda o sistema métrico
e circulam ainda pela esquerda...
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CAPITULO i

INTRODUCAO AO CALCULO INTEGRAL

1. O problema da primitivagdo. Como é sabido, o conceito
matemaético de ‘derivada’ traduz, em abstracto, o conceito fisico de
‘velocidade’. Quando se conhece a equagao do movimento de um
ponto,

s = f(t),

que da o espago, s, percorrido pelo mével, em fungdo do tempo t,
contado a partir do instante inicial, a velocidade é obtida como
derivada do espago em ordem ao tempo:

ds £00)
Ves——=
dt

Por exemplo, se a equagdao dos espagos é

s=5t-491t2
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(com s em metros e t em segundos), a equacgdo das velocidades seré:
v=5-98t

Se a equagao dos espagos é da forma
s=acoset (movimento vibratério simples)
a equagdo das velocidades sera:

v=—awsenwt , etc.

Consideremos, agora, o problema inverso:

Dada a equacdo das velocidades, v = f(t), achar a equagédo do
movimento, s = F(t).

Em abstracto, o problema pde-se nestes termos:

Dada uma funcao f, determinar uma funcéo F, cuja derivada seja f,
isto é, tal que

DF = f

Uma tal fungdo F chama-se primitiva de f (atendendo a que
se chama a derivada de F).

Ora, o problema assim posto (chamado ‘problema da primitivagdo)
nem sempre é possivel e, quando possivel, § sempre indeterminado.

Por exemplo, se for f(x) = cos x, uma primitiva de f ser§ a
funcéio F, tal que F,(x) = sen x. Mas hé outras primitivas de f; por
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exemplo F_(x) =senx+ 3 e, de um modo geral, toda a fungdo F
tal que

F(x) =senx+C

em que C é uma constante arbitrdria, visto que a derivada de uma
constante é sempre zero e, portanto:

Dy (sen x + C) = cos x

Existe, pois, uma infinidade de primitivas de cos x. Mas estardo
todas incluidas na expressdo sen x + C? Vamos ver que sim.

Com efeito, ja se viu intuitivamente o seguinte (Compéndio de
Algebra, Cap. VIII, p. 242, 1lI):

TEOREMA. Se uma funcdo tem derivada nula em todos os
pontos de um intervalo, a fungdo é constante nesse intervalo.

Daqui resulta o seguinte

COROLARIO. Se duas fungées F e G tém derivadas finitas
num dado intervalo, entio F—G é constante nesse intervalo.

Com efeito, se F e G admitem derivadas finitas iguais num dado
intervalo, teremos nesse intervalo DF-DG=0 e, portanto, D(F—G)=0,
donde se deduz, aplicando o teorema, que F—G é constante no
referido intervalo.

Daqui se conclui a seguinte regra fundamental:

Se uma fungdo f tem uma primitiva F, num dado intervalo,
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entao t tem ai uma infinidade de primitivas, que sdo todas dadas
pela féormula,

F=F,+C
em que C é uma constante arbitréria.

Com efeito, seja F, uma primitiva de f. Entdo, se C é uma
constante, tem-se:

D(F, + C) = DF, + DC = DF, = f

Reciprocamente, se F é também uma primitiva de f, a diferenca
F-F, é uma constante C, segundo o coroldrio anterior, e portanto
F=Fs+ €

Assim, por exemplo, as primitivas da fun¢do cos x sdo todas
as fungbes dadas pela expressdo sen x + C, onde C é uma cons-
tante arbitréria.

Dum modo geral, se f tem primitiva, designaremos por Pf uma
primitiva de f escolhida arbitrariamente.

Ter-se-4, pois, por definicédo:
1) DPf =1,
isto é:

A derivada de uma primitiva de f é f.

Mas podemos escrever apenas:

(2) PDf=f+ C,
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isto é:

Uma primitiva qualquer da derivada de f é igual a f mais uma
constante (num intervalo em que f tenha derivada finita).

A férmula (1) mostra que a operagdo de primitivacdo (operagéao
plurivoca) é inversa da operagdo de derivagdo & direita. Mas
nao é inversa a esquerda, como indica a férmula (2).

2. Primitivagcoes imediatas. Para primitivar certas fungdes,
basta inverter algumas das regras de derivagdo que foram dadas
anteriormente. Por exemplo:

D sen x = cos x donde Pcosx=senx+ C
Dcosx=-senx » Psenx=—-cosx+ C
xoz+1
D x**t1 = (a+1)x* » Px*= +C(ax#—1)
o+ 1
1 1
Dlogx=— » P—=logx+ C(x>0)
X X
D eX = X » PeX=eX+C
aX
Da*=2a*loga » PaX= +C
log a
D ! P L c
arcsen X = ———— % ————— =arcsen x +
V1-x2 V1-x2
1 1
Darctgx= - » =arctgx+ C
1+x2 1+x2
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Note-se que o teorema das fungées compostas permite reconhe-
cer que (1)

1
Dlog |x|=—
X

Portanto, uma primitiva de 1/x ser4 log |x| para x> 0 ou x<O.

Mais geralmente, se, em vez de x, tivermos u = ¢(x), sendo ¢
uma funcdo com derivada finita, podemos associar o teorema das
fungbes compostas as regras anteriores e organizar, assim, uma
lista de primitivas, chamadas primitivas imediatas:

f Pf
u’ cos u sen u
u’ sen u - COos u
U“ y 'U' u0(+ 1 ;
, com a # -1
o+1
u'
— log |u]
u
elYu’ eY
alu’ ay
log a
ul
_— arc sen u
V1 -u?2
ul
—_—— arc tg u
1+u?

(') Com efeito, se x>0 tem-se |x| =x e recai-se na regra anterior. Se

X < 0, tem-se |x] = - x o assim D,‘Iog]x|=.l_;:_I . Dx"""}'("‘")*%-
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Em muitos casos, consegue-se dar 3 fungdo f uma destas for-
mas, por transformacdo simples:

EXEMPLOS:

1 1
(férmula 2) Psen3x = -é—- P (3sen3x) = - ] cos3x + C

sen x (cos x)’
(férmula 4) Ptgx=P ==pP—o =~ log |cos x| + C
cos X cos X

1 1
(férmula 5) Pe?*—? =~£— P(2e2%"1) =—2~92""‘ +C

— 1
(férmula 3) P x2V1-x3=P [x2(1-x3)12]=- 5 P[-3x2(1-x3)1/2]=

1 1—x3 3/2
=— w(__*_,_)_mz-*_ V (1-x3)3
3 3/2
X 1 4x 1 (3+2x2)
(férmuta4) P———=—P =_pP—

3+2x2 4 3+2x2 4 3 +2x2

log (3+2x2) + C

OBSERVACOES:

. Nestes exemplos aplicAmos a férmula

P(kf) = k(Pf) + C,
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sendo k uma constante e f uma fungdo que admite primitiva. Para
ver que a férmula é verdadeira, basta derivar o 2.° membro.

Il. Na primitivagdo imediata de radicais ¢ sempre conveniente
escrever estes sob a forma de poténcia de expoente fraccionério,
como se fez no 3.° exemplo anterior. Vejamos outro exemplo:

1
P =P [x(1-3x2)-12]=~- — P [-6x(1—-3x2)-1/2
=y = P [x(1-3x9)712] = - — P [~ 6x(1-3x3)~1/2]
1 1-3x2)1/2 1 I
=—— (——)—=—-—— V1-3x2+C
6 1/2 3
Mas, repare-se que
1 1 1 V3
P————=P = =——P —
V1-3x2 V1-(V3-:x)2 V3 V1-(V3 +x)2
1 V3x+C
=-—— arcsen V3x
V3

P : P 1 1 tg V3 x+C
= = = — arc > X+
2 + 3x 2[1+(V3x2] V6 972

X2 x3 x3

Por sua vez, as funcoes . —
¢ V1-x2 V2 +3x2 2+ 3x2

. etc.

nédo tém primitiva imediata.
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EXERCICIOS —I. Primitivar:

X2 eX sen X X
Va-—x4 ' V1+3e*  1+2cosx 2+ 3x4

(Comece por perguntar a si mesmo em cada caso: ‘Serd uma
poténcia? Serd um arco-seno? Serd um logaritmo? Serd um arco-
-tangente?’)

Il. Primitivar em ordem a Xx:

1 k
———— (@ #0), ——— (@#0), —— (k# 0, ab>0
a2+ x2 b a2-x2 A a + bx?2 s )

x
a#0), —
a2+ x2 ( ) Va2-x2

kx
(a#0), ———— (k# 0, ab # 0)
a+ bx?

X

3. Regras elementares de primitivagdo. Das regras de
derivagdao da soma, do produto e da fungdao composta, deduzem-se
regras correspondentes de primitivagéo:

a) Meétodo de decomposigdo. Sejam f . f,, ... f,, fungdes que

admitem primitiva num dado intervalo. Entdo a soma das fung¢des
também admite primitiva no mesmo intervalo e tem-se:

(1) P(f,+f,+..+f ) =Pf +Pf,+ .. +Pf +C

Para o reconhecer, basta derivar o 2.° membro, aplicando a
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regra de derivagdo de uma soma. Por outro lado, tem-se, como j&
foi indicado atrés:

(2) P(kf) = k(Pf) + C
sendo k uma constante e f uma fungdo com primitiva.

As férmulas (1) e (2) habilitam, desde ja, a primitivar qual-
quer funcao inteira:

X2 xn
£ (ao+a,x+...+anx")=C+aox+a,—E—+...+a s

Assim:
P(3—-2x) =C+ 3x—x2

3 1
P +3x--x“)=C+x+—5x2——5—x5 , etc.

Suponhamos, por exemplo, que se trata do seguinte pro-
blema:

Determinar a equag¢do do movimento rectillneo de um ponto,
sabendo que a aceleragdo é constante ().

(1) E este o caso de um ponto material que cai verticalmente no vazio
de altura ndo muito grande.
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Como é sabido, a aceleragdo, que se representa por j, é a deri-
vada da velocidade, v, em relagdo ao tempo, t; isto é:

dv

._.._=j

dt

Daqui se deduz, portanto, primitivando em ordem a t e lem-
brando que j é constante('):

v=ijt+C

A constante arbitrdria C é, evidentemente, a velocidade no
instante t = 0 (velocidade inicial); representando-a por v, vem:

v=v, +jt (equagdo das velocidades)
Como v = ds/dt, daqui se deduz novamente, primitivando em
ordem a t:
t2

s=v0t+j7+C

A constante arbitraria C é, agora, o espago no instante t=0
(espago inicial). Representando este por s, vem finalmente a conhe-
cida equacdao geral do movimento uniformemente variado:

1
$= So +Vot+—;jt2

(') A varidvel independente agora 6 t em vez de x; por isso, dizemos
‘primitivar em ordem a t'.
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Assim, em conclusédo:

O movimento de um ponto material sobre uma recta é unifor-
memente variado, se e s6 se a aceleracdo é constante (ou, o que
é equivalente: sse a forgca que solicita o ponto material é constante).

Acontece, por vezes, que conseguimos primitivar uma funcgéo,
decompondo-a numa soma de fungbes que j& sabemos primitivar
(dai o nome ‘'método de decomposi¢do’). Por exemplo, tem-se:

1 - cos 2x 1 1
senzx = > = - cos 2x

Portanto:

1
P Sen2x=P?--—-PCOSZX

X 1 X
— = —P(2cos2x) = —
2 4 2

=

1
- —sen 2x
4

EXERCICIO. Primitivar as fungdes de x:
cos2x , (1-Vx)s

b) Meétodo de primitivagdo por partes(1). Consideremos duas
fungdes u = @(x), v = ¢(x), que admitem derivada finita num dado

(') Conviré tratar deste método e do seguinte s6 depois do n.° 12 (aplica-se
porém no exercicio 1, 14, desse niimero).
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intervalo. Entdo ja sabemos que se tem, nesse intervalo, derivando
em ordem a x:

(uv) = uv' +u'y,
donde:
uv’ = (uv)’ - u'v

Daqui se deduz, por primitivagdo em ordem a X, notando que
uma primitiva de (uv)’ é uv:

P(uv’) = uv — P(u'v)
Para aplicar este método a primitivagdo do produto de duas
fungdes, designa-se por v uma das fungbes (em geral a que mais se

simplifica por derivagdo) e por v’ a outra fungdo (em geral, a que
mais facilmente se sabe primitivar).

EXEMPLO. Primitivar a fungéo

X sen x
Pondo
U= u' =1
, vem
V' = sen x v=-cosx (p. ex.)
Portanto:
P(xsenx) =uv - P(u'v) =-xcosx - P (- cosx)

= - XCOSX+Senx =8sen xXx - XCcos X
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EXERCICIOS. Primitivar as fungdes:

xe* , xlog|x| ., log|x|] , tgx

c) Meétodo de substituicao. Por vezes, consegue-se primitivar
uma fungédo f(x), substituindo x por uma nova fungio ¢(t) com deri-
vada finita, isto é, pondo

x = ¢(t),
e atendendo a regra de derivacdo das fungbées compostas. Com
efeito, se for F uma primitiva da fung¢do dada, f, tem-se, pela dita
regra:
DF(x) = F'(x) « Dx = f(x)9(t)
ou seja:
D¢F (@(t)) = f(p(1))o'(t)
Primitivando ambos os membros em ordem a t, vem:

(3) F(e(1)) = Py[f(e(t)e'(1)] + C

Portanto, uma vez que se saiba efectuar a primitivacao imediata no
segundo membro, poderemos achar uma primitiva F de f, substituindo
em F((p(t)) a varidvel t pela sua expressdo em fungdo de x. Mas
isto s é possivel se ¢ for uma aplicagdo biunivoca sobre o dominio
de f. Nesta hip6tese, sendo 0 a inversa de ¢, tem-se:

x = p(t)<t = B(x) (Vx € Dy)
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ou seja:

?(0(x)) = x
donde:

Fle(0(x)) ] = F(x) = Pyf(x)

A férmula (3) pode pois escrever-se, neste caso:

(4) P f(x) = P,[f(e(1)) ¢’()] + C

EXEMPLO: Primitivar V1—x2.

Vamos experimentar a substituicdo x =sent. O dominio da
fungdo V1-x2 é o intervalo [—1,1]. A fungdo x = sent, restringida
ao intervalo [- /2, ©/2], é uma aplicacdo biunivoca deste intervalo

sobre [-1,1], e tem por inversa a fungdo t= arcsenx. Entdo,
aplicando a férmula (4), vem:

Py VI—x2=P,[V1-sen2t.cost] + C = P,cos2t + C

1 1
= Pe(— P —gos2t) +C
t(2 > )

t 1
(5) =—+-—sen2t+C
2 4

Resta, agora, desfazer a mudanca de varidvel, isto 6, subs-
tituir t por arc sen x. Para isso, notemos que

P T ¥y
sen 2t = 2sentcost=2sentV1—sen2t (-—7< & 7)
=2x V1-x2
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Entdo de (5) vem finalmente:

sz 1 1
Px \/1’X2=—2—arcsenx+ E—X V1—-%x2+ C

4. Alguns exemplos de aplicacéo as ciéncias da natureza.
Para se ter uma ideia da importdncia e do interesse do problema da
primitivacdo, vamos estudar alguns exemplos concretos que conduzem
a esse tipo de problema.

EXEMPLO | (Transformacdo de energia eléctrica em calor).
A quantidade de calor, g, produzida por uma corrente eléctrica num
fio condutor é funcdao do tempo. Seja

q = f(t)

Segundo a LEI DE JOULE, a quantidade de calor, dqg, produzida
durante um intervalo de tempo infinitésimo [t,t + dt] é proporcional
a resisténcia R do condutor, ao quadrado da intensidade | da
corrente no instante t e ao tempo dt; isto é, tem-se(?):

dg=kR12dt

(') E claro que estamos a empregar, por comodidade, a /linguagem abreviada
dos infinitésimos (cf. Cap. |, n.°c 43). Nesta linguagem pouco rigorosa, de caracter
intuitivo, a palavra ‘infinitésimo’ deve ser interpretada no sentido de ‘muito
pequeno’. Note-se que estamos a considerar a intensidade | constante no inter-
valo (t,t + dt), o que, em geral, s6 é aproximadamente verdadeiro, quando dt é
muito pequeno. Mas as férmulas a que chegamos deste modo tém significado
rigoroso.
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ou seja:

d
—9-=le2,
dt

onde k é uma constante de proporcionalidade cujo valor se conhece,
no sistema usual de unidades.

Suponhamos, agora, que a intensidade | é dada em fungdo do
tempo. Seja, por exemplo:

I =1, sen  t (corrente sinusoidal),

em que |, é a intensidade positiva méaxima e « a frequéncia angular
(o = 2%/T, sendo T o periodo da corrente). Entdo

dq
(1 ——=kRI%sen2ut
) It 0

Esta férmula d4-nos, como se vé, a derivada de q em ordem a t.
Portanto, para obter q como fungdo de t, o que temos a fager é
primitivar a funcdo de t definida por esta férmula. Ora

1 1
Psen2wt=P(-—=——cos2wt)
2 2

T 1
— = ——sen20t+C
2 40

Viré portanto de (1), atendendo a que k RI2 é constante:

kr~:|2(t 1 2wt) +
= — = —sen2w
9 ¢ 2 4 95
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em que q, € o valor de q para t=0. Em particular, para

t=2n/w=T (periodo), vem q=—-kRIZT +q, donde:

1 2
a-Go=—-kRIGT

Esta férmula dé-nos, pois, a quantidade de calor produzida
durante um periodo (metade da que seria produzida por uma corrente
constante de intensidade |,).

EXEMPLO |l (Desintegragdao radioactiva). A massa m de um
elemento radioactivo é fungdao do tempo. Seja:

(2) m = f(t)

Mostra a experiéncia que, em cada intervalo de tempo infinitésimo
[t.t + dt], a substancia sofre uma perda de massa, que é proporcional
a4 massa m no instante t e ao tempo dt. Quer dizer: se representarmos
por dm a variagdo da massa naquele intervalo, tem-se:

(3) dm = - kmdt,

em que k é uma constante positiva (chamada ‘constante de desin-
tegragdo’), cujo valor depende da substéncia radioactiva em questao.
A lei fisica (3) pode também traduzir-se por

dm
— == km
dt
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Esta f6rmula, como se vé, dd a derivada de m em ordem a t como
fungdo de m. Mas dela se deduz

dt 1 1 1

dm km k m

¢ —

’

o0 que nos dé a derivada de t em ordem a m como fungdo de m.
Para obter t em fungdo de m, teremos pois de primitivar o 2.° membro
em ordem a m. Vird entdo, lembrando que 1/k é constante:

1
t=- —'—(— logm +c (c, constante arbitréria)

Daqui se deduz:

logm= -k (t-c) = kc — kt

donde:
m = ekc e-kt
ou ainda, pondo C = eke:
(4) m = Ce-kt

Sera pois, esta, a expressao analltica da funcdo (2). Note-se que,
fazendo t=0 em (4), vem m=C. Portanto, C é a massa inicial,
que podemos designar por m,.

Como se vé, a fungdo do 2.° membro de (4) tende rapidamente
para zero quando t— + o . Deste modo, chegard um instante em
que m é praticamente igual a zero; mas esse instante ndo pode ser
definido exactamente. Chama-se vida média do elemento radioactivo
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o tempo T necessario para a sua massa m se reduzir a metade da
massa inicial, my = C. Serd pois, por definicdo, aplicando (4):

1
— mg = mg e-kT,

donde —log 2 = — kT e, portanto:

log 2
T= v
k

Esta férmula, como se vé, relaciona a vida média T do elemento radio-
activo, com a sua constante de desintegragéo, k.
Como exercicio, pode resolver-se o seguinte problema (1):

Sabendo que a vida média do réddio é aproximadamente
1600 anos, determine a percentagem de uma dada quantidade de
radio que se desintegra em 100 anos (utilize a régua de célculo).

EXEMPLO Ill. (Crescimento populacional). Seja x o nimero
de individuos de uma dada populagdao (seres humanos, animais ou
bactérias) num instante t. E claro que x & funcdo de t; seja
x = ¢@(t). Por outro lado, os valores de x sdo numeros naturais: trata-se
pois de uma varidvel discreta (2). Mas, como esses numeros sdo
geralmente muito grandes, torna-se cémodo, para certos fins, con-
siderar x como varidvel continua. E o que faremos neste caso.

(') Este e outros problemas a seguir foram extraidos da obra de T. M. APOS-
TOL, Calculus | (Blaisdell, New York).

(2) Alids, muitas das varidveis que consideramos continuas séo na realidade
discretas, como por exemplo a massa, a quantidade de electricidade, etc. (porqué?).
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Quando as condigées do meio se mantém normais, praticamente
inalteradas, é natural admitir que o acréscimo dx da populagdo num
intervalo de tempo infinitésimo [t,t + dt] é proporcional 3 populagéo x
no instante t e ao tempo dt. Obtemos, assim, a /e/ de crescimento:

o dx
(5) dx =k xdt ou seja d_t = kx,

em que dx/dt é a taxa de crescimento (aumento populacional por
unidade de tempo no instante t) e k uma constante positiva que
depende da espécie de populagdo considerada.

Note-se que a férmula (5) difere formalmente da férmula (3)
anterior apenas por ter coeficiente positivo k em vez do coeficiente
negativo — k. Isso, desde ja, mostra que deve ser

X = xgekt,

onde x, é a populagéo existente no instante 0. A populagéo cresce pois
exponencialmente (ou, como também se diz, em progressdo geomé-
trica). E assim acontece, efectivamente, em certas condi¢bes. Mas
se, por alguma razdo, a populagdo nao pode exceder um certo
maximo M (p. exemplo, porque os recursos alimentares se podem
esgotar), é mais razodvel admitir que a taxa de crescimento é pro-
porcional a x e a M—x. Assim, obtemos uma segunda /ei de cres-
cimento:

dx x (M=x)
— = kx (M-x
dt

Neste caso, vem:

dt

dx

1
k
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donde, primitivando em ordem a x:

1 X
t=—— log
Mk M-x

+C (c, constante arbitréria)

Daqui, por sua vez, deduz-se:

X

: =C eMkt | com C =e-Mke
M-—x

donde:

MC eMkt MC

x: =
1+ CeMkt  C 4 e-Mkt

(6)

Em particular, tem-se, para t = O:

MC Xo
donde C=
1+C M-x,

Xo =

A férmula (6) mostra que x - M quando t - + .

Esta lei aproxima-se mais da realidade em certos casos. No
entanto, para obter melhor aproximagdo, torna-se necessério consi-
derar k como determinada funcao do tempo, o que, evidentemente,
torna o problema bastante mais complicado.

EXEMPLO IV (Descida em péra-quedas). J& sabemos que,
quando um corpo cai no vazio, de altura ndo muito grande, o seu
movimento é uniformemente acelerado, com aceleragao g (aceleragdo
da gravidade).
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Consideremos, agora, 0 caso de um corpo que cai verticalmente
na atmosfera de grande altura, mas nao tdo grande que se torne
sensivel a variagdo de g (caso de um corpo deixado cair de um
aviao). Neste caso, & forca da gravidade que faz cair o corpo, opde-se
uma outra forga, devida a resisténcia do ar. A primeira é o peso mg
(sendo m a massa do corpo). A segunda & aproximadamente pro-
porcional a velocidade v, portanto igual a —kv, em que k é a constante
de proporcionalidade (positiva)(!), considerando como positivo o
sentido de cima para baixo. Portanto, a forga que solicita o corpo
em cada instante t é:

mg — kv,

sendo v a velocidade do corpo nesse instante. O que se procura
precisamente é determinar v como fungdo de t. Ora a segunda
lei de Newton diz-nos que a forga mg—kv deve ser igual, em cada
instante, ao produto de m pela aceleragdo do movimento, que é,
por definigdo, a derivada de v em ordem a t. Ter-se-4, pois:

dv "
m — =mg - kv
dt g

Daqui se deduz a derivada da funcio inversa:

dt m

=

dv mg — kv

(') Estamos a seguir aqui a referida obra de APOSTOL.
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donde, atendendo a que m, g, k sdo constantes:

ou seja:

m
t=- T log (m-kv) +¢c , (c, constante arbitréria)

Daqui podemos, finalmente, tirar v como fungdo de t:

mg
Woms s +C e-kt/m | com C=-eke/m

Para t = 0, obtém-se:

m m
v°=—g—+C donde C=v°——g-—
k K

e, portanto:

m
(1) V=—-kg- (1 _e-kt/m) +vo e-kt/m

Esta, que é a férmula procurada, d4 uma boa aproximac#@o da
realidade no caso concreto considerado. Note-se que, quando
1>+ oo, v—>mg/k. Assim, a velocidade tende a tornar-se constante,
em virtude da resisténcia do ar.
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Pode ainda deduzir-se de (1) o seguinte:

Quando k ~ 0, entdo v = v, + gt.

Quer dizer: quando a resisténcia do ar é desprezével, o corpo segue
aproximadamente a lei do movimento uniformemente acelerado, de
acordo com a experiéncia.

Como exercicio, pode resolver-se o seguinte problema:

Um homem munido de péra-quedas salta de grande altura.
O peso total do homem e do péra-quedas é de 92 kg. A velocidade
v durante a queda (em metros por segundo) é uma fun¢do de
tempo contado em segundos apés o salto. Seja v = ¢(t). Durante os
primeiros 10 segundos, antes de se abrir o para-quedas, a resisténcia
do ar é de 0,75 v (quilogramas-forga). Depois, com 0 péra-quedas
aberto, a resisténcia é de 12 v (quilogramas-forga). Obter uma expres-
sdao analitica para ¢(t), tomando g =9,8 m/s2 e supondo nula a
velocidade inicial. (Usar a régua de célculo.)

NOTA. No caso anterior, considerou-se a resisténcia do ar pro-
porcional 3 velocidade. Para velocidades maiores (por exemplo em
questdes de balistica), é necessério adoptar expressdes mais compli-
cadas para a resisténcia do ar em fungdo da velocidade. E, quando
se trata de projécteis que se afastam muito da terra, seguindo
trajectérias ndo rectilineas, 4 nao é licito considerar constante a
aceleragdo da gravidade, o que vem complicar ainda mais o pro-
blema. Trata-se entdo de resolver equagdes diferenciais (ver-se-a
mais tarde o que isso é), que exigem o emprego de técnicas de
célculo numérico bastante complexas, cuja execu¢do se tornou pos-
sivel e relativamente facil com o aparecimento dos computadores
electrénicos. Na verdade, estes foram inventados no fim da 2.* Guerra
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Mundial com a finalidade precisa de efectuar rapidamente cél-
culos balfsticos complicados, como os que se pdem na artilharia
antiaérea.

Alids, a necessidade de célculo numérico automético pde-se
ja& no problema da primitivagdo de fungbes em geral, como vamos
ver em seguida ao introduzir o conceito de integral.

5. Nogédo intuitiva de integral. As regras de primitivacdo
anteriormente indicadas aplicam-se apenas a uma c/asse muito parti-
cular de fun¢ées. Na verdade, a maior parte das fungdes que se
apresentam na prética tém primitivas que ndo se podem obter pelas
regras anteriores. E a razdo é a seguinte: as primitivas, nesses casos,
sdo novas fungaoes, isto é, fungdes distintas de todas as que j& conhe-
cemos (fungdes algébricas racionais ou irracionais, fungdes expo-
nenciais, fungdes logaritmicas, fungdes circulares directas ou inver-
sas) e de todas as que se possam obter por composigdo destas em
numero finito.

Chamam-se fungées elementares essas fungdes j& conhecidas
e todas as que se obtém por composi¢cdo delas em nimero finito.
Por exemplo, as fungdes definidas pelas expressées

sen X 1 eX - |
_, , — , V2—-sen2x , e%e"VX  etc.
X

X log x

sdao fungbes elementares. Mas prova-se que tém por primitivas
fungbes ndo elementares. Portanto, as regras anteriores ndo permitem
obter as primitivas destas fungées.

Como determinar entdo as primitivas de tais funcées?
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Consideremos, novamente, o exemplo concreto de um movi-
mento. Suponhamos que é conhecida a velocidade como fung¢do do
tempo, v="f(t), e que se procura o espago como fun¢do do
tempo, s = F(t).

Para tornar as nossas consideragdes mais intuitivas, suponhamos
que se trata do movimento de um automével, do qual se conhece em
cada instante a velocidade, indicada pelo velocimetro. Como deduzir
daf a equagdo do movimento, s = F(t), isto é o espaco percorrido
pelo mével, como fun¢do do tempo?

No caso do automdvel, o problema é resolvido automaticamente
pelo conta-quilémetros. Mas suponhamos que ndo se dispbe de
tal recurso.

Quando a velocidade é constante, a resposta é simples: o
espago € igual ao produto da velocidade pelo tempo gasto em
percorrer esse espac¢o. Ter-se-3, entdo:

s=wvt

Mas, em geral, a velocidade varia de instante para instante.
Note-se, porém, o seguinte:

Num intervalo de tempo bastante pequeno a velocidade é
aproximadamente constante (por exemplo, no intervalo de um
segundo, a agulha do velocimetro de um automdvel ndo se desloca
sensivelmente).

Portanto, o que havera a fazer? (Pense, antes de ver a resposta
que vem a seguir.)

Suponhamos que se pretende calcular o espago percorrido num
certo intervalo de tempo [a,b]. O que nos ocorre fazer, na prética,
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é comegar por dividir esse intervalo em intervalos bastante pequenos,
considerando sucessivos instantes muito préximos:

Entdo, a velocidade em cada um desses intervalos parciais sera
aproximadamente constante. Como a velocidade em cada instante t
é dada pela férmula v = f(t), as velocidades nos sucessivos inter-
valos parciais serdo aproximadamente iguais a:

(1) Vo=1(ty) , v, =F(t,) , v,=f(t,) , ..., Vy_, =f(ty_,)

Designemos, respectivamente, por As,, As,, ..., As, _, 0s espa-
cos percorridos pelo mével nesses intervalos, e por At,, At ., ..., At, _,
os tempos gastos em percorré-los. Serd, pois:

Aty =t, -ty At =to-t,, .., At,_, =t -1, _,
As, vy At,,As, x v At,, ..., As,_, R V,_,At,_, (porqué?)

Designemos, agora, por S o espago percorrido no intervalo de
tempo [a,b]. Tem-se, manifestamente:

S=As,+ As, +...+ A8, _4

e, portanto:

n—1
(2) S~vAta+v AL, ...+, At _;= I v At
k=0
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ou seja, visto que v, = f(t), segundo (1):

n-—1

(3) S~ I f(t) Aty

Esta soma fornece, pois, um valor aproximado do espago S pro-
curado. E diz-nos a intuicdo que o erro desse valor aproximado
serd tanto menor quanto menores forem os intrevalos considerados.
Por outros termos, o que a intuicdo nos diz é o seguinte:

A soma indicada em (2) [ou (3)] tende para S quando o nimero
dos intervalos parciais tende para infinito e as medidas dos inter-
valos tendem conjuntamente para zero.

Exprime-se este facto, dizendo: ‘O espagco S percorrido no
intervalo [a,b] é o integral da velocidade v nesse intervalo’; e
escrevendo:

(4) S=f>v dt
ou

(5) S = [° f(t)dt,
o que se |&: ‘integral de f entre a e b'.

Como se justifica esta notagao?

O sinal | de integral é, como se v&, um S alongado, inicial
de ‘soma’. Quando se adoptava o método dos infinitésimos, ainda
hoje usado em fisica como método abreviado (cf. Cap. I, n.c 43),
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admitia-se que o intervalo [a,b] era a soma de uma infinidade de
intervalos infinitésimos, e que, em cada intervalo infinitésimo [t,t + dt],
a velocidade v = f(t) era constante. Deste modo, o espago percorrido
nesse intervalo seria:

v dt = f(t)dt

e, portanto, o espago total (ou integral) percorrido no inter-
valo [a,b] seria a soma de todos esses intervalos infinitésimos,
ou seja:

[Pvdt=[2f(t)dt

Portanto o sinal [, em substituicdo do sinal & (S grego), pre-
tendia indicar a soma de um ndmero infinito de parcelas infinita-
mente pequenas.

EXEMPLO('). Suponhamos que a equagdo das velocidades é:
(6) v=jt , com j constante (aceleragédo),

e procuremos o espago s percorrido no intervalo de tempo [0,t].
Portanto, neste caso, temos a = 0, b = t. Podemos dividir o intervalo
[0,t] em £ intervalos iguais. Serd, pois, agora:

Aty = At, = ... = At, _,

(1) Para leitura em casa, a fim de esclarecer o conceito de integral.
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e, como a soma destes acréscimos deve ser igual a t, o valor de
cada um deles serd t/n. Designaremos esse valor por h, isto é:

t
(7) tti=h=— , parai=01, ... n-1
n
Portanto:
to=0 , t,=h t,=2h , y thoy=(=1)h , t,=nh=t
| | | [ | I
0 h 2h 3h (n=1)h nh=t

Vo=0 ,v,=jh , v,=2fh , ..., vo_;=(n=-1)jh
Multiplicando cada uma destas velocidades pelo tempo h, viré:
so=0 , s, =jh2 , s,=2fh2 , ... , s;_,;=(n-1)jh?

Portanto, a soma destes espagos did-nos um valor aproximado
do espago s procurado. Representando essa soma por S, vem:

(8) S,=ih2+2jh2+ ..+ (n-1)jh2
=jh2[1+2+ ...+ (n-2) + (n=1)]

Designando a soma entre paréntesis por o, temos:

o= 1 + 2 +.+M=2)+(n=-1)

6p=Mm-1)+(n-2)+...4+ .2 + 1

26,= n + n +..+# n + n =n(n-1)
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donde:

n(n-1)
o, = >

Entrando em (8) com este resultado e com o valor de A dado
por (7), vem:

~t2 n(n-1)
S, =i
n2 2
1 n2-n
- jtz
2 n?2

Passando ao limite quando n - o, obtém-se o espago s pedido:
s=[v dt —ljt2
0 2 !

0 que condiz com as equagdes dos espagos j4 conhecidas

L jt

T

AN&§§\

Na figura junta, indica-se o gréfico das velocidades e uma decom-
posi¢do do intervalo [0,t] em 10 partes iguais. Como se v8, os

//

N
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produtos das velocidades pelos tempos A s@o representados geometri

camente pelas dreas dos rectdngulos a tracejado. Entdo S é a soma
dessas dreas, e vé-se intuitivamente que S, tende para a é4rea de
um tridngulo, cuja base mede t e cuja altura mede jt. Ora essa 4rea

é, exactamente:

1
2

6. Definicdao de integral. Passemos, agora, do concreto para
o abstracto, da intuigdo para a légica. Seja f uma funcdo real
definida num intervalo [a,b] e consideremos uma sequéncia de n + 1

pontos x, tais que:

Xog=a<X, <X, <..<Xp_,1<X,=b

o
I
>
=]

|
|
X,=a X, Xy Xg X - 1
Ponhamos
Axg=X,=Xg » AX =X,=X, , v o AXy_q=%=%,_,

e designemos por X a sequéncia de intervalos [xo,x.], [x,.x,] ...,
[Xn - 1.X,] assim determinados.
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- Chamaremos soma da funcdo f relativa a sequéncia X de
intervalos o numero Sy obtido do seguinte modo:

Sy = f(xo) Axg + f(x,) Ax, + ... +f(x,_q) Ax,_,4

n—1

= X f(x) Ax ()
k=o

Posto isto, chamemos mddulos da sequéncia X, e representemos
por |X|, o maior dos acréscimos Ax,, Ax,, ..., Ax,_, (comprimentos
dos intervalos) (2). E claro que, quando [X| =0, o nimero n de
acréscimos considerados tende para infinito e cada um deles tende
para zero. Pois bem:

Diz-se que Sy converge para um numero S quando |X|— 0,
sse, para todo o nldmero d> 0, existe um nimero >0, tal que

X|< ez Sx—~ S|< 8

Diz-se que a fungéo f é integrével no intervalo [a,b], sse existe
um numero S nestas condigdes. Entdo esse limite S (que é Unico),

(1) Em vez do valor f(x) da fungdo f no extremo inferior de cada intervalo
(Xg» Xg+1). poderfamos mais geralmente tomar o valor f(u,) de f num ponto
qualquer uy € (X, Xy, 1) Mas, desse modo, chegarlamos a uma defini¢éo
equivalente & que vamos dar.

(?) Em fisica é habitual chamar ‘intervalos’, tanto aos conjuntos (X, Xg41)
como aos nimeros Axy, = X414 - X (que sdo, em rigor, os comprimentos daque-
les intervalos). Trata-se manifestamente de um abuso cdmodo de linguagem, que
pode, no entanto, admitir-se, desde que nd@o haja perigo de confuséo.
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chama-se fntegral da fungédo f no intervalo [a,b] (ou integral de f
entre a e b) e escreve-se:

S = 2 f(x)dx
Tem-se pois, por definigdo:
b . .
I, f(x)dx |x'|'-n-lo Sx

Integrar a funcao f entre a e b é achar o integral de f entre a
e b (se a funcgéo é integrével neste intervalo). Na expressdo j:f(x)dx,
a funcdao f chama-se funcédo integranda, a varidvel x chama-se
varidvel de integracao e os nimeros a,b, extremos do integral; por
sua vez, o intervalo [a,b], chama-sé intervalo de integragéo.

E claro que o integral depende da funcdo integranda f e dos
extremos a,b de integracdo, mas nao da varidvel x de integragao;
esta é, pois, uma variavel aparente, compardvel aos indices mudos
dos somatérios. Pode, pois, ser substituida por qualquer outra letra
ou simbolo diferente dos que designam a fung¢do e os extremos de
integracdo:

PH(x)dx = f, f(u)du = [°F(0)d6 = --

O integral de f entre 2 e b pode também ser designado simples-
mente pela notagdo:

fof

Convém, desde j&, notar que héa fungdes que ndo sdo integraveis
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em dados intervalos. Demonstra-se, em matemaética superior, 0
seguinte teorema:

Toda a fungéo continua num intervalo fechado é integrével nesse
intervalo.

Mas importa, desde ja, notar que had fungdes descontinuas que
também sdo integraveis.

7. O integral como limite de uma sucessédo ('). Quando
uma fungdo f é integrdvel num intervalo [a,b], podemos calcular o
integral de f em [a,b], dividindo o intervalo em n intervalos iguais,
calculando a soma de f relativa a essa sequéncia de intervalos e
fazendo tender n para infinito (foi assim que procedemos no
exemplo do n.° 4). E claro que, neste caso, o comprimento dos
intervalos parciais serd igual ao comprimento de [a,b] dividido por n:

b-a
AX°= Ax1 = e = Axn_1 = —;‘—

Se representarmos este valor por h, temos entdo X, = a,
x,=a+h, x,= a+2h, ..., x, =a+nh=b.

Ponhamos, para simplificar:

Yo = f(xo)' Y, =f(X1), e Yp=1 % f(xn—1)

(') Sobre este assunto é muito importante ler o Guia.
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Entdo a soma correspondente seré:

S n—1 )A n—1 b-a
= ¥ f(x Xp= X
" k=0 (%) B Yk n
ou seja:

b-a
Sy ™ - (YotY; + . +¥p-4) (V)

e tem-se:
lim S, = [°f(x)dx

Em geral, ndao é possivel calcular este limite exactamente, como
aconteceu no exemplo do n.° 4. Na prética, a sucessdo S, fornece
valores aproximados de integral, com o grau de aproximag¢do que
se queira. Quando a fungdao f admite derivada e se conhece um
majorante M dos valores de f(x) no intervalo [a,b], tem-se a
seguinte FORMULA DE MAJORAGCAO DO ERRO, que damos a
titulo de curiosidade:

(b—a)2M
[958, € s
n

Como o0 2.° membro tende para zero quando n — o, podemos
fazer o célculo do integral com erro inferior a qualquer nimero posi-

tivo dado.
Porém, na prética, prescinde-se muitas vezes da majoragédo do
erro, aplicando a seguinte

REGRA EMPIRICA DE ESTABILIDADE. Suponhamos que se
calculam os sucessivos valores aproximados com um determinado

(') Néo esquecer que cada um dos valores vy, Ya - ¥, depende de n.
Serlam entfio mais exactas, por exemplo, as notagdes y{, y(", ..., yi".
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ndimero de algarismos exactos. Se, em dois ou trés valores conse-
cutivos se observa estabilidade, isto é, constidncia dos algarismos,
hé grande probabilidade de que esses valores aproximados déem o
valor do limite, com o mesmo numero de algarismos exactos.

Os programas para computadores electrénicos incluem normal-
mente uma ordem para terminarem os célculos quando se verifica a
referida estabilidade.

Mas note-se bem: ndo hé entdo a certeza absoluta de que
todos os algarismos sejam exactos; hé apenas uma grande probabi-
lidade de que o sejam ().

Hé ainda outros métodos para o cdlculo numérico de integrais,
mas, dum modo geral, sdo todos muito laboriosos, exigindo o
emprego de um bom computador. O primeiro computador electrénico
utilizado chamava-se ENIAC («Electronic Numerical Integrator and
Calculatory).

EXEMPLO. Calcular, se possivel, com 5 algarismos exactos:

ex
) 15 — dx
X
Este célculo foi efectuado, segundo o referido processo, por
meio do computador digital do L.N.E.C. O programa ordenava que

se dividisse o primeiro intervalo em 40 par- 3.8280264 © + 10
tes iguais e se fosse duplicando sucessiva- 3.8287682 © + 10
mente esse nimero, até se obter a estabili- 3.8289550 © + 10
dade nos 5 algarismos iniciais. Em cada 3.8290012 © +10
aproximacédo, o célculo dos valores da fun- 3.8290074 © +10
cdo eX/x nos extremos dos intervalos parciais 3.8290115 © + 10

(') Se os algarismos sdo todos 9 a partir de certa casa decimal, substi-
tuem-se por 0 e aumenta-se uma unidade ao primeiro que néo é 9 (ou ao
algarismo inicial se todos forem 9).
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foi efectuado por desenvolvimentos em série, segundo uma sub-rotina
incluida no programa. Os valores que se indicam (tais como foram
escritos pela teleimpressora) sdo os das somas S, , para n =40,
80, 160, ..., 1280.

Observa-se estabilidade dos 5 primeiros algarismos a partir do
4.° valor aproximado. Mas é preciso ndo esquecer que, no célculo
das somas S, se cometem erros de arredondamento, cada vez maio-
res, de acordo com a teoria exposta no capitulo |, § 1. Todavia,
atendendo a essa teoria e ao nimero de parcelas, é de admitir que
se perdem por esse motivo, quando muito, trés algarismos exactos.
Podemos, pois, aceitar como vélido o seguinte resultado, com 5
algarismos exactos:

5 e
_[1 T dx = 38,290

Alids, este resultado serd conferido mais adiante por outra via.

O tempo total de célculo na méquina foi de cerca de 1/4 de
hora, 0 que ndao admira: basta lembrar que se teve de calcular,
por meio de séries, o valor de €*/x com 8 algarismos, em 2520 pontos
diferentes |

Neste céiculo a méquina deu o méximo que podia. Este simples
exemplo faz sentir, desde j&, a necessidade de métodos de integragdo
numérica mais expeditos — processos que, pelo menos, requeiram
menor nimero de intervalos parciais. De tais métodos faremos breve
referéncia mais adiante.

Mas também se pode, desde ja, prever o aparecimento de pro-
blemas que, mesmo com os melhores métodos conhecidos, exijam
computadores cada vez mais potentes. O certo é que se comega j&
a desenhar entre nés a necessidade de um GRANDE CENTRO
NACIONAL DE CALCULO, munido de um computador de alta potén-
cia. Este ndo eliminaria a necessidade de computadores de pequena ou
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média poténcia, que poderiam ficar ligados telefonicamente ao
primeiro, a fim de transferirem para este a resolu¢ao de problemas que
nédo tivessem capacidade para resolver.

8. Interpretacdo geométrica do conceito de integral.
Seja f uma fungdo continua num intervalo [a,b]. J& sabemos que,
neste caso, f é integrdvel em [a,b]. Suponhamos que se tem

f(x) >0 , Vxelab]

Como vimos, o integral de f em [a,b] pode ser dado como
limite da sucessédo

n—1
Sp= X f(xp)h
p=0
em que
b-a
h=—— , xp=a+ph , comp=0,1,..n=-1
n

E claro que f(x,)h dé a érea de um rectdngulo de base h e
altura f(xp).

.
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Na figura considerou-se n=8 e indicam-se a tracejado os
rectangulos cujas dreas sdao dadas pelos produtos f(xp)h. Torna-se
entdo intuitivo que, quando n - o, S, tende para a &rea da figura
limitada pelo gréfico da fung¢éo, pelo eixo dos x e pelas rectas x = a
e x =b. Essa figura é chamada o trapezdide definido pela funcédo f
no intervalo [a,b].

Assim, chegamos intuitivamente 3 seguinte concluséo:

Quando f é uma fungdo continua nao negativa no intervalo

[a,b], o integral de f entre a e b dé a érea do trapezéide definido
por f em [ab].

9. Valor médio duma funcédo; teorema da média ().
Consideremos n ndimeros reais

a,, a, .., ap

Seja . 0 maior e 0 A o menor deles. Entdo:

donde, somando ordenadamente:

n7\< a1 +az+"'+an< ny.

81 +a2+"'+an
A< S W@
n

(') Este assunto pode ser dispensado numa primeira leitura.
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Em concluséao:

A média aritmética de véarios numeros é sempre inferior ou
igual ao maior desses numeros e superior ou igual ao menor deles.

Vamos ver que esta propriedade se estende aos integrais.

Seja f uma fungdo continua em [a,b]. Designemos por M o
valor maximo de f e por L o valor minimo de f, no intervalo
[a,b] — valores esses que existem, segundo o TEOREMA DE WEI-
ERSTRASS (p. 176). O integral de f em [a,b] é o limite da sucess&o

b-a
(1) Sn = = Vot ¥y + o ¥ 1)

em que y, é o valor de fungao f no ponto Xp = a + ph, sendo

h= ., p=0,1, .., n-1

Tem-se portanto, qualquer que seja n:

L<y,<M , para p=0, 1,...,n

donde:
+¥Y3+...+Yn-
2) Lg Yot Y1 Yn-1 <M
n
Ora, de (1) vem:
S Yo+ Yy + ... +¥Yn-
(3) n - 0 1 n-1
b-a n
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Como Sn-—>j: f(x)dx, conclui-se de (3), passando ao limite
e pondo y em vez de f(x), para simplificar:

- Jay dx . Yot Y1t tVo-s

b-a n— 00 n

donde, atendendo a (2):

b
dx
(5) WA
b-a
O ndmero
f:ydx
6 y= y
(6) y -

que se obtém dividindo o integral por b—a, é chamado valor médio
da fungdo y = f(x) em [a,b].

A férmula (6) diz-nos, precisamente, 0 seguinte:

TEOREMA DA MEDIA. O valor médio de uma fungdo continua
num intervalo é inferior ou igual ao maximo da fungao, e superior
ou igual ao minimo da fungcdo no dito intervalo.

Segundo o TEOREMA DE CAUCHY (p. 177) existe pelo menos
um ponto de [a,b] em que a fungdo f toma o valor médio y, o que
alids é intuitivo ().

(') As consideragdes que vao seguir-se tornam dispensavel a leitura do
n° 48 do Cap. |
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0 ‘"""" 4

/}

Na figura junta considera-se o gréfico de uma fungéo f no intervalo
[a,b]. Estéo indicados o méximo M, o mfnimo L e o valor médio y.
Como o gréfico da fungdo é uma linha continua, a recta y=Yy
hé-de encontrar essa linha, pelo menos, num ponto ¢ (no caso da

figura encontra em trés pontos).

Ora, de (6) vem:

[Pydx = (b-a)y
Entdo, do teorema da média deduz-se:

COROLARIO. Se f é continua em [a,b], existe pelo menos um

ponto c de [a,b] tal que

2 f(x)dx = (b-a)f(c)

No caso em que f é ndo negativa, isto traduz-se geometrica-

mente do seguinte modo:

Existe um ponto c de [a,b] tal que a drea do trapezéide definido
por f em [a,b] é igual & 4rea do recténgulo de base b—-a e altura f(c).
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A nocdo de valor médio duma fungdo tem muita importéncia,
nao s6 em calculo das probabilidades e em estatistica, como ainda
em fisica e outras ciéncias experimentais.

Por exemplo, conhecida a velocidade de um mével em fungéo

do tempo, v=¢(t), o valor médio da velocidade num intervalo
[a,b] ser4 (1):

v dt

Sy
o T

<l
l

o
|
)

Analogamente, dada a intensidade de uma corrente em fungéo
do tempo, | = ¢(t), o valor médio da intensidade (ou intensidade
média) num intervalo [a,b] sera:

10. Teorema da decomposicdo do intervalo. Sejam a,b,c
trés nimeros reais tais que

(1) a<b<c

e seja f uma fungdo continua em [a,c]. Consideremos, agora, uma
sequéncia de nimeros reais X,, X, ..., Xm tais que

Xog=a<X < <Xp=b<xp+1 < < Xp-1<Xp=¢C

(') Prova-se, depois, que o valor médio da velocidade em (a,b) coincide
com a velocidade média em (a,b), tal como esta é habitualmente definida.
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e ponhamos:
Axp=xp+1 -X, , para p=0,1,...m

Entdo vird, pela propriedade associativa da adigdo:

m-1 n-1 m-1
p! f(xp) Axp = > f(xp) Axp + T f(xp) Ax,
p=0 p=0 p=n

Ora, quando m tende para infinito, de modo que o maijor dos
acréscimos Axp tenda para zero, o primeiro dos somatérios tende
para j: f, o segundo para j': f e o terceiro para [;f. Ter-se-4, portanto,
em notacdo abreviada:

j§f=§:f+y;f

E este o teorema da decomposicdo do intervalo, que se traduz
geometricamente nos seguintes termos, quando a fungédo integranda
néo é negativa: A drea do trapezdide definido por f em [a,c] é igual
a soma das &dreas dos trapezdides definidos por f em [ab] e [b,c].
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Note-se que o integral I:f foi definido, na hipétese em que

a<b. O teorema anterior sugere uma generalizacao do conceito de
integral. PGe-se, por definigao,

= af "
2) = o se a>b

’ 0 , se a=b

quaisquer que sejam 0s numeros reais a, b.

Depois disto, o teorema da decomposi¢do do intervalo passa

a ser vélido, quaisquer que sejam as relacGes de grandeza entre
a, b, c. Por exemplo, tem-se ainda:

(3) [Gf=["f+fcf , quando a<b<c,
visto que entdo, segundo o resultado anterior:
fPf=fof+ fof,
ou seja, atendendo a (2):
f2f=fcf, - fof , donde (3)

(Esclareca com uma figura).

11. Teorema fundamental do calculo integral. Recorde-

mos que o conceito de integral nos apareceu intuitivamente no
n.° 5, quando procurdvamos um método geral para determinar
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primitivas de funcbes dadas e, concretamente, no seguinte pro-
blema:

Dada a equagdo das velocidades, v = f(t), pede-se a equacéo
dos espacos; isto €, procura-se uma fungé‘q s = F(t), tal que

ds — )
dt

Fomos, entdo, levados a substituir os diferenciais ds e dt pelos
acréscimos As e At (também chamados diferencas finitas), atendendo
a que:

As ~ f(t) At , se At é bastante pequeno(?).

Assim, o espago percorrido desde um instante inicial t, até um
instante t qualquer devera ser aproximadamente igual a

n-1
f(to) Aty + f(t) Aty + .o +f(th-1)Athos = 2 f(xp) Ax,
p=0

onde t, <t <t,<..<th.1<th=t e Atg=t, —t, At;=t,—t,,...
Atp.q =t - th-4. Isto levou-nos a admitir que o espago percorrido
seria exactamente igual ao limite para que tendesse a referida soma
quando o nimero n dos acréscimos considerados tende para infinito
e o valor maximo dos acréscimos tende para zero. Esse limite (se existe)
chama-se integral de f entre t, e t e representa-se por ﬁo f(u)du

(') Estamos a seguir o método de discretizagdo do problema a que jé& atrés
se aludiu.
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(a varidvel de integragdo tem de ser, agora, diferente dos simbolos
t, e t). Assim, a fungdo s = F(t) pedida deve ser dada pela férmula

(1) s =80+ fg, f(u)dt

onde s, é o valor de s para t =t, (espago inicial).

Ora, j4 sabemos que este integral existe, se a fungdo f é con-
tinua. Resta-nos saber se, nesse caso, o referido integral define efecti-
vamente uma primitiva de t, como nos diz a intuigdo. E o que vamos
fazer em abstracto, isto é, independentemente do significado con-
creto das fungoes.

Seja J um intervalo qualquer de |R (fechado ou né&o, limitado
ou ndo; em particular, pode ser |IR). Consideremos uma fungédo f
continua em J e seja @a um ponto qualquer de J. Entdo, para cada
nimero real xeJ, existe um e um s6 numero real y tal que
y= j:f (porqué?). Logo, a correspondéncia

_ X
XY=

é uma aplicacdo de J em IR, ou seja uma funcao real definida em J.
Designemos essa fungdo por @, isto €, ponhamos:

(2) O(x)=f.f , VxeJ

Queremos provar que ® é uma primitiva de f em J, isto é,
queremos provar que (1)

P'(x) =f(x) , VxeJ

(1) A demonstragéo é dispensédvel numa primeira fase. O que mais importa,
primeiro, é conhecer bem o enunciado do teorema, que vem a seguir, e saber
aplicé-lo.
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Equivale isto a provar o seguinte:

(I) s
lim e (I)(x)“ = f(x) ., ¥xed
h—>0 h

Ora, segundo (2), tem-se:

O(x +h) = *Pf ., Vxx+hel

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
/

OOEERRRRRRNNAN

SRS
a x t x+h

Por outro lado, em virtude do teorema da decomposicdo do
intervalo, tem-se:

o ¢ LG GP0E
donde:
+heg_ Xg — +h
j: f jaf— j': f,
ou seja, atendendo a (2):

®(x + h) = B(x) = [ f
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Portanto:

D(x+h) -0(x) 5" f

(3) - =

Suponhamos h>0. Entdo h é o comprimento do intervalo
[x,x+h] e a férmula (3) diz-nos que a razdo incremental considerada
é igual ao valor médio de f nesse intervalo. Portanto, segundo o
estabelecido no nimero anterior, existe pelo menos um ponto t
em [xx+h] tal que (1)

®(x+h) - D(x)
h

= f(t)

O que acontece no 2.° membro quando h - 0? Recorde que
x< t< x+ h e que f é continua por hipéteses.
Entdo t >0 e f(t) — f(x), quando h -0, e portanto:

® -
lim L= = f(x)
h—>0% h

Analogamente se prova que a razdo incremental tende para
f(x) quando h -0~ (2). Logo

®'(x) =f(x) , Vxed, g. e d.

(') Precisamos de escolher um e um s6é nimero nestas condigées, 0 que nos
obriga a aplicar o axioma de Zermelo. Este no entanto pode ser evitado, mas
n8o interessa aqui indicar como.

(2) Se x 6 um dos extremos do intervalo J (caso este pertenga a J), s6
h4 a considerar /imite /ateral e portanto derivada lateral (3 direita ou & esquerda,
conforme o limite for inferior ou superior).
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Assim, ficou demonstrado o seguinte teorema que, pela sua
importancia, 6 chamado o ‘TEOREMA FUNDAMENTAL DO CAL-
CULO INTEGRAL':

TEOREMA. Se f é uma fungao continua num intervalo J de IR
e a um ponto de J, a funcdo © definida por

O(x) = [f(u)du , Vxed
é uma primitiva de f em J, isto é, tem-se:

O'(x) =f(x) , VxeJ

A tese deste teorema pode exprimir-se directamente pela
férmula:

D faf(uydu=f(x) , Vxed

Assim, em particular, ficamos a saber o seguinte: 7oda a fungédo
continua num intervalo admite primitiva nesse intervalo.

EXEMPLOS:

[. Como se disse no n.° 4, a fungdo e€*/x ndo pode ser primiti-
vada elementarmente. Mas, segundo o que acabamos de expor,
essa fungdo admite primitiva em todo o seu dominio de existéncia
(o conjunto dos pontos x # 0) por ser ai continua. Por exemplo,
uma sua primitiva no intervalo J = ]0,+ o [ é a fungdo @ definida
pela férmula:

u

. ©
D(x) = [ Tdu
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Utilizando um bom computador, ndo seria dificil tabelar esta
fungdo. Assim como se calculou o seu valor para x=5 (n.°c 6),
assim também seria possivel construir uma tabela dos valores desta
fungdo para sucessivos valores de x bastante préximos, tal como
nas tdbuas de logaritmos. Mas veremos adiante que existe uma
primitiva de €*/x, chamada ‘exponencial integral’, que j& est4
tabelada.

Il. A funcao f assim definida:

sen X T
— s r
f(x) = X :

1 , para x=0

é continua em |R (porqué?), mas nao tem primitiva elementar (cf.
n.° 5). Uma sua primitiva é a fungado transcendente chamada seno
integral (em abreviatura, Si), assim definida em [R:

sent
Si() = f5 —— dt ()

Esta fungdo encontra-se ja tabelada, p. ex. nas «Tables numéri-
ques universellesy, de MARCEL BOLL (Dunod, Paris).

ill. A fungédo f assim definida:

1

f(x) = 1 log x
0 , para x=0

, para 0<x<1

(') Supbe-se que a fungdo integrada toma o valor 1 para x = 0, de acordo
com a definigdo anterior.
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é continua no intervalo J = [0,1[, mas também ndo pode ser primi-
tivada elementarmente. Uma sua primitiva é a fungdo transcendente
chamada /logaritmo integral (em abreviatura Li), definida em J pela
férmula:

1
Li(x) = |* du
° logu

Note-se que, a partir desta, é possivel primitivar a fungdo e*/x,
no intervalo ]-o, O[. Com efeito tem-se, utilizando a mudanga de
varidvel x = log t para te [0,1]:

eX t 1 1
Py— =Py —]=Py —
X logt t log t
= Li(t) + C

donde, visto que x = log t<>t = e*:

ex

Py — = Li(eX) + C
X

Portanto, Li(eX) é uma primitiva de €*/x no intervalo |- «, O[.
Esta nova funcdo transcendente é chamada ‘exponencial integral’ e
designada pelo simbolo Ei, isto é:

Ei(x) = Li(¢X) , Vxel- , 0f

A fungéo Ei(x) é prolongada, como primitiva de eX/x, ao inter-
valo ]0, + o [, por um processo que indicaremos mais adiante.

Ha tabelas que dao directamente os valores da exponencial inte-
gral (p. ex., as de Marcel Boll j& citadas) e outras que dio os
valores do logaritmo integral.

256



COMPENDIO DE MATEMATICA

12. Férmula de Barrow. Seja ainda J um intervalo qual-
quer de |R, f uma fung¢do continua em J e 2 um ponto arbitrério
de J. Entdo, como vimos, a funcao

®(x) = [} f(u)du

é uma primitiva de f em J. Portanto, se F é outra primitiva de f em J,
tem-se:

F(x) =®(x) + C (com C constante)
ou seja:
F(x) = C + [ f(u)du (Vx €J)

Ora, para x = a, o integral do 2.° membro é igual a 0. Logo,
substituindo x por a em ambos os membros, vem:

F(a) =C

e, portanto:

F(x) =F(a) + [ f(u)du , VxeJ

Sendo 4 um dado ponto de J, vir4, em particular:
F(b) = F(a) + [° f(u)du,

donde:

2 f(x)dx = F(b) — F(a)
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Esta importante férmula, chamada ‘FORMULA DE BARROW'
(do nome do célebre professor de NEWTON), permite, como se vé,
achar o integral de f entre a e b, quando se conhece uma primitiva
qualquer F de f nesse intervalo; isto é:

O integral de f entre a e b é igual ao valor da primitiva em b
menos o valor da primitiva em a.

Esta diferenca também se costuma designar pela notagéo
[F(x)]2_, . ou simplesmente por F(x)|> e, assim, a férmula de
Barrow toma o aspecto:

[ f(x)dx = F(x) |
EXEMPLOS:

[. Calcular o integral de sen x entre 0 e =. Como uma das pri-
mitivas de sen x é —cos X, vira:

f:senxdx=—cosx|§=—cos-rr—(—cosO)
==1=(-1)=2

Note-se que, por ser senx >0 em [0, =], este integral d4d-nos
a drea do trapezéide definido pela fung¢do seno neste intervalo.
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Il. Calcular o integral de sen x/x entre 0,5 e 3. Como vimos
no nudmero anterior, uma primitiva desta fungdo é Si(x). Logo

3 Senx . .
Jo.5 — dx = Si(3) - Si(0,5)
= X

As referidas tabuas de Marcell Boll dao:
Si(0,5) =0,4931 , Si(3) =1,8487
Daqui o valor aproximado do integral, a menos de 0,0002:

1,8487 — 0,4931 = 1,3556

Ill. Calcular o integral de e*/x entre 1 e 5.

Como vimos no nimero anterior, uma primitiva desta funcdo é
Ei(x) (exponencial integral de x). Tem-se, pois:

X

jsi dx = Ei(5) - Ei(1)
L X

Ora, as referidas tédbuas déo, até as décimas milésimas:
Ei(5) = 40,1853 , Ei(1) =1,8951,
donde, o valor aproximado:
40,1853 — 1,8951 = 38,2902
para o referido integral. Este valor tem, pelo menos, 5 algarismos

exactos, que coincidem com os determinados no n.° 7, por célculo
numérico directo. O algarismo exacto das décimas milésimas seré
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0 ou 1 ou 2 ou 3; o integral estd, pois, calculado a menos de 2 déci-
mas milésimas.

EXERCICIOS —I. Calcular:
1) 2% (x + sen x) dx 7) [° (12 + 1) 2t
x 2
2) [T sen2xdx 8) [ (t2 + sen 3t)dt
5 (x+1)dx
3) | 9) [ sen2tdt

2Vx2+2x+3
4) (1 +t+t2)dt 10) [} sen3tdt

2X 2
5) | -1 (1 + 2t 13)dt OBS.: Usar as férmulas de

6) J':"‘ (1-2t + 3t2)dt Euler neste ultimo exercicio.

Il. Calcular com auxilio de tdbuas ou da régua de célculo:

11) f? * 4 12 1 i
X —————

14 x2 ° 1+ 4x2

13) f21,23%dx 14) f3xeXdx

Ill.- Na decomposicdo da sacarose em dextrose e levulose, a
quantidade dx de aglcar convertido num intervalo de tempo
[tt + dt] é proporcional 3 quantidade de aglicar ndo convertido e
a dt. Serd pois dx = k(a—x)dt, em que a é a quantidade inicial de
aglcar, x a quantidade de aglcar j4 convertido no instante t e k
o coeficiente de proporcionalidade. Calcular o tempo necessério
para converter uma quantidade de aglcar m< a.
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IV. Numa reacg¢do bimolecular, em que sdo postos em presencga
dois compostos para formar dois novos compostos, a férmula de
transformagao é:

dx = k(a-x) (b-x) dt,

em que a e b sdo as quantidades iniciais das moléculas de cada
um dos compostos, X a quantidade de uma das substincias trans-
formada até ao instante t, e k uma constante dependente da concen-
tragdo. Calcular o tempo necessério para transformar uma quanti-
dade m de uma das substancias. Para a primitivagdo, note que

1 1 ( 1 1 )
(a=x) (b-x) " b-a  a-x b-x
Respostas: I. 1) 2rx2 ; 2) = ; 3) Vi8-Vi1;
x . x® 8 .3 2 b, - 2._x3:
4)x+2+3,5)3x +2x+2x+6,6) 2X + 2x2 - x3 ;
l 10 .g 6.__1__ 5_£ 3 2 e .
7) 5 x10 ¢+ 3 X 5 X 3x + X X 3
1 (xe-x3 - 2). X _ sen2x.
8) 3(x x3 + cos 3x ~ cos 3x2); 9) 3 a
2_1 2
10) 3 3(2+sen X)COS X.
1 a 1 a(b—m)
fll. t=—Ilog -3 . t=——log ——
k a-m k(b-a) b(a-m)

NOTACAO DE LEIBNIZ PARA AS PRIMITIVAS. Como vimos, se f
é uma funcédo continua num intervalo J e a um ponto qualquer de
J, a expressao f: f(t)dt representa uma primitiva de f. Daqui a ideia
de representar pela notagao

{f(x)dx
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uma primitiva qualquer de f e de lhe chamar integral indefinido
de f (por ndo estarem definidos os extremos de integracdo). Por
exemplo, tem-se:

[eX*dx=eX+C

fcosxdx=senx+ C , etc.

Esta notagdao para as primitivas é devida a Leibniz e é usada
correntemente. Convém, por isso, que o aluno se habitue também

a uséa-la.
Também se diz muitas vezes ‘integrar’ no sentido de ‘primitivar’.

13. Célculo de dreas. Uma das aplicagdes da teoria exposta
encontra-se no calculo de areas de figuras planas. Vamos ver dois
exemplos:

|. Calcular a 4rea da figura limitada pela pardbola y2 = 2px e
pela recta x = a, sendo a e p numeros positivos dados (em refe-
rencial ortonormal).

D

A i i o ———
\ }\/Zpa

0 i a

!

I

1

]

I

\
s J T =

Como neste caso o eixo dos x é eixo de simetria da pardbola,
bastarad calcular a 4&rea da metade superior e multiplicar o resultado
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por 2. Mas a metade superior é o trapezbide definido pela fungéo
V2px. no intervalo [0,a]. Logo a sua 4rea é o integral dessa fungéo
entre O e a. Ora

P, V3px = VIp P, VX = V3p P, x1/2 = V2p = = Vapx3

Logo

— 2 2
f3 V2px dx = = V2px3 |2 = = V2pa?

e a area pedida seré:

4
A=-— V2pa3
3

Note-se que a é&rea do rectéangulo [ABCD] é:
a.2 V2pa = 2 V2pa?3

Logo, a drea segmento da parabola é igual a 2/3 da drea
deste rectangulo.

Il. Calcular a érea limitada por uma elipse de semi-eixos a e b
(em referencial ortonormal).
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Ja sabemos que a equacdo da elipse reduzida aos eixos é:

(2) v + = =1

e, visto que, neste caso, 0s eixos coordenados sdo eixos de simetria
da figura, basta calcular a drea da parte situada no 1.° quadrante
e multiplicar o resultado por 4. Ora, resolvendo (2) em ordem a vy,
para y > 0, obtém-se:

y= b\/1 - =— \/az—x2

e a parte da figura situada no 1.° quadrante é o trapezéide definido
por esta fungdo em [0,a]. Temos, pois, de procurar uma primitiva
desta fungdo. Para isso, usaremos a substituigdo:

x=asent , com te[-n/2, n/2]

dx
Como ———d =acost vem:
t

P,Va2 — x2 = P;(Va2-a2sen2t - acost)

= Py (V1-sen2t - a2cost) = a2 P, cos2t

1 cos 2t a2 sen 2t
=a2Py(— + )=—(t+ ——
2 2 2 2
X X x2
Mas t=arcsen— , sen2t=2sentcost=2—V\V 1 - —
a a a2
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Logo

WP X X X2
P,Va2-x2=—(arcsen —+ —\/1-—
2 a a a2

Portanto, vem:

b b —— a a2 =
@ __ Va2-x2dx=—P,Va2-x2 8= — « — . —
Io a g ° )o b 2
wab
-——s
visto que
LS
X — 8 X=2a X x 2
arc sen — =1{ 2 , —\V1-—=0 para x=a,x=0.
a a 2
0se x=0
Logo, a area pedida é:
A=mab

Em particular, se a = b (circulo), tem-se A =maZ.

14. Célculo de volumes. A teoria do integral aplica-se
também ao célculo de volumes. Comecgaremos pelo caso de sélidos
de revolugéo.
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/ %

X x -+ dx X

~—

—_

Consideremos o trapezdide definido por uma fungdo continua f
num intervalo [a,b], supondo f ndo negativa nesse intervalo. Quando
roda em torno do eixo dos x, este trapezdide gera um sdlido de
revolugdo. Para ver como se pode calcular o volume deste, vamos
seguir o método heurlstico dos infinitésimos. Consideremos um
ponto x qualquer de [a,b]. Sendo dx um acréscimo infinitésimo (1),
f(x) pode considerar-se constante no intervalo [x,x + dx]. Deste modo,
a porcdo do trapezdide compreendida entre as rectas verticais de
abcissas x e x + dx pode considerar-se um rectdngulo. Por sua vez,
este gera por rotacdo em torno do eixo dos x um cilindro de revo-
lugédo, cujo raio da base é y =f(x) e cuja altura é dx. O volume
deste cilindro infinitésimo sera, portanto:

ny2dx == [f(x) ]2 dx

Ora, o volume do sélido de revolugdo, de que estamos a tratar,
deve ser @ soma de todos estes infinitésimos desde x = a até x = b;
isto é, 0 volume procurado sera:

V=mn["y2dx = [° [f(x)]2dx

(') Por ‘infinitésimo’, deve entender-se aqui ‘bastante pequeno’.

266



COMPENDIO DE MATEMATICA

NOTA. E claro que estivemos a usar deliberadamente a linguagem
abreviada dos infinitésimos, para habituar o aluno a este método
heuristico, correntemente usado em ciéncias da natureza. Mas nao
é dificil imaginar um método mais rigoroso que consiste no seguinte:
considerar o sélido decomposto em fatias por planos perpendiculares
ao eixo em numero finito; substituir depois essas fatias por cilindros
que delas se aproximam, somar os volumes dos cilindros e passar
ao limite, quando o nimero dos cilindros tende para infinito, de modo
que as alturas tendam conjuntamente para zero.

EXEMPLOS:

I. Consideremos o trapezéide definido pela fungdo V2px no
intervalo [0,a]. Este trapezéide gera, por rotagdgo em torno do
eixo dos x, um segmento de paraboldide de revolucéo.

O volume deste sélido sera:
V=mxfgy2dx =7 [g2px - dx =t px2|p=mpa?

Il. Achar o volume do elipséide de revolugdo cuja superficie
é gerada pela rotagdo da elipse em torno do eixo dos x de
equagao:
x2 y2

a2 b2
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(E, agora, indiferente que se tenha a >b ou a<b; se a>b o
elipséide é alongado; se a<b, é achatado; se a = b reduz-se a uma
esfera.)

Basta achar o volume gerado pelo trapezéide que a fungéo

b
y =— Va2 -x2 define no intervalo [0,a]
- .

e multiplicar o resultado por 2. O volume pedido serd, pois:

a b2
V=21tj'0y2dx=2—;2—f;(a2—x2)dx=

2 b2( . x3 )la 2 b2 ( \ a3)
=LdTX— (AKX =~ —— =4 T — (8" ~——
a2 g ~® a? 3
ou seja:

=—mx ab?

4
Se a = b (esfera de raio a), tem-se V = —3—7: as.
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NOTA. Quando o sélido ndao é de revolugcdo, o volume pode
achar-se de modo inteiramente andlogo pela férmula

V= [BA(x)dx,

em que A(x) designa a drea da secc¢ao feita pelo plano de abcissa x,
perpendicular ao eixo dos x. Por exemplo, no caso do elipséide,

Cujos semi-eixos sao:

b c
—Va2-x2 e —Va2-x2

a a

A édrea da seccao serd portanto (cf. n.c 12, exemplo Il):
bc
A(X) =n—— (a2 -x2) ,
a2

donde:

27w be 27r bc x3

fo (@2 =x2) dx = (a2x-—)

az2
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ou seja:

=—mabc
3

15. Célculo do comprimento de curvas. Consideremos
uma linha plana C definida por um sistema de equacdes paramé-
tricas:

(1) x=o(t) , y=d(),

em que ¢ e { sdo fungdes continuas num intervalo [«,f]. Nos casos
concretos, o parametro t é a varidvel tempo; neste caso, as equa-
coes (1) definem o movimento de um ponto no plano, durante o
intervalo de tempo [«,B], e a linha C é a trajectéria do movimento, cuja
equacdo cartesiana pode ser obtida eliminando t entre as duas
equacdes (1).

Para ver como pode ser calculado o comprimento de C, vamos
supor que as funcées ¢, ¢ admitem a derivada continua no
intervalo |[o, B].

:
0 ;( X + dx
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Seja entdo t um ndmero qualquer do intervalo [o, B] e seja P
o ponto de coordenadas x = ¢(t), y= {(t). Adoptemos, agora, o
método heuristico dos infinitésimos. A um acréscimo infinitésimo dt
de t correspondem acréscimos infinitésimos de x e de y, equiva-
lentes aos diferenciais:

(2) dx = ¢'(t)dt , dy = J'(t)dt

Seja Q o ponto de coordenadas x + dx, y +dy. Entdo Q é infi-

nitamente proximo de P; deste modo, o arco PQ da linha C con-
funde-se com a respectiva corda PQ e, portanto, o seu compri-
mento equivale ao infinitésimo ds, dado pela hipotenusa de um
tridngulo rectédngulo, cujos catetos sdo |dx| e |dy|. Assim:

ds? = dx? + dy?

ou seja, para dt> 0():

ds = Vdx2 + dy?

donde, atendendo a (2):

ds = Vo'(t)2 + ¢'(t) 2 dt
ou, mais simplesmente, pondo x =¢'(t) , y={'(t)(32):

ds = Vx2 +y2 dt

(') Convenciona-se que o comprimento s cresce com o pardmetro t.

(2) As notagdes tais como X, y, devidas a Newton, s3o ainda hoje muito
usadas para designar derivadas, e convém que o aluno também se habitue a
tais notagdes.
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Este infinitésimo ds é chamado elemento de comprimento da
finha. O comprimento integral, s, da linha serd, pois, a soma de
todos estes elementos desde t = « até t = 3, ou seja:

s=Bds=[PVx2+y2 dt
[+ 4 o

Tratando-se de uma linha C do espago definida por um sistema
de trés equagdes paramétricas:

(2) x=0(t) , y=9@) , z=X(1),

sendo @, Y, X definidas num intervalo [«, B], as consideragbes sdo
perfeitamente anédlogas. Supondo que ¢, ¢, X admitem derivada con-
tinua em [« B], o elemento de comprimento ds, em referencial
ortonormal, é dado pela férmula:

ds? = dx2 + dy? + dz?

e 0 comprimento total sera:

s=[Bds= BVx2+y2+22dt

NOTA: — 1. A demonstragdo rigorosa dos resultados assim obti-
dos heuristicamente é mais dificil que no caso das dreas e dos volu-
mes. Por isso, nos abstemos de a esbogar aqui.

iII. No caso em que as equagdes (1) definem um movimento,
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sendo t a varidvel tempo e « =0, o espago s percorrido desde o
instante o até ao instante t sera:

3) s=[tds= [{ Ve (W2 + ¢(u)2du (),

0 que nos da o espago s, como fungdo de tempo, t:

s =1(t) (?)

Neste caso, a velocidade v em cada instante t sera:

ds
Ve =VgmZT D2
dt
Analogamente para movimentos no espago.

Ill. Em alguns casos de linhas no plano, o parametro t pode
ser uma das coordenadas, por exemplo x. Entdo, as equagdes
paramétricas sdo da forma x=t y=1{(t) =f(x), as derivadas em
ordem a t sdo x=1, y =f(x) e o comprimento total serd, pois:

S= BV +f(x)2dx
EXEMPLOS:
I. Calcular o comprimento da linha de equagées paramétricas

x=rcost, y=rsent (sendo r uma constante positiva), num inter-
valo [0, 0].

(') A varidvel de integragdo, u, tem de ser diferente do indice superior t.
(?) Se o espago inicial, s, é diferente de zero, convém pdr s—-s, em
vez de 8 no 1.° membro de (3)
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=,

Eliminando t entre as duas equagdes, obtém-se:
x2 + y2 =r2

A linha ser4, pois, uma circunferéncia, se 6 = 2x. No caso geral,

—
sera um arco de circulo AB, cuja medida em radianos é 0. Deri-
vando x e y em ordem a t, vem:

X=—-rsent , y=rsent

donde:

s= [9Vx2+y2dt= [9Vr2(sen2t + cos2t) dt = (O rdt
0 0 0

e, portanto:

1
s=rt|; r0

isto é: o comprimento do arco é igual ao produto do raio pela
medida do arco em radianos, o que estd de acordo com o que j4 era
conhecido.
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Il. Calcular o comprimento da linha de equagdes paramétricas
x=asent, y=bcost (sendo a e b constantes positivas), num
intervalo [0, 0).

Eliminando t entre as equagdes, obtém-se:

x2 y2

+ —=1
az b2

A linha serd uma elipse, se 6 = 2%, e reduz-se a uma circunferéncia,
se além disso a = b (caso anterior). No caso geral, a linha é um arco
de elipse. Temos, agora:

Xx=acost , y=-b sent
donde:
ds2 = (a2cos2t+ b2sen?t) dt2

Ora, se pusermos:

Va2-b2

a

=k (excentricidade da elipse)

c
a
tem-se: 0<k<1 , a2-b2=a2k2 , b2=a2(1-k?

e, portanto:

ds2 = [a2cos2t+a2(1-k2)sen2t]dt2

=a2 (1 -k2sen?t) dt?

Logo, o comprimento pedido serd dado pelo integral:

s=a _fg V1 -k2sen?t dt
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Mas, prova-se que a fungdo integranda nao pode ser primitivada
elementarmente, sendo necessério, portanto, recorrer a métodos
numéricos de aproximagdo para o célculo do integral (neste caso
pode aplicar-se 0 método de integragdo por séries, a que faremos
referéncia mais adiante).

O integral considerado define uma fungdo de duas varidveis,
0 e k:

E(0,k) = yg V1 -k2sen2t dt

chamada /integral eliptico de 2.2 espécie. Para dar uma ideia da sua
importancia, bastard lembrar que intervém no célculo de percursos
em trajectdrias elipticas, de que sdo bem conhecidos exemplos con-
cretos, relativos a planetas e satélites artificiais.

Dada a frequéncia e variedade das suas aplicagées, esta fungado
encontra-se extensamente tabelada. Habitualmente pée-se k sob a
forma k=sen¢ (tem-se 0<k<1). Das «Tabelas Numéricas» de
A. César de Freitas (l. A.C.), extraimos a seguir uma pequena
parte da tabela desta funcdo, para dar uma ideia de como esté

organizada:
P 6=0 0 = 5o 0 =100°
31° 0,54105 0,54086 0,54030
32 0,55851 55830 55768
33 0,57596 57573 57506

Nesta tabela os valores da fungdo sdo dados a menos de 10 -5,
para valores de ¢ de grau em grau, desde 1 até 90°, e valores de
6 de 5 em 5 graus, desde O até 90°.
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NOTAS —I. Interpretando t como a varidvel tempo, as equagdes
x=asent, y=cost definem separadamente, movimentos vibrat6-
rios simples, de amplitudes a,b e pulsagdo 1, segundo o eixo dos x
e o eixo dos y, respectivamente. O sistema das duas equagdes define
0 movimento resultante dos dois primeiros. A trajectdria, como se
viu, é eliptica, e a equacdo dos espagos é:

s=aE(tk) , supondo s,=0.

ll. Chama-se integral eliptico de 1.2 espécie a fungao F de duas
varidveis definida pela férmula:

1
F(B,k)=j'gv1_kzsen2t dt (0<k<1)

Tal como o integral eliptico de 2.2 espécie, esta fungdo tem
numerosas aplicagbes e encontra-se extensamente tabelada, com
k na forma sen ¢. Estas duas fungdes estdo relacionadas com uma
classe muito importante de fungbes transcendentes, de varidvel
complexa, duplamente periddicas, chamadas fungdes ellpticas.

16. Novos exemplos da fisica*. O conceito de integral
intervém a cada passo em questoes concretas de fisica, quimica,
biometria, econometria, etc. Vamos estudar mais dois exemplos da
fisica.

EXEMPLO | (Trabalho produzido pela expansio de um gés:
por exemplo, num motor de explosdo). Calculemos o trabalho pro-
duzido pelas forgas de expansdo de um gés, cujo volume aumenta
de v, para v,, supondo que se mantém constante a sua temperatura.
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J4 sabemos que, em primeira aproximacédo, se pode adoptar a
EQUACAO DOS GASES PERFEITOS:

(1) pv = KT,

sendo p a pressdo, v o volume, T a temperatura absoluta e K uma
constante dependente do gés.

P

K
N\

Seja M um ponto genérico da superficie que, num dado ins-
tante t, limita o gés; e seja p a pressdo em M, do um elemento de
drea em torno de M (&rea de uma superficie infinitésima a que per-
tengca M) e ds o deslocamento elementar de M, quando o gés passa
do volume v ao volume infinitamente préximo v + dv.

Entdo a forga exercida pelo g4s em do serd pdo (produto da
pressdo pela 4rea) e o trabalho efectuado pela referida forga seréd o
produto desta pelo deslocamento, ou seja:

pdods=pdow

em que dw é o volume do cilindro de base doc e altura ds.
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Admitindo, agora, que a pressdo p é a mesma em todos os pontos
da superficie em cada instante t, o trabalho efectuado quando o
gés passa do volume v ao volume v + dv, sera:

(2) dW =pdv

viso que dv é a soma de todos os volumes elementares d w. Por
conseguinte, o trabalho efectuado na passagem de v a v + dv sera,
atendendo a (2) e a (1):

KT
W = j‘:fpdv= j':/,f

dv=KTIn vzﬁ
Vv 1

isto é:

V2
W=KTIn —
Vi

Vemos, aqui, mais um exemplo tipico de aplicagédo daquilo a
que chamdmos métodos abreviados de célculo e raciocinio.

Numa segunda aproximagédo, pode usar-se, em vez da equagao
dos gases perfeitos, a EQUACAO DE VAN DER WAALS:

(P+—) (v—b) =RT
v2

Deixa-se ao cuidado do leitor a resolu¢do do problema com esta
férmula, comeg¢ando por exprimir p como fungdo de v (com a,
b, R e T constantes).
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EXEMPLO |l (Deducédo da férmula do péndulo simples). Como
é sabido, uma das ideias centrais que tém norteado, com éxito,
todo o desenvolvimento da fisica, § o PRINCIPIO DA CONSERVACAO
DA ENERGIA (1).

i
=1+
|

K

AR R IR

Por exemplo, quando se deixa cair uma pedra de massa m do
alto de uma torre de altura h, a energia potencial da pedra em
relagdo ao nivel do solo é, por defini¢do, igual ao trabalho necessério
para elevar a pedra desde o solo até ao cimo da terra, ou seja o
produto do peso, p, da pedra por h. Como p=mg (em que g é
a aceleragdo da gravidade), a energia potencial da pedra ao ser
largada sera:

Uo=ph=mgh

Num instante t em que a pedra se encontre a distdncia x do solo,
a energia potencial ser& U=mgx. A energia potencial perdida,

(') Alargado com o PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA ENTRE A MASSA
E A ENERGIA, de Einstein.
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U-U, foi entdo transformada em energia cinética, T = —;— mv?,

admitindo que a resisténcia do ar é desprezdvel. Tem-se, pois,
U,-U=T, ou seja:

1
mg (h—x)=?mv2

Quando a pedra chega ao solo, toda a sua energia cinética
acaba por ser transformada em calor (). Porém, no caso ideal de
um choque eléstico (caso que se verifica parcialmente quando, por
exemplo, uma bola de bilhar cai sobre um chdo de marmore), o
corpo saita até ao nivel inicial, para tornar a cair, € assim sucessiva-
mente, conservando-se constante a energia mecénica total, E=U + T.

}c(cos P — COS &)

(') Recordemos que, nas centrais hidroeléctricas, a energia cinética da
édgua &, em grande parte, convertida em energia eléctrica. Por sua vez, nas
centrais nucleares, em que se d4 a cisdo do nuicleo do urdnio, uma parte da
massa deste é convertida, segundo a férmula E = mc2 de Einstein, numa quanti-
dade proporcionalmente enorme de energia calorifica, que vai aquecer a 4gua
do reactor e é depois transformada em energia eléctrica.
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Ora, 6 esse também o caso ideal de um péndulo simples, em
que se despreza o atrito. Suponhamos que um péndulo OP é desviado
para a posigdo OA, em que faz o dngulo « com a vertical, e largado
depois (sem impulso). Seja ¢ o angulo de OP com a vertical num
dado instante t. Entdo, na passagem de A para P, a diminuicdo
de altura (em relacdo ao solo, por exemplo), serd ¢ (cos ¢ — cos «),
designando por ¢ o comprimento do péndulo. Portanto, a diminuicéo
de energia potencial do péndulo sera:

(1) m g c (Cos ¢ — cos &),

sendo m a massa do ponto material P. Por outro lado, designando

por s o comprimento do arco VP, tem-se s=c¢. Portanto, no

instante t, a velocidade de P seré 3—? =C z—f e a sua energia cinética:
1 1 do
— mv2=—mg¢2(—)?2
2 2 dt

Como esta deve ser igual a (1), segundo o PRINCIPIO DA
CONSERVACAO DA ENERGIA, vira:

1 ®
—c2(—)2=gc(coso — cos a),
5 (dt) gc(cos @ )

donde se deduz a derivada de t em ordem a ¢:

dt \/T 1

do 2g Vcosg - cosa
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Daqui podemos agora deduzir, por integragdo, o tempo de uma
oscilacdao simples, isto é, o tempo T necessédrio para o péndulo ir
da posi¢cdo OA até a posigdo simétrica, OA’. Tem-se, com efeito:

c d
) VA i
2g

Vcos ¢ — cos «

visto que, nesta passagem, t varia de —« a « (tomando para positivo
o sentido indicado na figura).

Vamos, agora, ver como a férmula (2) se pode reduzir a um
integral eliptico de 1.2 espécie (cf. n.° 14, exemplo Il). Come-
cemos por notar que

o
(3) coscp—cosoc=(1—2$en2%)—(1-2sen2——)
& P
=2 (sen?2— —-sen? —)
2 2

v 4
Ponhamos agora sen —2~— = k e fagamos a mudang¢a de variavel:

(4) sen —z— =ksen 6

Daqui, diferenciando, vem:

1 ® 2kcos 6
(5) — cos —dp=kcos0d0..dp=———d b
2 2 COS —5-
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e, atendendo a (3):

(6) Vcose-cosa=V2(k2-k2senz0) =kV2cos 0

Entrando com (5) e (6) em (2) e notando que, em virtude de (4), 0
varia de —nt/2 a /2 quando ¢ varia de —« a «, vem:

/ _ / do
/2
T= 7:/2 -[ 7,:1r/2

cos — V1-k2sen20

Finalmente, decompondo o intervalo de integragdo em [ — ©/2,0] e
[0,7/2], e notando que os integrais nestes intervalos sdo iguais
(mudando 6 em —0), vem, finalmente:

c do
7 T=2\/—— o
(7) g o v

1 —-k?sen?§

ou seja:
c =
T=2 \/—— F (—, k)
g 2

Em particular, se « for suficientemente pequeno, pode des-
prezar-se k, e de (7) resulta a conhecida FORMULA DE
GALILEU:

8) T=n\/§
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17. Propriedades em que se baseia o cdlculo numérico
de integrais*. Agora que jid se tem, com os exemplos anteriores,
uma ideia da extraordindria importancia do célculo integral, inte-
ressa ver em que consistem, nas suas linhas gerais, as técnicas de
célculo numérico de integrais.

Sendo os integrais limites de somas, vérias propriedades da adi¢éo
se transmitem aos integrais, por passagem ao limite. Por exemplo,
vimos que, se f é uma fungdo integrdvel num intervalo [a,b], o
integral de f neste intervalo pode ser obtido como limite das somas

n-1
p=0

onde h=(b-a)/n e xp=a+ph , para p=0 , 1 , ... , n-1.

Ora

n-1
ISpl< X [f(xp)| b (propriedade do mdédulo da soma)

p=
donde, passando ao limite, quando n —> o :
| (PEe0dx < [0 1F(x) [ dx.
ou ainda, em notacao abreviada:
(1) | fof1< falf]

Por palavras: O mdédulo do integral de uma fungdo é inferior
ou igual ao integral do médulo da fungao.
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De modo andlogo se reconhece o seguinte:

Se f e g sdo integréveis em [a,b] e se f< g neste intervalo,
entéo

(2) fi< g

Em particular, se [f(x)]< M em [a,b], sendo M uma constante
finita, deduz-se de (1) e (2) a seguinte FORMULA DE MAJORA-
CAO DO INTEGRAL:

(3) | [°f1< M (b-a),
visto que o integral da constante M em [a,b] é M (b - a).

Por outro lado, da definicdo de integral deduz-se facilmente a
seguinte propriedade:

Se f e g sdo fungées integrdveis em [a,b], e se k é uma cons-
tante, também f + g e kf sdo integrdveis em [a,b] e tem-se:

[+g)=[of+[7g . [kf=k [if
Daqui resulta, em particular:
(4) fe(t-9)=f3f- fag
Seja agora ¢ um majorante de |f —~g| em [ab], isto é:

If(x) ~g(x) < e , Vxe[ab]
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Entdo, de (3) e da férmula de majoragdao (3) deduz-se:

(5) | °f- Pgl< (b-a)e

A ideia fundamental do célculo numérico de integrais consiste
em substituir a fungdo integranda f por uma fun¢do g mais facil de
integrar e bastante préxima de f. Entdo (5) 6 uma FORMULA DE
MAJORACAO DO ERRO DO INTEGRAL, desde que se adopte a
seguinte

DEFINICAO 1. Sendo £ um nimero positivo, diz-se que a fun-
¢d0 g é aproximada de f a menos de ¢ em [a,b], sse

[f(x) —g(x) |< e ., Vxe[ab]

Na mesma hip6tese, chama-se vizinhanga (<) de f em [a,b] ao
conjunto de todas as fungbes ¢ aproximadas de f a menos de ¢
nesse intervalo.

f(a)
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Designaremos por V (f) este conjunto (ler: “vizinhanga (¢) de f').
Geometricamente, V _(f) é constituida por todas as fungbes cujos
gréficos estdo compreendidos entre os gréaficos de f(x) + € e de
f(x) — (). Posto isto, é facil resolver o seguinte

PROBLEMA: Dado um ndmero 3> 0, determinar um numero
e> 0, tal que, se a funcdo g é aproximada de f a menos de e,
entio j: g é aproximado de j':f a menos de 3 (supondo que f

e g sdo integraveis em [a,b]).

Aplicando a férmula (5) e pondo ¢ (b-a)< 3, vé-se que

basta tomar

para que o problema esteja resolvido.

Assim, em conclusdo, fica provado o seguinte TEOREMA:

(6) V8>0,3e>0:geV (f) 3 |[af-[fgl<?

DEFINIGAO 2. Diz-se que uma sucesséo ¢, de fungdes con-

verge uniformemente para f em [ab], sse, para todo o >0,
existe um p tal que todas as fungbes ¢, para n>p sdo aproxi-

madas de f a menos de € em [a,b].

() Simbolicamente, Vg () = {¢: [f(x)-o(x)| <e ., WVxE[ab]}

288



COMPENDIO DE MATEMATICA

Do teorema (6) resulta imediatamente o seguinte

COROLARIO. Se uma sucessao ¢, de funges converge uni-
formemente para f em [a,b], entdo

.[:q’n "’I:f

(supondo as fungdes f e @, integréveis em [a,b]).

18. Métodos de integracao numérica*. Passemos, agora,
em revista alguns métodos directos de integragdo numérica:

1) Método dos rectingulos. O caso mais simples das fun-
¢bes integréveis é o das fungdes constantes. Se ¢(x) = k em [a,b],
tem-se, evidentemente, [> ¢ = k(b ~a).

% PRI

e

N\

N\

Seguidamente, aparecem-nos as fungcoes em escada. Diz-se
que ¢ é uma fungdo em escada em [a,b], quando este intervalo se
decorﬁpéé num ndmero finito de intervalos disjuntos, em que ¢ 6
constante. Neste caso ¢ é integrdvel em [a,b]. Se forem [x,.x,[,
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[x,x,[, - [Xp—1, X] com x,=a e x,=b, os intervalos em
que ¢ ¢é constante, tem-se:

n-1

f: P= p2=0 Yp(Xp4+17Xp) . onde y,=¢(xp)

Ora, segundo a prépria definicdo de integral, torna-se evidente
que o integral de uma fungéo f em [a,b] pode ser sempre calculado
como limite de integrais de fungdes em escada, ¢, tendo-se neste
caso yp=<p(xp) =f(xp), para p=0, 1, ..., n=1 ().

No caso em que f(x)>0 em [ab], cada termo Yp Axp que
intervém no integral da fungdo em escada d4 a &rea do rectdngulo
de base Ax, e altura y, Dai a designacdéo "METODO DOS
RECTANGULOS' atribuida a este método.

Quando a fungdo f é mondtona no intervalo [ab], torna-se
aconselhdvel uma ligeira modificacao, que aumenta consideravelmente
a convergéncia do processo: em vez de tomar os valores de f nos
extremos inferiores dos intervalos parciais, devem-se tomar os
valores de f nos pontos médios desses intervalos (nos casos usuais
[a,b] decompde-se num numero finito de intervalos em que f é
mondétona).

Mesmo assim, o método dos rectangulos é demasiado moroso,
como se viu no n.° 7. Interessa, pois, substitui-lo por métodos mais
expeditos.

Uma primeira ideia que surge agora, naturalmente, é a de recorrer
aos métodos de interpolacdo por diferengas finitas, considerando o
intervalo [a,b ] dividido em intervalos de comprimento Ax, todos iguais.

(') Se a fungéo f é continua em [a,b], prova-se que, para todo o € >0,
existe uma fungéo em escada ¢ tal que ¢ E V¢ (f), isto é, tal que [p(x) -f(x)| < 3,
vx €[a,b]. Alids, no fundo, é a partir deste facto que se demonstra que toda a
fungdo continua em [a,b] é integrével neste intervalo.
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2) Método dos trapézios. Este método corresponde a fazer
interpolagdes por primeiras diferengas em cada um dos intervalos
parciais. Entdo f é substituida nesses intervalos por fungées lineares,
cujos gréficos sdo as cordas correspondentes do gréfico de f.

Em particular, se f(x) > 0 em [a,b], isto corresponde a substituir os
rectangulos do método anterior por trapézios (donde o nome
‘METODO DOS TRAPEZIOS' dado a este processo). Entdo, pondo
Yp = f(xp), o integral de f em [a,b] é dado como limite da seguinte
sucessao de somas:

2 2 v

ba(O’ 1|’1|2|___ Yn 1'Vn)
n

b-a /Yyoty,
N 2 B PRA PR [ T
A majoragdo do erro pode ser feita por meio da férmula

(b—a)?2

8 o (PFIE o
S0 = Lafl 2131 n2
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onde M é um majorante finito de [f“| em [a,b], supondo que f”
existe e é limitada neste intervalo (1).

3) Meétodo de Simpson. Neste método, o intervalo [a,b] é
dividido num ndmero par, 2n, de intervalos iguais e a funcao f é
substituida, em cada intervalo [x,,x,, ,J comp=0,2,4,.., .., 2n-2,
pela fungdo polinomial de grau n< 2:

A 2yp
2h?2

Ay,
Y =Yp+ (x=xp) 5 + (Xx—Xp) (Xx=xp—h)

b-a
onde h= —‘Z‘H" ’ AYP = YP+ 1-Yp ’ Asz = Yp+ Z—ZYp-]- 1+YD‘ Um

célculo simples mostra que o integral desta fungdo em [xp,xp Gt O

h
Ap = 3 (Yp+4Yp4+1+Yp42)

Entdo um valor aproximado de > fserd S = A +A_+..+A
ou seja:

2n—2

h
Sn ____3_[y°+y2n+2(y2+y4+ aes F an_.z) +4 (Y1 + .. +y2n—1)]

Esta é a FORMULA DE SIMPSON. Prova-se que a majoracdo do
erro, neste caso, pode ser feita por meio da férmula

(b-a)*

e =P ———
S fa f1 415| n4

(') Nos intervalos em que f’ tem sinal constante, pode fazer-se outro tipo
de majoragéo, recorrendo &s tangentes nos pontos de abcissas Xg, X1, ... Xp.
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onde M é um majorante de [f(¥| em [a,b], supondo que f admite
4.2 derivada, limitada em [a,b]. Comparando-a com a anterior, para
o método dos trapézios, vé-se que este método converge muito mais
rapidamente, visto que no denominador figura n4 em vez de n2.

19. Férmula de Taylor®. Entre os métodos de integragdo
numérica mais usados figuram os métodos de integracdo por séries.
Para dar exemplos destes convém previamente deduzir a chamada
‘férmula de Taylor'.

Seja J um intervalo qualquer da recta e 2 um ponto arbitrério
de J. Sendo ¢ uma fungdo continua em J, convencionemos escrever:

do(x)=[ioudu , VxeJ

Assim, segundo o TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO
INTEGRAL, <4 é o operador que transforma ¢ na primitiva de ¢
que é nula em a (visto que o integral se anula para x =a). Em
particular, se ¢ se reduz a uma constante k em J, tem-se:

—-a)2 —-a)3
Ik =k(x-a) , 32k=k—(x——§)— " gakﬁ‘_ﬂ_ "
2 2x3

Dum modo geral:

(1) Hk=k———— , VnelN

293



J. SEBASTIAO E SILVA

Seja, agora, f uma fungcdo que admite derivada de ordem n
continus em J. Esta pode representar-se por f(" ou por DM
Como f(M =pf(n-1)  §(n=1) & yma primitiva de (" e, portanto:

AN (x) = f(n=1) (x) - §(0=1) (a)

Por sua vez, e atendendo a (1), resulta daqui:

A2 (x) = £1=2) (x) - §(1=2) (a) — #{N=1) (a) (x - a)
A2 (x) = f(0=3) (x) - £("=3) (a) — §("=2) (a) (x — a) - |

(x—a)?2

2!

o f(n— 1) (a)

e assim sucessivamente. Conclui-se por este processo que:

—a)2 _aNS
T (x) = £ ~H(2)—F (a) (x-2)~F"(a) ZT) - " (a) (x;) .
(x_a)n—‘l
- (n—1)
T ooy @

Daqui, se pusermos

A ™M) (x) = R (x),
vira:

_ —a)n=—-1
CD @yt S fn-1) (a)

Hx) = fa) + {x-8) T(6) +— (n-1)1

+ R, (x)
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Esta é a importante FORMULA DE TAYLOR, que se pode
escrever abreviadamente:

n—1 (x-—a)P
(2) fx)= 3 ——— fP (@) +R(x) . VxeJ
p=0 p!
considerando f(®) = D% = f.

O termo R,(x) é chamado o resto da férmula de Taylor para f
no ponto a. Sdao conhecidas vérias expressdes para este termo,
como por exemplo a seguinte:

" (x_t)n -1

R,00 = £ T f™ () dt , vxed

Esta expressdo, que indicamos a titulo de curiosidade, pode ser
deduzida por meio de sucessivas primitivagdes por partes, a partir
de (M),

O que nos interessa agora, propriamente, é uma férmula de
majoragcdo para R,(x):

Seja M,, um majorante de |f(™ (x)| em J, isto é:
M (x)| < M, , V¥xed.
Entdo vird, supondo x>a [cf. n.e 17, (1) e (3)}:

| A (x)| = | XM (u) du [< (x-a) M,,

(x-a) 2

1 A2 £ (x) 1< X (u-a)M,du - M,
. (u-a)z (x-a)3
2" B0 e i —5— Migu=—ga
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e assim sucessivamente até A":

[x-a|?

| A" (M) (x) | < M

n

Pusemos agora x—a entre sinais de mdédulo, porque, como é
f4cil ver, a fé6rmula também é vélida assim para x< a.” Ser4, pois,
esta uma FORMULA DE MAJORACAO DO RESTO.

20. Série de Taylor*. Suponhamos que f admite derivadas
continuas de todas as ordens em J. A férmula de Taylor pode entédo
escrever-se, para todo o n € IN:

(x—a)P

(1) f(x) =
p!

It M
o

f(™ (a) + Rpy ,(x) . VxeJ
p

Suponhamos, além disso, que o resto tende para zero em J
quando n > 0, isto é, que

(2) lim R (x)=0 , Vxel

n—> 0

O mesmo acontece, é claro, com R, ,. Passemos, agora, ao
limite em (1) quando n — . Como x se mantém fixo (isto 6,
ndo depende de n), o primeiro membro de (1) é constante e,
portanto, vira:

s & A 6
f(x) = lim pfo——p—l—-f@ (a) , Vxed
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Esta férmula escreve-se mais simplesmente como segue:

o (x-a)P
fG)= X —(~I—)f(p)(a) , Vxed,
p:o :

ou ainda, desenvolvendo

_afh
2f"(a)+----l- (x=2)

f(M(a)+...

(3) f(x) =f(a) + (x—a)f'(a) +

Como se vé, enquanto a férmula de Taylor tem um nimero
finito de termos, esta tem um numero infinito de termos: o 2.° mem-
bro é uma série (cf. Cap. I, n.°c 32), chamada precisamente a

série de Taylor de f relativa ao ponto a. Em concluséo:

TEOREMA 1. A funcgéo f é representével pela série de Taylor (3)
no intervalo J, sse a condicdo (2) se verifica.
Vamos, agora, ver o seguinte

TEOREMA 2. Uma condigdo suficiente para que se verifique
(2) é que todas as derivadas f(") admitam um mesmo majorante

finito em J, isto é, que exista um namero M tal que:

fM (x)]I< M , VxeJ, nelN

Com efeito, se esta condicdo se verifica, tem-se:

Ix—al?

M , V¥VxeJ, nelN

IRa(x)] <
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Ora, quando n— o, o primeiro factor do 2.° membro tende
para zero (cf. Cap. I, n.c 31, exercicio V) e, como M é constante,
vem lim R, (x) =0 , VxelJ.

n—>0

21. Desenvolvimentos em série de poténcias’. Quando
a=0, a formula de Taylor e a série de Taylor simplificam-se:

x2 xn-‘1
f(x) = f(0) + xf'(0) + —— f°(0) - + £0=1) (0) + R, (%)
2! (n-1)
o0 xn xn
fx) = = — fMW(0) =0) + xF(0) + -+ — £ (0) + ---,
n=0 n! n!

passando a chamar-se formula de Mac-Laurin e série de Mac-Laurin,
respectivamente. Vamos, agora, aplicar os resultados anteriores a
algumas fungdes usuais:

1) Seja f(x) =e* e J=[-«,«] sendo « gqualquer nimero
positivo. Entdo ja sabemos que

f") (x) =e* , ¥xed , nelN,

e, como eX é crescente em J, tem-se e*< e* ou seja:

(™M (x)|<e* , ¥xed , nelN

Portanto, segundo os teoremas 1 @ 2 do ntimero anterior, esta
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fungdao é representdvel pela sua série de Mac-Laurin em J. Ora
(") (0) =e% =1, ¥neIN. Portanto:

= ¥ — =14X+ —+—+ -+ —+F .
n=0 n! 21 31 nl!

para todo o x€[-«,x]. E, como « é um nidmero positivo qual-
quer, segue-se que esta formula é vélida para todo o x€|R. Em
particular, obtém-se uma expressio para o nimero e:

1 1 1 1 1
—_— =1+ + + + oo — .
n! 11 2! 3! n!

2) Seja f(x) =cosx e J=[-«,a], com « positivo qualquer.
Entéo:

1Y
f'(x) = — senx = cos (x + —2——) , f'(x) = - cos x = cos(x + 7),

3
f"(x) = sen x = cos(x + E-n) , fV(x) = cos x = cos(x + 27)

Dum modo geral:

rL
f(")(x)=cos(x+n—2—), vxed , nelN,

donde:

M (x)|]<1 , ¥xed , nelN

A fungdo cos x é, pois, representdvel pela sua série de Mac-
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-Laurin em [-o« a], VxzelR, e portanto em |R. Agora f(0) =1,
f'(0) =-1, ¥”(0) =0, ... Portanto:

X2 x*& X x2n
cosx=1-— + - + .o+ (-1)N P s
2! 41 6! (2n) !
[o o] x2n
= 3 (-1)° , VxelR
n=0 (2n)!
3) De modo anélogo se vé que:
x3 x5 x7 x2n+1
sen X =X — : = + e+ (1) ——m4mM + ..
3! 51 71 (2n+1)!
[0's) x2n+1
= X (-1)"—— , VxelR
n=0 (2n+1)!

EXEMPLO NUMERICO. Calcular sen 36° com 7 algarismos
exactos. E preciso primeiro passar de graus a radianos:

36° = t/5rad ~ 0,62831853 rad

Calculando sucessivamente as somas 0,62831853
parciais S, da série dos senos, para 0,58697683
x =0,62831853 e n=1, 2, ..., por meio 0,58779288
do computador do L. N.E.C. obtive- 0,58778521
ram-se os resultados indicados a margem. 0,58778525

Os algarismos estabilizaram-se até a 7.2 ordem decimal a partir da
4.2 soma e podem considerar-se exactos, porquanto o termo seguinte
da série é bastante menor que 10~ 7 e os erros de arredondamento
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afectam s6 o tltimo algarismo, visto o nimero de termos ser inferior
a 6. Tem-se, pois, com 7 algarismos exactos:

sen 36° = 0,5877852

Note-se que os valores sdo alternadamente superiores e infe-
riores ao limite, como era de esperar.

22. Integracao de séries termo a termo*. Comecemos por
um exemplo simples. Sabemos que se tem (1):

1 "
1) —=T4r+«-+r""14 , Vr#1 , nelN
1-r 1-r

Seja, agora, x um ponto qualquer de ]-1, 1[. Integrando ambos
os membros de (1) em ordem a r, entre 0 e x, vem:

) 0~ 1 " x2+ +xl\+“_x rnd
—dr=x+4+—+ - +— r
? oy 2 n ¥ Ry
Ora tem-se, por um lado:
, dr
(3) Jo A log(1-x)

(') Basta multiplicar ambos os membros por 1-Xx para reconhecer que a
férmula é vélida.
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Por outro lado, como

| < , Ppara |r| <|x|,

vem (cf. n.° 16):

n

r x|
l.f31—d"i<|.f3

I dr|=|x|"|log(1-x) |
-r 1-r

Isto mostra que o ditimo termo de (2) tende para 0 quando
n - o. Logo, atendendo a (3), vird de (2), por passagem ao
limite quando n - oo:

X2 x" o XN
(4) —Iog(1—x)=x+—2—+...+_+...= 5

donde, mudando x em —x e multiplicando por —-1:

x2 x3 xn
(5) log(1+x) =x——+ —— . + (=11 — + ...
2 3 n

Assim, como se v&, o desenvolvimento de log (1+x) em série
de Mac-Laurin pode obter-se, integrando termo a termo a série
correspondente de (1+x) ~'.

Mas a convergéncia da série (5) é demasiado lenta. Somando
(5) e (4) membro a membro, obtém-se o seguinte desenvolvimento,
que se aplica, na prética, ao célculo numérico de logaritmos:

1+x x3 x5 XA
=2(X+—+—+ .. +

6) lo
(6) ¢ 1-x 3 5 2n+1

+..)
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Vejamos um segundo exemplo. Substituindo r por —t2 em (1),
vem:
1 (—t2)"

=1—t2+t4-...+
1+1¢2 1+1t2

Discorrendo como no caso anterior, vé-se que esta série pode
ser integrada termo a termo entre O e x, para todo o x€ |- 1,1
e que, portanto:

x3 x5 x2n+1
7) arctgx=Xx—-—+ —=. + (—-1)" 4 wes
v ? 3 5 1) 2n+1
Em particular, para x = 1, deduz-se daqui:
(8) 7:_1 1+1+ + (-1)° +
4 3 6§ 2n+1

Poderiamos tentar utilizar esta série para o calculo numérico de .
Mas a convergéncia é extremamente lenta: para obtermos ™ a menos
de 0,0001, teriamos de somar mais de 1000 termos da série!
No entanto, MACHIN notou que, se pusermos

1 1
a=arctg— , =arctg — ,
g5 P o 239

se tem, como é f4cil verificar, calculando a tangente dos dois mem-
bros (6 um exercicio simples):

— a—
4
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Daqui e de (7) deduz-se:

1 1 1

5 " 3x6%  Bx8s  7x57 T )7

1 1 1
- +
239 3x239% 5 x 2395

4 -

Esta férmula j4 permite um célculo rdpido de =. Tem-se, por
exemplo:

1 1 1
+ Yot =3,1415 ---
3x53 b5x55 239

16(1
5

Vejamos, agora, um terceiro exemplo. Do desenvolvimento de eX
em série de Mac-Laurin, deduz-se, para todo o x # O:

ex 1 X x2 xn—1
(7) — =l —f—— kot
X X s 3! n!

+ e

Utilizando a majoragdo do termo do resto, pode ver-se, como
nos casos anteriores, que esta série, excluido o primeiro termo, é
integrével termo a termo em qualquer intervalo limitado. Daqui se
conclui que uma primitiva de e*/x serd dada pela férmula:

eX ' X2 X"
P—=C+log|x| +x+ + o+
X

+ e
nxnl

em que C é uma constante arbitréria. Em particular, quando o valor
de C é a chamada 'constante de Euler’, esta primitiva (definida para
todo o x # 0) serd precisamente a fungdo Ei(x) (exponencial
integral de Xx).
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Dum modo geral:

DEFINICAO. Diz-se que uma série de fungdes

P (X) +@, (X) + ...+, (X) +... = oZoocpn (x)
n=

é uniformemente convergente num intervalo [a,b], sse a soma
@0 (X) + ¢, (X) + - + ¢, (X) converge uniformemente para uma
fungéo f(x) em [a,b].

Por outro lado, do coroldrio do teorema do n.° 17 deduz-se o
seguinte

oo
TEOREMA. Se uma série X o¢,(x) é uniformemente conver-
n=0

gente num intervalo [ab], definindo al uma fungdo f(x), entdo a
série pode ser integrada termo a termo em [a,b], isto é, tem-se:

™8

b
.[:f=Ia(Po+I2?1+"'+I:<Pn+"’= _f:b<pn

n=0

Este teorema é de grande utilidade na préatica e podia ter sido
utilizado para justificar as anteriores integragbes termo a termo.
Um outro exemplo, entre inimeros que podem ser citados, é-nos
fornecido pelos integrais elipticos (cf. n.° 14). O célculo numérico
destes é efectuado, habitualmente, desenvolvendo as fungdes

(1—k2san?t)*/2 , (1-=k2sen?t)-12,

em séries binomiais de poténcias de sen?t e integrando depois
essas séries termo a termo entre 0 e 0, para cada 0 € [-n/2, =/2],
pois prova-se que tais séries sdao uniformemente convergentes
neste intervalo, se |k| < 1.
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EXEMPLO NUMERICO. Calcular |7 —e;x— dx com 6 algarismos

exactos, a partir da série (7), atrés obtida para €*/x.

Prova-se que esta série € uniformemente convergente em qual-
quer intervalo limitado e fechado a que ndo pertenga a origem.
Podemos, pois, integrd-la termo a termo no intervalo [1,.5], o
que da:

X 2 3 n
e X X X
L LR S L Sl LRt | Ppgainy LI
X 4 3.3! n.nl
Ora, tem-se:

2

X
5 =
logx|; =log5—log1=16094379 , x|7=5-1=4, = 2=6,

Calculando e somando sucessivamente os dois primeiros termos,
os trés primeiros, etc., 0 computador do L.N.E.C. forneceu os seguin-
tes valores aproximados de integral:

5,6094379; 11,609438;  18,498327;  24,998327;
30,204994;  33,821660; 36,036059;  37,247896;
38,114217;  38,225422;  38,267896;  38,282975;
38,287976;  38,289532;  38,289988;  38,290114;
38,290147;  38,290155.

Podem considerar-se estabilizados os 6 primeiros algarismos.

Além disso, como o numero de parcelas para obter o Ultimo
é 18, os erros de arredondamento produzem na soma um erro nao
superior a 18 x 10 - ¢ < 0,00002. Tem-se, pois, até & ordem decimal
indicada:

X

5 e -
§5 — dx = 38,2901
X
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NOTAS IMPORTANTES

I. O célculo do exemplo anterior foi executado pela méquina
em breves segundos, e muito mais rapido teria sido, se o pro-
grama tivesse pedido apenas o Ultimo valor aproximado. Esta bre-
vidade contrasta singularmente com o quarto de hora despendido no
célculo numérico directo, como se indicou no n.° 7, o que néo
admira, visto que, nesse caso, foi necessério calcular, por meio da
série (7), o valor de e*/x em 2520 pontos.

Il. O computador permite calcular facilmente o referido integral,
pelo método anterior, com a aproximagao que se queira. Com efeito,
o resto da série, depois dos 19 primeiros termos é, como se viu, infe-
rior a 10-4, o que permite fazer o seu célculo, de modo anélogo,
com cerca de 6 algarismos exactos, e assim sucessivamente.

lll. Como se vé, o método de integracao, por séries, pode ser
extremamente vantajoso na pratica. Mas nem sempre é aplicével,
ou porque a fungdo integranda nao é desenvolvivel em série de
fungbes simples, uniformemente convergente no intervalo consi-
derado, ou porque tal desenvolvimento existe, mas é complicado ou
converge muito lentamente. Nestes casos, é inevitdvel recorrer a
integragdoes numéricas por decomposigdo do intervalo, que podem
no entanto ser associadas, em certos casos, a utilizagdo de alguns
termos iniciais de desenvolvimentos em série.

23. Exemplos de equacoes diferenciais*. Quase todos os
problemas de anélise infinitesimal relativos as ciéncias da natureza
se traduzem sob a forma de equagdes diferenciais. Vejamos alguns
exemplos.
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EXEMPLO I. Achar uma funcdo que coincida com a sua deri-
vada. Considerando a fun¢do sob a forma y = f(x), o problema tra-
duz-se pela equagédo diferencial:

(1) Yy =y; mais explicitamente: f(x) = f(x).

O leitor j& conhece uma solugdo desta equagdo: a fungédo y = eX,
Mas h4 outras solugées: qualquer fungéo da forma y = Ce* é também
solugdo da equacgao (1), como se pode verificar. Pergunta-se, agora:
Estdo aqui todas as solugbes de (1)? Vamos ver que sim. Tem-se,
com efeito(1):

(%)
f'(x) = f(x) < =

= 1< Dyloglf(x)| =1

Ora, ja sabemos (n.° 1) que todas as solugdes desta Ultima sdo
da forma

log|[f(x) |=x+c (c, constante arbitréria),
0 que equivale a escrever:
f(x) =Ce* , pondo C=+e°
Mais geralmente, se considerarmos uma equagao

y =ky , sendo k uma constante # O,

vé-se que a solugcao geral (também chamada integral geral) da equa-
¢do é dada pela expressao

y = Ce’*  (k, constante arbitréria)

(') Excluindo a solugéo nula.
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O problema assim posto é, como se vé, indeterminado: tem
uma infinidade de solugcdes. Para obter um problema determinado
(isto é, com uma Unica solugdo), é preciso juntar-lhe uma outra
condicdo, que pode ser, por exemplo, o valor da fun¢ao incégnita
para x = 0:

f(0) =y, (chamada ‘condi¢édo inicial’)
Neste caso, tem-se, como é facil ver:
f(x) =y, ekx

No n.° 4, estuddmos dois exemplos concretos que conduzem
a equagdes diferenciais deste tipo: desintegracdo radioactiva e cres-
cimento populacional.

EXEMPLO 2. Achar uma fung¢do y = f(x) tal que

(2) y'=-y

Pensando um momento, o leitor encontra logo duas solugdes
desta equacdo: as fungdes sen x e cos x. Depois, atendendo aos
teoremas sobre derivadas, verd que sdo solugbes de (2) todas as
fungdées da forma:

(3) y=Asenx + Bcosx,

onde A e B sdo constantes arbitrdrias. Ora, demonstra-se que estao

aqui todas as solugdes de (2), isto é: a férmula (3) dé-nos a

solugdo geral (ou o integral geral) da equagdo diferencial (2).
Mais geralmente, dada uma equagédo do tipo

(4) y'=-h?y (h, constante ndo nula),
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prova-se que o seu integral geral é:

(5) y = Asen hx + B cos hx

Neste caso, para tornar o problema determinado, é necessério
dar, por exemplo, os valores da fungédo incégnita e da sua derivada
no ponto O:

f(0) =y, ., f(0) =V, (condigcées iniciais)

e é facil deduzir de (5) que yo,=B , Yy, =hA, donde:

’

y
(6) Y = Yo €OS hx + —Hgsen hx

Um problema concreto que se traduz por uma equacéao do tipo (4)
é o das vibracoes simples:

Determinar a equagcao do movimento de um ponto material P,
que se desloca sem atrito sobre uma recta, atraldo para um ponto
fixo O dessa recta, por uma forca proporcional a disténcia de P a 0(1).

Suponhamos a recta orientada e seja s a abcissa de P em cada
instante t, tomando O para origem. O que se pretende é determinar s
em fungdo de t, isto é, achar a equacdo dos espacos, s = f(t).
Designando por m a massa do ponto material e por k a constante de
proporcionalidade, o problema traduz-se pela equagdo diferencial:

ms” = — ks (supondo k> 0)

(1) E este, aproximadamente, o caso da ponta da lamina, considerado no
Cap. I, n.°c 37, ou o caso de um diapasdo, ou ainda o de um péndulo simples,
quando o &ngulo de afastamento é pequeno.
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Com efeito, s” [ou seja f“(t)] é a aceleragdo em cada instante t e
portanto ms” é a forga que solicita P, forgca esta proporcional a |s|,
mas de sinal contrdrio ao de s, por ser atractiva. E claro que

k
ms’' = —-—ks<s" = - —s,
m

donde, por comparagdo com (3) e (6), pondo Vk/m = w:

Vo
$ = 85,008t + —senwt
©

Esta é a equagdo do movimento vibratdrio simples, em que s, é 0
espaco inicial e v, a velocidade inicial.

Suponhamos agora que, a forga atractiva, se opde a resisténcia
do ar, sendo esta proporcional a velocidade s” e sendo k o coeficiente

de proporcionalidade. Neste caso, o problema é traduzido pela equagao
diferencial

ms” = hs' — ks (h>0, k>0)
Prova-se que a solugcdo geral desta é:

s=eM(Asenwt+ Bcoswt),

em que A =h/m, ® = Vk/m—122, e A e B sdo constantes arbitrarias
que podem ser determinadas a partir de s, e Vv,,.

Trata-se, agora, do movimento vibratério harmdénico amortecido
(cf. Cap. I, n.c 37).

Consideremos finalmente o caso em que, a forga eléstica atrac-
tiva, se adiciona uma forga periédica f que excita a vibragédo. Seja
por exemplo f=q sen w, t. com q e w, constantes. Para maior
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simplicidade vamos supor m =1 e h = 0 (no caso geral as conclusdes
sdo anélogas). Entdo, a equacado diferencial de movimento pode
escrever-se:

s'=—-ks+qgsenw,t

Se pusermos agora \/F= w, é facil verificar que uma solupéo par-
ticular da equagao sera:

s=psenw,t,

em que

p= Lz (amplitude da vibragao)
02—

1
Como se vé, quando a pulsagdao w, se aproxima de w, a ampli-
tude p tende para « (fenémeno chamado ‘ressonéncia’).

A solugao geral (ou integral geral) da equagao é, neste caso:
s=psenw,t+Asenwt+Bcoswt,

sendo A e B constantes arbitrérias.

24. Integracdo numérica de equacoes diferenciais*. Como
vimos pelos exemplos anteriores, as solugdes das equagdes diferen-
ciais sdo funcdoes e nao numeros. Por exemplo, na equagédo
f*(x) = - f(x), a varidvel numérica x é uma varidvel aparente, visto
que a igualdade deve ser verificada qualquer que seja x. Trata-se,
pois, de uma condicdo na varidvel ¥ (varidvel funcional). Esta con-
digdo pode escrever-se mais simplesmente f* = — f, ou ainday” = -y,
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com y = f(x); mas esta ultima forma da equag¢do, embora usual e
cémoda, é na realidade um abuso de escrita, em que se confunde
fungao com varidvel dependente.

Dum modo geral, chamam-se equacées funcionais as equagoes
(isto é, as igualdades condicionais), cujas solugdes devem ser
funcdes. Por sua vez, chamam-se equacodes diferenciais as equagdes
funcionais, em que a fungao incégnita aparece relacionada com a sua
derivada ou com as suas derivadas, até certa ordem, por meio de
expressdes analiticas que incidem sobre os valores dessas fungdes
e ainda, eventualmente, sobre os valores da varidvel independente.
A mais elevada ordem das derivadas que figuram na equag¢ao chama-
-se a ordem da equacéo diferencial. Por exemplo, a equagédo dife-
rencial y'+y=0 é de 1.2 ordem, enquanto a equagdo diferencial
V' =y =(1-x2)y é de 2.2 ordem.

Apresentam-se também, na prética, sistemas de equacdes dife-
renciais. Sdo exemplos tipicos de tais sistemas os que descrevem o
movimento de um ponto no espago; neste caso, as incégnitas sdo as
coordenadas X, y, z do ponto, num dado referencial, consideradas
como funcoes do tempo t.

Temos estado até aqui a subentender que as fungdes incégnitas
sdo fungdes reais de uma varidvel real. Mas podem ainda apresen-
tar-se equagdes diferenciais em que a incégnita € uma fungcao de
duas ou mais varivaveis reais e, como, neste caso, intervém, na equa-
¢80 derivadas parciais (cf. n.°o 42) a equagdo diferencial chama-se
equacdo em derivadas parciais, enquanto as primeiras se chamam
equacoes diferenciais ordindrias. Sdo exemplos muito importantes
de equagdes em derivadas parciais: a equagdo das ondas (sonoras,
electromagnéticas, etc.), a equacao da difusdo (do calor, de substan-
cias dissolvidas, etc.), a equagdo de Laplace (relativa a potenciais
eléctricos, etc.) e muitas outras.

E claro que o problema da primitivagdo corresponde ja a resolver
uma equacdo diferencial do tipo y' = f(x), em que f é a fungéo

313



J. SEBASTIAO E BSILVA

dada. E, portanto, de esperar que, na resolucio das equagdes dife-
renciais, surjam dificuldades semelhantes as que verificdmos a pro-
pésito da primitivagdo: em geral ndo é possivel resolver uma equacéo
diferencial por métodos elementares, que conduzam a expressdes
analiticas conhecidas; torna-se, entdo, necessério recorrer a métodos
de resolugdo (ou integracdo) numérica. .

Para dar uma ideia destes métodos, limitar-nos-emos ao caso
simples de uma equac¢do da forma:

(1) y' =f(xy),
em que f(x,y) é uma fungdo dada, de duas varidveis. O que se pre-

tende é achar uma fungdo y = o(x) que verifique (1), isto é, que
transforme (1) numa /dentidade:

¢'(x) = f(x, (x))
O problema, quando possivel, é geralmente /indeterminado. Mas,
na prética, junta-se normalmente a (1) uma condicédo inicial, isto 6,
da-se o valor da fungdo incégnita num ponto X,:

(2) ?(X) =Yo . supondo (x,Y,) € D¢

Ora, a equagdo (1) pode escrever-se sob a forma

dy
___=fx'
= (x,y)

que nos conduz a considerar a jgualdade aproximada
(3) Ay =~ f(x,y) Ax

em que os diferenciais foram substituidos pelas diferencas finitas.
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Consideremos, entdo, um intervalo [x,Xx], com x varidvel, e uma
sequéncia de pontos

Xo<Xq < X< o+ < Xp =X,

tais que Axp =Xp4q —Xp=h, para p=0,1,..., n-1. Supondo que
existe uma e uma so6 solugdo y = ¢ (x) de (1) que verifique (8) e
pondo y, = ¢ (Xp), para p=1, 2, ..., n—1, vird entdo de (3):

Y1=Yo ® f(Xa¥o)h ., donde y; &y, + f(x5Yo)h
Por sua vez:
Yo-Y, ®f(xy,y4)h , donde y, =y, +f(xqy,y,)h

e assim sucessivamente, até y, X y = ¢(x), supondo que os pontos
(xp/Yp) pertencem todos a Dy, parap=1, 2, ..., n—1.

A intuicdo diz-nos que se obtém assim valores aproximados de
@(x) com um grau de aproximagao tanto maior quanto menor for h.
E esta intuicdo é confirmada pela l6gica, quando a fungdo f(x,y)
verifica certas condi¢gées que, normalmente, sdo satisfeitas na prética.

O método de integragdo numérica que acabamos de expor é
o mais elementar, entre os chamados ‘'métodos de integragdo passo a
passo’. Este, que corresponde ao método dos rectingulos no caso
da primitivagdo de fungdes (quando f(x,y) se reduz a uma fungdo
s6é de x), é na préatica demasiado moroso, devendo entdo ser substi-
tuido por outros métodos de integracdo passo a passo mais expe-
ditos. Em certos casos, sao aplicaveis métodos de integragdao por meio
de séries e, noutros ainda, métodos mistos, em que se faz uso ao mesmo
tempo de séries e de integragdes passo a passo, aplicando férmulas
de interpolagéo.

Seja como for, a integragdo numérica de equagdes diferenciais
é geralmente um problema que exige técnicas muito delicadas de
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célculo numérico, que podem variar de caso para caso, conduzindo
com frequéncia a célculos laboriosissimos, que seriam impraticaveis
antes da era dos computadores electrénicos. Calculos deste tipo
sdo, por exemplo, os que se referem a voos espaciais e a misseis
teleguiados.

Quando ndo se exige uma grande aproximag¢do, sdo muito Uteis
os computadores electrénicos analdgicos, que resolvem rapida-
mente equacgdes de tipos mais ou menos complicados, fornecendo
as solugcbes com aproximagdo que pode ir até 0,05%, e ainda
gréficos das solugdes. Pode resolver-se por este meio, por exemplo,
a importante equacéo de Van der Pol:

d23x

dt2

dx
-AM1-x2) —+x=0,
dt

para diferentes valores do pardmetro A, uma vez conhecidos os
valores de x e x’ para t = 0 (condigbes iniciais). 7Tais computadores
sdo de grande utilidade, sobretudo em questdes de engenharia.

Tornando aos métodos de integracdo numeérica, importa notar
gue, no que se refere a equagcdes em derivadas parciais, se conhece
ainda muito pouco sobre critérios matematicos relativos a convergéncia
dos processos e a validade dos resultados como solugdes, o que
obriga, por vezes, & constru¢do de modelos para verificagdo experi-
mental dos resultados (cf. Cap. |, n.° 43, pp. 163-164).

Encontra-se pois, aqui, um imenso campo aberto aos jovens, que
estejam interessados em investigagdo matematica ligada a aplicagoes
concretas.

OBSERVAGCAO FINAL. Este capitulo, tal como o anterior, foi
muito mais longe do que se pode exigir, entre nés, num programa
liceal. O objectivo foi o de apresentar um panorama tanto quanto
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possivel largo e actualizado da anélise infinitesimal, tendo em vista
fornecer ao leitor mais interessado ou mais necessitado (estdo neste
caso os alunos que irdo frequentar cadeiras de Matemaéticas Gerais
e de Fisica em Escolas Superiores) uma preparagao complementar,
que o ajude a vencer, pelos seus préprios meios, as dificuldades

que tera de enfrentar.
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CAPITULO 11

TEORIA DEDUTIVA DOS NUMEROS NATURAIS (')

1. Caracterizacdo da estrutura do grupéide (IN, +). Como
vimos no capitulo Ill, do 1.° volume, os nlimeros naturais apresen-
tam-se espontdneamente ao nosso espirito como cardinais de con-
juntos finitos nao vazios. Por exemplo:

1 =% { Lisboa } = 4 { Liceu Camdes } = -
2 = 4 {Terra, Lua} = # { Magnésio, Brasil } = -
3=43{d6, ré, mi} =% {1, =, Hidrogénio } = --

e assim por diante. Nesta ordem de ideias, a operagdo légica de
reunido, entre conjuntos disjuntos, da lugar a adicao de nimeros
naturais. Por exemplo, a férmula em termos de conjuntos:

{ Terra, Lua }uU {d6, ré, mi} = {Terra, Lua, d6, ré, mi }

(1) Este capitulo j& néo esté incluido no projecto da O.C.D.E. (ver o Gu/a).
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da lugar a férmula em termos de ndmeros:
2+3=5

E, assim como a ideia de nimero natural é mais abstracta que
a de conjunto finito, assim também a ideia de adi¢do entre nimeros
é mais abstracta que a de reunido entre conjuntos. Por conseguinte,
na passagem do universo dos conjuntos finitos para o universo dos
numeros naturais, hd uma subida no nivel de abstraccéo.

Por outro lado, como vimos, as propriedades da reunido de
conjuntos, que inferimos da experiéncia quotidiana por um processo
indutivo-dedutivo mais ou menos consciente, conduzem-nos a pro-
priedades correspondentes da adigdo entre nimeros naturais, tais
como as seguintes:

I. Para todo o par (a,b) de numeros naturais, existe sempre um
e um s6 numero natural c, que é soma de a com b, isto é, tal que
a+b=c

Il. (a+b)+c=a+(b+c) , Vab,celN.

Ill. a+b=b+a , VabelN.

Nestas propriedades, o ponto mais delicado — e, podemos
dizer, mais discutivel — é a proposigdo de existéncia contida em 1.
Tal proposi¢do equivale a seguinte:

Quai.équer que sejam os conjuntos finitos A e B, existem sempre
dois conjuntos disjuntos A’ e B’ tais que #+ A’ =% A e # B’ = 4 B.

Mais tarde discutiremos o conteldo desta proposi¢ao. Por agora
interessa apenas lembrar o seguinte:

1.° A propriedade | diz-nos que o par (IN,+) é um grupdide.
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2.° A propriedade |l (junta a |) diz-nos que o grupdide (IN,+)
é associativo, portanto um semigrupo.

3.° A propriedade |l (junta a | e Il) diz-nos que o semigrupo
(IN,+) é comutativo.

Mas hé inimeros semigrupos comutativos (A,0) ndo isomorfos
a (IN,+), por exemplo (Z,+), (IN,x), etc. Por outro lado, h4 também
inimeros semigrupos comutativos isomorfos a (IN,+), que tém por-
tanto a mesma estrutura deste (procure exemplos). O problema que
nos propomos resolver é precisamente o seguinte:

Caracterizar a estrutura de (IN,+) por meio de um sistema, tio
simples quanto possivel, de propriedades légicas da adigdo de nume-
ros naturais.

Temos, pois, de procurar outras propriedades da adicdo em I[N,
independentes de I, I, Ill (isto é que ndo se deduzam destas).
Para isso, recordemos que, além da adicdo, é definida em IN a
relacdo de grandeza. Esta pode ser definida a partir da relacdo de
inclusdo estrita, entre conjuntos finitos, do seguinte modo:

(1) #A<#B¢3X:X§B/\#X=#A

Daqui se deduzem as propriedades anti-reflexiva, anti-simétrica,
transitiva e tricotémica da relagdo <. Mas vimos também que:

A relacdo < pode ser definida em N a partir da operagéo +,
utilizando a propriedade:

(2) a<b<idx:ta+x=b

Adoptemos, pois, esta propriedade como definigdo da relagéo
< em [N. Podemos entdo traduzir as propriedades.anteriores desta
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relacdo em termos de adicdo. Por exemplo, a PROPRIEDADE
ANTI-REFLEXIVA:

a<b=a#b
pode traduzir-se do seguinte modo:
IV. a+x#a , Va, xelN.

O mais curioso agora é que as propriedades anti-simétrica e
transitiva se deduzem das propriedades -1V da adigéo.

Comecemos por demonstrar a transitividade():
Sejam a, b, ¢ trés nimeros naturais tais que a< b e b< c¢. Entdo
existem dois nimeros naturais x, y tais que

a+x=b , b+y=c (porqué?)
donde:
(a+x)+y=c (porqué?)
ou seja:

a+ (x+y)=c (porqué?)

Daqui se conclui que a<c (porqué?). Assim provamos a PRO-
PRIEDADE TRANSITIVA:

a<bAb<c=a<c

(') Demonstragédo facultativa.
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Demonstremos, agora, a anti-simetria:

Sejam a, b dois nimeros naturais tais que a<b. Pretende-se
demonstrar que b« a. Vamos fazé-lo pelo método da redugdo ao
absurdo. Suponhamos que b < a. Entdo, como a<b e b< a tem-se
a<a (porqué?) e portanto a #a (porqué?), o que é absurdo

(porqué?). Logo tem-se, necessariamente, b « a e assim fica provada
a PROPRIEDADE ANTI-SIMETRICA (ESTRITA):

a<b=b< a

Pelo contrdrio, a PROPRIEDADE TRICOTOMICA:
Va,b,cca<bVb<aVa=b

é independente das anteriores, isto é ndo se pode deduzir
destas. Note-se que esta propriedade é equivalente a seguinte:

a¥b=>a<bVb<a
0 que permite traduzi-la em termos de adigdo do seguinte modo:

V. a#b=3dx: a+x=bVb+x=a

Vejamos, agora, se a lista de propriedades |-V jé chega para
caracterizar a estrutura de (IN,+):

Existe algum grupdide (A,0) ndo isomorfo a (IN,+) que verifique
as propriedades 1-V, com A no lugar de IN e com 6 no de +?

E fécil ver que existe um tal grup6ide. Um exemplo é o grupéide
(IR*,+). Porqué?
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Procuremos uma propriedade de (IN,+) que ndo seja verificada
em (IR*,+):

Existe um numero natural que da origem a todos os outros.
Qual? O nimero 1. Como?

Por adicbes sucessivas:

1% 1¥1+L 1#1+1%F1, T+1$1+1+1,

Em resumo, podemos acrescentar a lista anterior a seguinte
propriedade:

VI. Existe um numero natural que gera todos os outros por
adicdo sucessiva.

No numero seguinte daremos um enunciado desta propriedade
em termos de ldégica simbdlica. Pergunta-se, entretanto:

Existe algum elemento de |R* que gere todos os outros por
adicao sucessiva?

Suponhamos que existia um elemento u de IR* nestas condicdes.
Entdo todos os outros nlimeros positivos se podiam obter a partir
de u por adigdes sucessivas:

u+u , u+u4+u , U+u4+u+u ,

Seria, portanto, vélida em |IR* a propriedade:

X #&yg==x>u(1)

(') A justificago deste facto serd por enquanto intuitiva.
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Mas isto é impossivel, visto que:
YuelRt , dxelR*: x<u

Com efeito, sendo ¥ um nuimero positivo qualquer, se tomarmos
por exemplo x = u/2 teremos x€{R* e x+ x=u, donde x<<u.
Em conclusao:

O grupdide aditivo |R* nido tem a propriedade correspondente
a V.

Resta saber se a lista de propriedades 1-VI j& chega para carac-
terizar a estrutura de (IN,+). Mas, para isso, precisamos de dar novas
formas a propriedade VI, o que faremos nos nimeros seguintes.

NOTA. Pode ainda perguntar-se: ‘O que nos leva a afirmar
que a propriedade VI é verdadeira? Como veremos, essa proprie-
dade resulta da prdpria nogdo de conjunto finito e da definicdo de
nimero natural como cardinal do conjunto finito ndo vazio.

2. Principio da inducéo em IN. Sucessdes; definicoes por
recorréncia. Tentemos, agora, formular com simbolos de l6gica
matematica a propriedade V| atras indicada. Seja X o conjunto for-
mado pelo nimero 1 e por todos os outros nimeros que se podem
obter a partir de 1 por adigdo sucessiva. Temos, entdo, por um lado

(1) 1eX
Por outro fado, se ne X, também n + 1 €X, isto é:

(2) neX=>n+1eX (porqué?)
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Ora, a proposigdo:

‘O numero 1 gera todos os outros numeros naturais por adicéo
sucessiva’

significa precisamente o seguinte:

‘S6 existe um conjunto X de numeros naturais que verifica as
condigcoes (1) e (2); esse conjunto é IN’.

Simbolicamente, esta proposi¢cdo traduz-se do seguinte modo:
(3) 1eX/\(neX=n>n+1eX)=§X=lN

supondo que n varia em IN e X em 7 (IN).

Note-se que (3) ainda ndo é a tradugdo simbélica da pro-
priedade VI: esta apenas afirma que existe, pelo menos, um nimero
natural que gera todos os outros. A sua tradugcdo simbdlica, con-
sequéncia do (3), sera pois:

Ju: ueX/\(neX=n>n+ueX)=)>(’X=lN

Mas é da propriedade (3) que vamos ocupar-nos agora. Esta é
chamada principio de indugcdo matemética (em IN) e pode ser enun-
ciada, em linguagem mista (parcialmente simbdlica), do seguinte
modo:

PRINCIPIO DE INDUGCAO MATEMATICA. Se um conjunto X
de numeros naturais verifica as duas seguintes condi¢cdes:

1eX , neX=:n+1eX,

entao X sé pode ser IN.
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Este principio tem uma grande importdncia em matematica, como
veremos. Em primeiro lugar, pode ser utilizado para definir as mais
diversas fungdes de uma ou mais varidveis naturais.

Consideremos primeiramente uma fungdo f de uma sé varidvel
natural, isto é, uma aplicagdao de IN num conjunto A gqualquer. Entdo
f faz corresponder a cada ndmero natural n um determinado elemento
a, de A, conforme o esquema:

1 2 3 - n

a1 a2 aa e an

Neste esquema, os valores de f aparecem dispostos uns a seguir
aos outros, segundo a ordem dos nimeros naturais aos quais corres-
pondem, como uma espécie de sequéncia infinita:

(B 85, g s By e

Por este facto se diz que f é uma sucessdo ou, mais precisamente,
uma |IN-sucessdo. Assim:

DEFINICAO. Chama-se |IN-sucessdo de elementos dum con-
junto A toda a aplicacdo f de IN em A. Os valores de f dizem-se
termos da sucessdo: f(1) o primeiro termo, f(2) o segundo termo,
..., f(n) o termo de ordem n (ou termo geral) da sucessao.

Note-se que, no esquema anterior, as expressoes ‘f(n)’ e 'an'
sao equivalentes.

De modo andlogo se define ‘IN -sucessdo’ e ‘Z-sucesséo’.
Quando ndo houver perigo de equivoco, diremos apenas ‘sucessdo’.

Assim, o conceito de ‘sucessdo’ aparece-nos como extensdo do
conceito de ‘sequéncia’. Com efeito, uma sequéncia de n elementos
de A é uma aplieacéo do conjunto {1, 2, ..., n} no conjunto A

327



J. SEBASTIAO E SILVA

(cf. 1.2 vol., 1.° tomo, pg. 120). Podiamos entdo chamar sucessées
finitas s sequéncias, para as distinguir das IN-sucessdes, [N -suces-
sbes, etc. E s6 para simplificar a linguagem que chamamos as
primeiras ‘sequéncias’ e as segundas ‘sucessoes’.

O aluno j& conhece iniimeros exemplos de sucessées (indique
os 4 primeiros termos de cada uma):

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

a sucessdo dos numeros naturais (a aplicagao nun),

a dos numeros pares (a aplicagdo n, ,2n);

A

a dos nimeros impares (a aplicagdo n, ,2n—1);

A

a dos quadrados perfeitos (a aplicagdo n, ,n?2);

N

a das poténcias de 10 (a aplicagdo nu10");

a das poténcias de = (a aplicagdo n, ,=");

A
a das poténcias dum operador ¢ qualquer (a aplicagao

ny-
n 4@ ); etc.

Tal como sucede com as sequéncias, é necessario nao confundir
nunca uma sucessdo f com o conjunto dos seus termos (contra-
dominio de f).

Por exemplo, se f é a sucessdo definida pela expressdo ‘resto
da divisdo de n por &', isto é:

1 23 4567 8 9 10 ..
f=
1 23 0%1T 23 01917 2 .

ou, abreviadamente
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o conjunto dos termos da sucessdo sera:
Di=40 1. 2. 3}

Como conjunto que é D’s ndo depende da ordem dos seus
elementos e estes sdo fodos distintos.

Muitas vezes, uma sucessdao (como qualquer outra aplicagdo)
pode ser dada por uma expressao designatédria de tipo j& conhecido.
Por exemplo, a sucessdao dos nimeros impares

L 38 T ea 201

pode ser definida pela expressdo designatéria 2n—1, também chamada
‘expressdao do termo geral'.

Mas nem sempre assim acontece. Tal é, por exemplo, o caso da
sucessdao dos nimeros primos

2; 2 B: 1, 1, 13, 17. 19, 238, 29, 31,

(Nao confundir com o conjunto dos numeros primos/!)

Ora, hé processos extremamente gerais para definir sucessoes,
chamados METODOS DE RECORRENCIA. Estes métodos baseiam-se
no PRINCIPIO DE INDUGCAO MATEMATICA, consistindo essencial-
mente num processo que permite determinar cada termo (a partir
de certa ordem), uma vez conhecidos um ou mais termos

anteriores.
Seja f, por exemplo, uma sucessao que verifique as duas seguin-

tes condigoes:

f(n)+1, se f(n) #2

f(1) =1, f =
Wi Tye s T 0 , se f(n) =2

-
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Seré entdo:
f(1) =1, f(2)=2, f(3)=0, f(4)=1, f(5)=2, f(6)=0,
f(7)=1, f(8)=2, f(9) =0 f(10) =1,

Desde logo se vé, intuitivamente, que as condigdes (1) definem
uma fungdo de IN com valores em [N, e que se tem:

f(n) = resto da divisao de n por 3,

segundo a terminologia habitual.

Mas, para demonstrar rigorosamente que existe uma e uma sé
sucessdo f que verifica as condigdes (1), é necesséario aplicar o
PRINCIPIO DE INDUCAO MATEMATICA:

Seja X o conjunto dos nlimeros naturais x tais que o valor de
f(x) é univocamente determinado pelas condi¢ées (1). Tem-se, entao:

1eX (pela 1.2 condigao)

neX=>n+1eX (pela 2.2 condigdo)

Logo X = IN. Quer dizer: as referidas condigées definem uma,
e s6é uma sucessdo, que é uma aplicagdo de [N em IN.

Este processo de definicdo de f, por meio das condigdes (1),
é pois um processo de recorréncia. A primeira condigdo, f(1) =1,
é chamada ‘condicdo inicial’; a segunda condigdo é chamada
‘férmula de recorréncia’.

A partir da anterior fungcdo f podemos agora definir, também
por recorréncia, uma nova fun¢do g, do seguinte modo:

1) condigédo inicial: g(1) =0
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g(n) se f(n) #2

2) férmula de recorréncia: g(n+1) =
g(n) +1 se f(n) = 2

Veja se consegue identificar esta fungdo g, utilizando uma
expressdo designatéria que j& conhega.

Vejamos outro exemplo. Recordemos que, sendo r um ndmero
real qualquer, se chama progressdo aritmética de razdo r a toda a
sucessdo ¢ em que cada termo, a partir do segundo, é a soma do
anterior com r. Deste modo, se for @a o primeiro termo, a sucessao
fica definida pelo seguinte processo de recorréncia:

e(1) =a , @(n+1) =o¢(n) +r
e é facil reconhecer agora (intuitivamente) que
e(n)=a+ (n-1)r

Analogamente para as progressées geométricas (convém rever
exemplos).

Alias, em qualquer grupdide A, aditivo ou multiplicativo, as nogées
de ‘produto por um ntiimero natural’ e de ‘poténcia de expdehte natu-
ral’, podem ser definidas, respectivamente, pelos seguintes processos
de recorréncia:

1-a=a al'=a » .
ae
(hn+1)a=na+a antl=3".3a

A prépria nogdo de ‘operacdo 9 iterada’ (em particular, adicéo
ou multiplicagdo iterada) pode ser definida por recorréncia:

1 n+1 n
© a=a, , O a= O a © a4,
k-1 k-1 k=1

-
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Vendo bem, este é na verdade o primeiro processo rigoroso, que
nos aparece para definir tais nogoes.

Notemos ainda o seguinte facto evidente:

Em IN, também é vélido um principio de indugéo, semelhante
ao de IN: a dnica diferenca esta em que a condicdo 1 €X deve
agora ser substitufda pela condigcdo 0 € X.

Deste modo, o que foi dito para IN-sucessdes, aplica-se, mutatis
mutandis, a IN,-sucessbes (aplicagdes de [N, em qualquer con-
junto A), que continuaremos a chamar simplesmente ‘sucessdes’,
guando nao houver perigo de confuséo.

Notemos, por ultimo, que os processos de recorréncia se esten-
dem a definicdo de fungées de duas ou mais varidveis em IN ou
IN,. Tais fungGes dizem-se respectivamente sucessdes duplas, suces-
soes triplas, etc. e, dum modo geral, sucessées multiplas. Disto
vamos ver ja exemplos.

EXERCICIOS:

I. Identifique a funcdo f definida em IN, pelas condig¢des:
f(0) =1, f(n+1) =f(n).(n +1).

ll. Escreva os 4 primeiros termos da sucessdo ¢ assim definida:
o(1)=a, o(m+1)=a%®M, com aelN.

Parece-lhe que existe alguma expressdo conhecida para o
termo geral de ¢?

332



COMPENDIO DE MATEMATICA
lll. Escreva os 5 primeiros termos da sucesséo a, tal que

3 3a,,,—@
ap =2, a1=7 y 8pya= "+21 L (Vn eINy)

Suspeita de alguma expressdo conhecida para o termo geral?

IV. Represente por uma tabela a sucessdo dupla am n tal que:

am,,=M, a,n,=n
vm,n € IN 3m+1,n T An,m+1~ 23m

a =
m+1, n+1
2

V. Identifigue a fungdo f(m,n) tal que: f(m,0) = f(m,m) = 1.
fm+1,n+1) =f(mn) + f(m,n + 1)
sendo Ds = {(mn): 0<S n<m}, com mnelN,.

3. O principio de inducdo matemética em termos de
compreensdo. Demonstracées por inducdo. Os primeiros ter-
mos da sucessao a considerada no exercicio Il do nimero anterior,

sdo:
5 3 5 9 17
’ 2 ’ 4 ’ 8 14 16 ’
ou seja:
1 1 1 1
1+1 , 14— , 1+— , 1+— , 14+ — ,
8 16

Orad4=22 , 8=23 , 16=24 ,
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Isto leva-nos a admitir a hipdtese de que seja

1
a, =1 +——2;- , para todo o né€ IN,.

Esta condigdo é verificada para n=0, 1, 2, 3, 4, e continuara
a ser confirmada para outros valores de n. Mas nés queremos
demonstrar que é verificada para todos/

Se, em vez de matemaética, se tratasse de fisica, contentar-
-nos-iamos em verificar a hip6tese para um grande numero de valores
de n. Entdo, aplicando o METODO DE INDUGCAO EXPERIMENTAL,
concluiriamos que o facto é verdadeiro para todos os valores de n.
Mas é 6bvio que tal conclusdo nunca teria o caracter de certeza
absoluta, ou melhor, de certeza matemética: tratar-se-ia de um resul-
tado obtido por /inducdo experimental e nao por dedugdo. Como
demonstra-lo matematicamente? Eis a resposta:

Recorrendo ao que chamémos ‘PRINCIPIO DE INDUGAO MATE-
MATICA®" (neste caso em IN,). O nome foi escolhido por analogia
com o método de inducdo das ciéncias experimentais. Mas pode
originar um equivoco que convém desde ja eliminar:

O método de inducdo matemdética é, na realidade, um processo
de deducédo, isto é, uma das inimeras formas do raciocinio dedutivo
— precisamente um dos mais potentes processos de demonstragao.

Para indicar como se aplica o referido principio nas demons-
tragbes, convém passa-lo da forma extensiva & forma cozhpreensiva.

Como sabemos, todo o conjunto X de numeros naturais pode
ser definido por uma condigdo ou propriedade P(n), sendo n uma
varidvel em |IN e tendo-se:

n € X< P(n)
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Deste modo, a proposi¢gdo 1 € X traduz-se por P(1) e a implicagdo
n eX::- n+1eX assume a forma

(2) P(n) = P(n+1)

DEFINICAO. Diz-se que, no universo N, uma propriedade
P(n) é hereditaria, sse cumpre a condigdo (2), isto é, sse o facto
de ser verificada por um nimero natural n implica o facto de ser
verificada po n + 1, qualquer que seja n. (Analogamente em IN,.)

Por exemplo, a propriedade ser maior que 5 (ou seja a
propriedade n >5) é uma propriedade hereditdria, visto que
n>5= n+1>5.

E visivel que o termo ‘heredit4rio’ nesta acepc¢do foi escolhido
por analogia com a no¢édo biolégica de hereditariedade: o nimero
n+1 chama-se sucessor de n; dizer que uma propriedade P(n) é
hereditaria significa que essa propriedade, uma vez verificada num
ndmero n, se transmite necessariamente ao seu sucessor(1).

Posto isto, é facil ver que o principio de indugcdo matematica
toma o seguinte aspecto:

PRINCIPIO DE INDUGAO (em IN). Se uma propriedade heredi-
taria P(n) é verificada para n=1, entdo é verdadeira qualquer que
seja n. Simbolicamente:

[P(n) = P(n +1)] A P(1) = Vn: P(n)

Este enunciado pode tornar-se ainda mais intuitivo, usando uma
imagem. Imaginemos uma fileira de soldados de chumbo, coloca-

(') Note-se entretanto que, ao contrério desta, a hereditariedade biol6gica
é apenas uma tendéncia e ndo uma norma sem excepgéo.

-
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——— -

dos de tal modo que, se um qualquer cair para tras, o que se lhe
N ’—“_->
4

segue cai também:;
i/— .- ?,——“m i/ i i,--,,.
1 2 3 n

Entdo é Obvio que, se o primeiro cai para trds, todos os
soldados caem para trés.

Eis, agora, o principio de indugdo sob a FORMA DE SILO-
GISMO:

P(n)=P(n+1) (PREMISSA MAIOR)
P(1) (PREMISSA MENOR)

vn, P(n) (CONCLUSAO)

E claro que todas estas consideragdes se estendem de [N a | No.
substituindo P(1) por P(0).

Antes de tornar ao exemplo inicial, o que faremos mais adiante,
convém aplicar o método de indugdo matemética a casos mais
simples.

EXEMPLOS E EXERCICIOS:

|. Demonstrar a seguinte proposi¢ao:

Em qualquer semigrupo (A, +) comutativo, tem-se:
(@a<b)"=a"-b" , YnelN ; abeA
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No 1.° volume, 2.° tomo, pg. 21, ja& foi dada uma demonstragcédo
intuitiva deste teorema. Para uma demonstracdo rigorosa, do ponto
de vista légico, é necessério recorrer ao método de indugdo
matemaética (em [N).

Para compreender melhor a demonstragdao, comecemos por supor
que o semigrupo considerado é precisamente (IN,-), munido da multi-
plicacdo usual (que também se pode indicar com o sinal x ou com um
espaco em branco). Suponhamos, por exemplo,a=2 e b = 5. Trata-se
entdao de provar que

(3) (2x5)"=2"x5" , ¥nelN

Neste caso P(n) é a propriedade (2 x 5)"=2" x 5", Ora P(1)
é uma proposi¢ao verdadeira, isto é:

(4) (2 x5)1=21x51

Resta entdo provar que P(n) = P(n+1). Seja pum ndmero natu-
ral qualquer (isto é, suponhamos que a letra p é uma constante, que
designa um nlmero natural, escolhido arbitrariamente: por exemplo 1,
2, mil, um milh3o, etc.) e suponhamos que p verifica a condigao P(n),
isto é, que é verdadeira a proposi¢ao:

(5) (2 x5)P=2P x 5P

Ora, segundo a definicdo de poténcia dada no nimero anterior
(2xB)PF1 = (2xB)P x (2 x B)

Logo

(2x B)P*1 = (2P x 5P) x (2 x 5) (porqué?)
- = (2P x 2) x (6P x ) (porqué?)
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e portanto
(6) (2x5)PT1 =2P*1 x gP+1 (porqué?)

Assim, supondo que é verdadeira (5), prova-se que é verdadeira
(6). E, como a letra p pode designar qualquer ndmero natural, fica
provado que

(2 x 6)" = 2" x 5n=n>(2 x B)N+1 = on+1 x ga+1,

quer dizer: a propriedade P(n) é hereditaria. Daqui e de (4), aplicando
o PRINCIPIO DE INDUGCAO MATEMATICA, conclui-se (3).

Notemos, agora, que a escolha particular dos nimeros 5 e 7
nado influiu em nada na demonstragdo. Assim, se nos lugares dos
simbolos 2 e 5 escrevermos as letras a e b, tomadas como cons-
tantes (isto é, como designagdes de nimeros naturais determinados,
mas arbitrarios), todo o raciocinio continua certo. Isto leva-nos a
concluir que

(axb)"=a"xb" , YnelN ; a belN

Finalmente, se em vez do semigrupo (N, - ) considerarmos qual/-
quer outro semigrupo (A, +) comutativo, o raciocinio continua certo,
ficando assim demonstrada a proposicéo inicial.

Note-se que nesta proposi¢do sdo varidveis, sujeitas a quanti-
ficador universal, ndo s6 a letra n, como ainda as letras a, b, A e o
proprio sinal - de multiplicagdo, que pode receber as mais diversas
interpretacdes. Pode inclusivamente ser substituido pelo sinal +,
traduzindo-se a linguagem multiplicativa na linguagem aditiva:

na+b)=na+nb , ¥YnelN ; abeA,

supondo, é claro, que (A,+) é um semigrupo comutativo. Pode
ainda ser substituldo por outros simbolos, tais como 6, ®, etc.
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II. Demonstrar a seguinte proposi¢do:
Qualquer que sefa o semigrupo (A, +), tem-se:

aM.ah=a"*"  vmnelN ; aeA

Seja a um determinado elemento de A (arbitrdrio) e m um
determinado elemento de [N (também arbitrério). Trata-se, entéo,
de provar que

(7) aM.gN =gMm+n vne N

Para isso, vamos seguir o METODO DE INDUGCAO MATEMATICA,
sendo P(n) a propriedade am*n =3aM.3" E claro que estamos a
supor a, m constantes e n variavel (varidvel de indugéo).

Ora, a proposi¢do P(1) é verdadeira, isto é:
(8) aM.g1=gMmt1 (porqué?)

Seja, agora, Kk um nlmero natural qualquer e suponhamos que
é verdadeira a proposi¢do

aMm.agk = gm+k

(esta suposicdo é chamada ‘hipdtese de indugdo’). Ora
aM.ak+1 = aM(gk. ) = (aM. aX)a (porqué?)

donde, pela hipétese de indugéo:

k+1 m+k, 4

aM.a

- = gMm+(k+1) (porqué?)
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Assim se vé que

ama“-—-am"'"::ama""" = gM+(n+1)

0 que, juntamente com (8), prova (7).

Finalmente, como a é um elemento arbitrédrio de A e n um
elemento arbitrdrio de IN, fica provado o que se pretendia.

IIl. Provar que a soma dos n primeiros nimeros naturais é:

n n(n+1)
2 p=——— , VnelN
P=1 2
E claro que:
1 1.(1%1]
(9) > p=1 -_:__i_.__l
p=1 2

Suponhamos que a letra n designa um ndmero natural arbi-
trério (') e que é verdadeira a proposigao:

n n(n+1)
(10) = p= -———2— (hipdtese de inducgéo)
p=1
Ora
n+1 n
2 p=2 p+(n+1) (porqué?)
p=1 p=1

() Muitas vezes, por comodidade, um mesmo simbolo é usado umas vezes
como constante arbitrdria e outras vezes como varidvel, numa mesma demons-
trac#o. Basta que ndo haja perigo de confuséo.
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Entdo vira, pela hipétese de indugao:

n+1 n(n+1 nin+1)+2(n+1
FUo Nt gy D 2t )
p=1 2 2
e, portanto:

(11) n§1p= (n+1) (n+2)
p=1 2

Ora, esta férmula é precisamente a que resulta de (10), substi-
tuindo n por n+ 1. Assim, tornando a considerar a letra n como
varidvel (1), vé-se que a propriedade (10) é hereditdria e, como
é verificada para n =1, fica provado o que se pretendia.

IV. Provar que a soma dos quadrados de 1, 2, ..., n é dada por

n n(n+1 2n + 1
2 k2= ( ) ( ) , VYnelN
k=1 6

V. Provar que
1
13+23+...+n3=[—5~n(n+1)]2 , VYnelN

VI. Provar que

K=———— , VnelN, , reC~ {1}
k-O 1"'"

(') Ver nota antexior.
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4. Nova forma do raciocinio de inducdo matemdtica”.
Podemos agora tornar ao exercicio Il do n.° 2, em que era definida
uma sucessdo a, pelas condigdes:

3 3a,4+,—a

(1) 8p=2, ay=== , Bh4,"= Lo 0 (Vn €INg)
2 2

Para provar que a, =1 +%ﬁ . Vn € IN,, ha que recorrer a

seguinte forma do principio de indugdo (em IN,):

Se uma propriedade P(n) é verificada para n =0 e para n=1,
e se, além disso,

P(n) AP(n+1) = P(n + 2),
entdo P(n) é universal (em IN,).

Para demonstrar esta proposi¢gdao, vamos recorrer a primeira
forma do principio da indugdo matemética (em INy). Ponhamos:

(2) | Q(n) =P(n) AP(n+1)

E f4cil ver que se tem sempre:

(3) P(n) AP(n+1)=P(n+1)
Suponhamos, agora, que se verifica a condigéo:

P(n) AP(n+1)=P(n+2)
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Entdo, daqui e de (3), resulta:
P(n) AP(n+1) =P(n+1) P(An+2)
ou seja, atendendo a (2):
(4) Q(n) = Q(n + 1)

Suponhamos, agora, que as proposi¢cdes P(0) e P(1) sdo ver-
dadeiras. Entdo serd verdadeira P(0) A P(1) ou seja Q(0). Daqui
e de (4) resulta (pelo principio de indugdo matemética em IN,),
que Q(n) é universal, ou seja:

P(nN) AP(n+1) , VnelN,
donde:

P(n) , VnelN,

A esta forma do principio de indugdo corresponde um NOVO
TIPO DE SILOGISMO, que é o seguinte:

P(n) AP(n+1) = P(n +2) (PREMISSA MAIOR)

P(1) (PREMISSA MENOR)

Vn, P(n) (CONCLUSAOQ)

Posto isto, serd um simples exercicio, que o leitor pode resolver
facilmente, provar o que se pretendia acerca da sucessdo defi-
nida por (1).
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5. Regresso éo problema inicial: caracterizacéo da estru-
tura de (IN. +). No n.° 1 organizdmos uma lista de seis proprie-
dades da adigdo em |IN, com o objectivo de caracterizar a estrutura
deste grupéide aditivo. Ora convém, desde j4, notar que a proprie-

dade Ill (comutativa da adigdo) pode ser deduzida das restantes pelo
método de indugdo matemaética.

Vamos apresentar aqui essa deducdo, a titulo de curiosidade.
Trata-se de provar que:

1) m+n=n+m , ¥YmnelN
Comecemos por provar que

(2) 1T+n=n+1 , VYnelN

E evidente que a propriedade 1 +n = n+1 é verificada para n = 1.
Suponhamos, agora, que n é um determinado nimero natural e que
a proposi¢ao

(3) 1T+n=n+1
é verdadeira (hipétese de inducao). Ora
1T+(n+1)=1+n)+1 (porqué?),
donde, pela hipétese de indugéo:
(4) T+(n+1)=(Mn+1) +1

Por conseguinte, (3) implica (4), qualquer que seja nelN, e
assim fica provado (2).
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Provemos agora (1). Seja n um ndmero natural qualquer. Pre-
tende-se provar que

(5) m+n=n+m , VmeiN,

(Agora a letra n é considerada uma constante arbitréria e a letra m
é a nova varidvel de indugéo.)
Segundo a proposi¢do (2), j4 demonstrada, a proposicdo

(6) T+n=n+1

é verdadeira. Suponhamos, agora, que m é um determinado numero
natural e que a proposi¢cao

(7) m+n=n+m
é verdadeira (hip6tese de indugdo). Ora
mMm+1)+n=m+(1+n)=m+((n+1)=(m+n) +1,
donde, pela hip6tese de indugao,
(m+1)+n=(n+m)+1
e portanto
(8) (m+1)+n=n+(mM+1) (porqué?)

Assim, (7) implica (8) qualquer que seja m € [N, donde, aten-
dendo a (6), se conclui (5). E, como n é arbitrario, fica demons-
trada a proposic;ﬁg {1)
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6. Axiomaética da teoria dos nimeros naturais. Primeiras
definicdes e teoremas. Das cinco referidas propriedades da
adigdo em IN, a terceira pode ser eliminada, visto que é consequéncia
das restantes. Ficamos assim reduzidos ao seguinte sistema de
propriedades:

A1l. Quaisquer que sejam os numeros naturais a,b, existe
sempre um e um s6 nudmero natural, que se chama ‘soma de a com
b’ e se representa por 'a + b’.

A2. (a+b) +c=a+ (b+c) , Vab,celN

A3. a+b#a , VabelN

A4. a;éb:zaxelN:a+x=be+x=a
a,

Ab5. Existe um (e um sé) numero natural que gera todos os outros
por adigdo sucessiva.

Como veremos, a conjun¢do destas propriedades é suficiente
para definir a estrutura de (IN,+). Além disso, pode-se provar que
estas propriedades sdo independentes entre si, isto é, nenhuma delas
pode ser deduzida das restantes. Podemos, entdo, adopta-las para
axiomas duma teoria dedutiva dos numeros naturais(1).

DEFINICAO 1. Chama-se unidade e designa-se pelo simbolo
1 o nimero natural cuja existéncia e unicidade é afirmada pelo
axioma Ab.

Desta definicdo e de Ab resulta imediatamente o PRINCIPIO
DE INDUCAO MATEMATICA, tal como foi atr4s enunciado, em

(') A independé&ncia das propriedades ndo é condigdo necesséria para que
sejam tomadas como axiomas.
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qualquer das suas formas, extensiva ou compreensiva. Como vimos
no nimero anterior, este permite-nos demonstrar o seguinte:

TEOREMA. a+b=b+a , VabelN.
Por outro lado, temos a seguinte
DEFINICAO 2. a<b<3xeIN:a+x=bh.

Posto isto, sdo teoremas que j& sabemos demonstrar (ver n.° 1)
as seguintes propriedades:

a<b=a#b
a<b=b«<a
a<bAb<c=a<c

a#b=>a<bVb<a
Um outro teorema é a monotonia da adigao:
TEOREMA. a<b=a+c<b+c (Vab,celN).

Demonstragéo:

Suponhamos a<b. Entdo existe x€IN tal que a+ x=b.
Portanto, se for ¢ um ndmero natural qualquer, tem-se
(a+x) +¢c=b+c, donde:

(at+c)+x=b+c

Existe, pois, um x € IN que verifica esta condi¢gdo, o que significa
quea+c<b+c, | q. e. d.
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Consideremos, agora, o

PROBLEMA DA SUBTRACCAO. Dados a,belN, determinar
x €N tal que a + x =b.

Segundo a DEFINICAO 2, este problema é possivel, se e s6 se
a<b. Por outro lado:

TEOREMA. Néo pode existir mais de um numero natural x
tal que a + x = b.

Demonstragao:

Sejam x,y numeros naturais tais que a+x=b e a+y=D>b.
Se x<vy, tem-se a+x<a+y (porqué?) e portanto b< b, o que
é impossivel (porqué?). Igualmente se vé que ndo pode ser y << x.
Entdo s6 pode ser x =y (porqué?), o que demonstra o teorema.

Este teorema pode ainda ser apresentado com o seguinte aspecto
(mudando o papel das letras):

a+c=b+c=>a=>b (Va, b, c €IN)

Esta é a chamada PROPRIEDADE DA REDUCAO (ou PRO-
PRIEDADE DO CORTE) da adigdo em IN.

Em concluséao:

O problema da subtraccdo em IN, tal como foi posto, é possivel,
sse a<<b, e nesse caso é determinado.

Ja sabemos que se chama diferenca entre b e a e se repre-
senta por b — a o nimero x procurado.
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DEFINICAO 3. Chama-se multiplicacéo a operacdo que faz
corresponder a cada par (n,a) de nimeros naturais um determinado
numero natural, que se chama produto de n por a e se representa por
nxa, n.a ou na, de acordko com as seguintes condigses:

1-.a=a , (n+1l)a=na+a , VnacliN

Desde logo se reconhece que esta definigdo é um caso particular
da definigdo de produto de um numero natural n por um elemento
a dum semigrupo (A, +). Podemos, pois, considerar desde ja
demonstrado, por indug¢do matemética, o teorema da distributi-
vidade a esquerda:

(m+n)a=ma+na , ¥Ymn,a€lN

E, como o semigrupo (IN, +) é comutativo, segue-se o0 teorema
da distributividade a direita:

n(a+b)=na+nb , VnabelN
Mas daqui vai resultar a comutatividade da multiplicagédo:

TEOREMA. ab=Dba , Va belN

Demonstragdo®:

Comecemos por demonstrar que
(1) a-1=1-a(=a) , VaelN

A propriedade a-1 =a é manifestamente verificada quando
a=1. Suponhamos, agora, que a propriedade é verificada por um
determinado nimero natural n:

nel=n (hipbtese de indugdo)
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Ora, tem-se (n+1)+-1=n-1+1 (porqué?), donde, pela hip6-
tese de indugdo:

nN+1)1T=n+1=1+:(n+1)

Fica, assim, provado (1).

Seja, agora, a um determinado nimero natural arbitrério. Trata-se
de provar que

(2) ab=ba , VabelN

A propriedade ab =ba (em que a é constante e b varidvel) é
verificada quando b = 1, segundo (1). Seja, agora, n um determinado
nimero natural e suponhamos que é verdadeira a proposigéo:

(3) an=na (hip6tese de indugéo)

Ora, a(n+1) =an+a (porqué?). Logo, pela hipétese de indugdo,
tem-se:

a(n+1)=na+a,
donde:
(4) a(ln+1)=(n+1)a (porqué?)

Assim, (3) implica formalmente (4), o que acaba de provar (2).
E, como a é arbitrério, fica provado o teorema.

Analogamente para a associatividade da multiplicagéo:
TEOREMA. (ab)c=a(bc) , Vab,c.
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Agora convém tomar as letras a,b para constantes arbitrérias e
a letra n, no lugar de c, para varidvel de indugdao. Dao-se apenas
0s passos essenciais da demonstragao:

Tem-se, evidentemente: (ab) - 1 =a(b + 1)
Hip6tese de indugdo: (ab)n = a(bn)

Ora, (ab) (n + 1) = (ab)n + ab = a(bn) + ab
= a(bn + b) = a(b(n + 1))

Logo, (ab) (n+1) =a(b(n+1)), o que acaba de provar o teorema.

Outro teorema é o da monotonia da multiplicagao:

TEOREMA. a<b=ac<bc (a, b, c €IN)

Demonstragéo:

Suponhamos a<b. Entdo existe x em [N tal que a+x=Db.
Seja, agora, ¢ um nimero natural qualquer. Tem-se:

ac + xc = bc (porqué?)

Existe, pois, um nimero natural y(= xc) tal que ac+y=>bc, o
que significa que ac < bec.

PROBLEMA DA DIVISAO. Dados dois nimeros naturais a,b,
determinar um numero natural x tal que ax = b.

Sabemos que este problema nem sempre é possivel em IN, mas
quando possivel, é determinado. Com efeito:

TEOREMA. Quaisquer que sejam os numeros naturais a,b, néo
pode existir mais de um numero natural x tal que ax = b.
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Com efeito, suponhamos que se tem ax=b e ay=b, com
a,b,x,y € IN. Entdo, vem ax = ay. Ora, se fosse x<y, viria ax<< ay
(porqué?), o que é impossivel (porqué?). Analogamente se vé que
ndo pode ser y << x. Entdo sé pode ser x = y.

Este teorema pode ser ainda apresentado com o seguinte aspecto:

ab=bc=a=b (Va, b, c € IN)

Esta é a chamada PROPRIEDADE DA REDUCAO (ou PROPRIE-
DADE DO CORTE) da multiplicagdo em IN (ndo verificada em IN,).

Diz-se que b é divisivel por a, sse existe x em [N tal que ax = b.
Nesta hip6tese, segundo o teorema anterior, existe um Unico
nimero x em IN tal que ax = b. Esse niimero é chamado o quociente
de b por a (ou a razdo entre b e a) e representa-se por qualquer
das notagdes:

b+a , — ou b/a

Tem-se, pois, por definicdo:

a=b

(b+a)+-a=b ou

Quanto ao conceito de poténcia no universo IN, é claro que
se trata de um caso particular do conceito de poténcia de expoente
natural num semigrupo (A, -) comutativo, € as respectivas proprie-
dades sdo teoremas que podemos, desde j&, considerar demonstra-
das pelo método de indugdo matematica.

NOTA. Viria, agora, a propésito estudar o PROBLEMA DA
DIVISAO INTEIRA (em IN,), ao qual se segue naturalmentse, por um
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lado, o estudo rigoroso dos SISTEMAS DE NUMERACAO e, por
outro lado, a TEORIA DA DIVISIBILIDADE E DOS NUMEROS
PRIMOS (em IN ou INy). Mas ndo podemos ocupar-nos por
enquanto destes assuntos.

7. Caracterizacdo da estrutura aditiva dos niimeros natu-
rais (conclusd@o)”. Resta provar que os axiomas A1 — A5 enun-
ciados no nimero anterior caracterizam efectivamente a estrutura do
grupdide (IN,+). Trata-se, pois, de provar o seguinte

TEOREMA. Se um par (U, 0), constituido por um conjunto U
e uma operagdo O, verifica as condigées A1 — A5, com U no lugar
de IN e com 0 no lugar de +, entdo (U,0) é necessariamente iso-
morfo a (IN, +).

Demonstragao:

Suponhamos que (U,0) verifica as seguintes condigdes
(axiomas):

A'1). Para todo o par (a,b) de elementos de U existe um e
um sé elemento de U que se designa por afb.

A'2. (abb)bc = af(bbc) , Va,b,cel.

A3. abb#a , VabeU.

A4, a#b=1Ix: abx=b V bbx=a

A'5. Existe um e um sé elemento de U que gera todos os

outros pela operagédo 0 iterada.

Este ultimo axioma fornece um princlpio de inducdo em U.

353
CM-a3 .



J. SEBASTIAO E BSILVA

Com efeito, seja v o elemento de U que verifica a condi¢do indicada
em A'5. Entdo, se X designa um subconjunto de U, tem-se:

(ana=>a6ueX) AUeX=>X=U,
o que é o principio de inducdo em U na forma extensiva.

Definamos, agora, uma aplicagdo f do conjunto IN no con-
junto U, pelo seguinte processo de recorréncia:

f(1) =u
(1)

f(n+1)=1f(n) Ou
Provaremos, sucessivamente, os seguintes factos:

) flm+n)=f(m)Of(n) , YmnelN

Prova-se este facto, aplicando o principio de indugdo em |N.
Seja m um ndmero natural qualquer. Tem-se, entdo:

f(m+1) =f(m) Ou=Ff(m) 6f(1) (por definigdo de f)
Suponhamos, agora:
f(m+n) =f(m) 6f(n) (hip6tese de indugédo)
Entéo
flm+(n+1)]=f[(m+n)+1]=f(m+n) Ou
donde, pela hipétese de indugédo e por A'2:
f[m+(n+1)] = [f(m) 6f(n)] 6u=f(m) 6 [f(n)Bu] =f(m)0 f(n+1)
0 que acaba de provar ).
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Il) f é uma aplicagdo injectiva, isto é:
m # n=>f(m) # f(n)

Com efeito, sejam m e n dois nimeros naturais distintos. Entéo,
segundo A4, existe x € [N tal que

m+x=n V n+XxX=m
Ora, se m + x =n, vem, segundo I):
f(m) 6 f (x) = f(n)

e portanto f(m) # f(n). Analogamente concluimos que f(m) # f(n),
se n + x = m. Portanto f(m) s f(n) sempre que m # n.

i) f é uma aplicagdo sobre U.
Com efeito, se pusermos
Y={y: IxeIN , y=1f(x)},
Y é o contradominio de f e tem-se:
(2) ueyY (porqué) ?

Por outro lado, seja a um elemento qualquer de Y. Entdo existe
um elemento n de IN tal que a = f(n) e tem-se:

f(n+1)=f(nN) Bu=abu
Portanto a 6 u também pertence a Y e, assim:
(3) acY=>alueY
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De (2) e (3) conclui-se, aplicando o principio de indugéo em U,
que Y=U e que portanto, f é uma aplicagdo de IN sobre A.

Ora, a conjungao das propriedades I), I1) e lll) exprime-se precisa-
mente, dizendo que f é um isomorfismo de (IN,+) sobre (U,0). Logo,
(U,0) é isomorfo a (IN,+), q.e.d.

ESCOLIO. Existe uma infinidade de grupdides (U, 0) que veri-
ficam a axiomética A'1—A'5; por exemplo: o conjunto dos nimeros
pares com a adicdo usual, o conjunto das poténcias de expoente
natural de 10 com a multiplicacdo usual, o conjunto das poténcias
naturais de um translacéo # | no espaco &, com a multiplicagdo
interpretada no sentido de composicdo de aplicagcées, etc., etc. Mas,
segundo o teorema anterior, todos os grupdides que verificam essa
axiomética sao isomorfos entre si— tém, portanto, a mesma estrutura.

Aqui, como ja se tem dito vérias vezes, a palavra ‘estrutura’ pode
designar a conjungao de todas as possiveis propriedades formais
que se verificam num qual/quer desses grupéides — visto que, segundo
o teorema anterior e o PRINCIPIO DE ISOMORFIA, desde que
essas propriedades se verifiquem num dos grupdéides, verificam-se
em todos os outros.

Disto resulta o seguinte

COROLARIO. Toda a propriedade I6gica da operacio de um
grupdide (U,0) que verifique os axiomas A’'1-A’5 é implicada formal-
mente por estes axiomas.

Entre essas, as propriedades que ndo forem axiomas serdo cha-
madas teoremas.

Aqui, ao falar de implicagdo formal, subentende-se que as vari4-
veis aparentes (sujeitas a quantificador universal) sdo os simbolos U
e 0. Em particular, podemos ter U = IN, 6 = +.
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Assim, a axiomatica A'1-A'S é compardvel a um sistema de
5 equagées com duas incdgnitas, U e 9, que admite uma e uma sé
solugcdo, @ menos de um isomorfismo: o grupdide (IN,+).

Escusado serd dizer que os axiomas A1-Ab sdo, apenas, uma
concretizagdao dos axiomas A'1-A’5, com [N no lugar de U e + no
lugar de 0. Mas, ao demonstrar os teoremas sobre nimeros naturais,
podemos abstrair por completo do significado dos simbolos IN e +,
o0 que equivale a considerar estes simbolos como variédveis.

Torna-se, agora, bem claro que a axiomética A1-A5 (como qual-
quer outra equivalente) ndo define afinal o conceito de numero
natural. Este conceito, tal como se forma no nosso espirito desde
muito cedo, € o de ndmero cardinal de um conjunto finito (nédo
vazio) —e esse ndo aparece em nenhum dos referidos axiomas.
O que a axiomatica define &, apenas, a estrutura interna do con-
{unto dos numeros naturais, a partir da adicao.

Na verdade, isto é quanto basta para desenvolver a aritmética
dos niimeros naturais, como teoria de matemaética pura. S6 quando
se trata de aplicar a aritmética, temos de recorrer ao conceito de
nimero natural.

Alids, tudo o que se diz para nimeros naturais aplica-se, de modo
semelhante, a numeros inteiros absolutos, cuja estrutura aditiva pode
ser definida por um sistema andlogo de axiomas [ndo equivalentes
ao anterior, porque os grupdides (IN,+) e (IN,,+) n&o sdo eviden-
temente isomorfos].

NOTA. O conceito de nimero cardinal de um conjunto finito
nado vazio pode ser definido por indugcdo do seguinte modo:

# A=1 sse A é conjunto singular
# (AUB)=# A+1 sse B é conjunto singular e B T A
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O conceito de nuimero cardinal estende-se a classe dos con-
juntos finitos, acrescida do conjunto vazio, introduzindo a condigdo
inicial seguinte:

# A = 0<> A é conjunto vazio

Mas estas definigcoes pressupdem uma caracterizacao axiomética
da classe dos conjuntos finitos, por exemplo em termos de ‘reunido’.
Um dos axiomas pode ser a proposi¢do: Dados dois conjuntos finitos
A e B, existe sempre um e um s6 conjunto finito que é a reunido
de A com B. Outros axiomas podem ser propriedades formais da reu-
nido, tais como a associatividade, a comutatividade, a idempoténcia
e a existéncia de elemento neutro (o conjunto @). A relacdo de
inclusdo pode ser definida a partir da operagdao de reunido do
seguinte modo:

AcB«<AUB=B

Daqui a definigdo de ‘conjunto singular’: Diz-se que um conjunto
A 6 singular, sse A nao é vazio e nao existe nenhum conjunto X
distinto de A e de @ tal que g X< A.

Seguem-se, finalmente, os dois axiomas decisivos:

o — Qualquer que seja o conjunto finito A, existe pelo menos um
conjunto singular U tal que U T A.

B — Seja & uma classe de conjuntos finitos que verifique as
trés seguintes condigdes:

1) o conjunto vazio pertence a A ;

2) todo o conjunto singular pertence a A ;
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3) se A pertence a &> e U é conjunto singular, também A U U
pertence a ‘.

Entdo A é a classe de todos os conjuntos finitos.

O axioma « também é vélido para conjuntos infinitos, assim como
os anteriores. O axioma B (a que poderiamos chamar PRINCIPIO
DE INDUGAO NO UNIVERSO DOS CONJUNTOS FINITOS) é o
que faz a separagdo rigorosa entre conjuntos finitos e conjuntos
infinitos.

Note-se que o conceito de nimero cardinal também pode ser
definido em termos de compreenséo:

39 P(x) <> ~ 3P(x)

I PX)=IPMX) AP I x #Y APY)]

Aqui o simbolo ;l" Ié-se ‘existem n e sé n elementos x tais

que’ (ou ‘existem exactamente n elementos x tais que’). Trata-se de
um quantificador exacto de existéncia. Exemplo:

Existem exactamente 2 planetas que sao satélites de Marte.

8. Axiomética de Peano. A axiomética A1 — A5 define a
estrutura de IN a partir da adi¢do: as nocées primitivas da axiomética
séo as nog¢oes de ‘numero natural’ e de ‘soma de dois nimeros natu-
rais’. A partir destas definem-se outras (chamadas por isso mesmo
‘nogdes derivadas’), tais como a de ‘produto de dois nimeros’, a

359



J. SEBASTIAO E SILVA

relacdo ‘menor que’, etc. Uma nogéo derivada, relativa a esta axiomética,
é a de 'sucessor de um numero’:

Chama-se sucessor de um numero natural n o nimero n + 1.

Usaremos a expressao ‘suc n’ como abreviatura de ‘sucessor de n'.
Posto isto, consideremos as seguintes proposigoes:

|. Para todo o numero natural n existe um e um s6 numero
natural que é sucessor de n.

Il. Se suc a=suc b, entdo a = b.

Ill. Existe um e um s6 numero natural que nao é sucessor
de nenhum numero natural.

DEFINICAO. Designa-se por ‘1’ o nimero natural que nio é
sucessor de nenhum outro.

IV. Se X é um conjunto de numeros naturais a que pertence 1
e tal que, se neX, também suc neX, entdo X é o conjunto de
todos os numeros naturais.

Relativamente a axiomatica A1-A5 as proposigdes [-llIl séo
teoremas, isto é, sdo proposi¢cées que se demonstram, tomando A1,
A2, A3, A4 e A5 como axiomas. A proposi¢cao IV é o principio de
indugdo matemética em |N.

Mas, desde logo se observa que as proposi¢coes |-1V sao mais
simples e, a bem dizer, mais evidentes do que as proposicées A1-AbD,
que tomédmos para axiomas. Além disso, acontece que as proposi-
¢coes A1-A5 (e portanto todas as que se deduzem destas) podem
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ser demonstradas, admitindo as proposi¢gbées -1V como premissas
(ou axiomas) e definindo a adigdo por recorréncia. Por conseguinte,
nada nos impede de adoptar o sistema de proposicées |-IV como
axiomética da teoria dos numeros naturais. Esta axiomética é devida
ao matematico italiano Peano, que foi um dos criadores da |égica
matemética (a ele se deve, por exemplo, a distingdo fundamental
entre as relagoes € e ).

Né&o adoptémos a axiomatica de PEANO, em vez da axiomética
A1-AS5, pela simples razao de que as demonstragées das proprie-
dades A2, A3 e A4 a partir do sistema |-V sdo 4rduas e de pouco
interesse, exigindo uma repeticdo fatigante do principio de inducéo.

Note-se que, na axiomética de PEANO, sdo consideradas como
primitivas a nogao de ‘niimero natural’ e a de ‘sucessor’. Pelo contré-
rio, a nogdo de ‘soma’ é, neste caso, uma noc¢do derivada e as pro-
posicoes A1-Ab5 sdo teoremas. Houve portanto aqui uma mudanca
de ponto de vista (ou de referencial):

Em qualquer teoria dedutiva os termos ‘axioma’, 'teorema’, ‘nogcéo
primitiva’, ‘nogao derivada’ exprimem propriedades relativas. (J& no
capitulo | assinaldmos a relatividade das préprias nogdes de
‘elemento’ e de ‘conjunto’.)

Mas, é curioso notar que o conjunto [N, com a nogédo usual de
‘'sucessor’, também verifica a axiomética de PEANO (basta substi-
tuir 1" por ‘0’ e 'nGmero natural’ por ‘ndmero inteiro absoluto’).
Analogamente, se chamarmos ‘sucessor de um ndmero primo n’ ao
menor nimero primo maior que n, vé-se que o conjunto dos nimeros
primos também verifica a axiomética (substituindo, é claro, ‘1’ por ‘2’
e 'nimero natural’ por ‘niimero primo’).

Muitos outros exemplos podiam ser apresentados.
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9. Axiométicas compativeis. Como vimos, o par (IN, +)
verifica a axiomética A1-Ab, mas j& o par (IN°,+) e o par (IN,+),
com - no lugar de +, nao a verificam. Analogamente, os pares
(IN, suc), (IN,, suc) verificam a axiomética de Peano, mas ja4 o par
(Z, suc) nao a verifica. Diremos, entédo, que o par (IN,+) é uma reali-
zacdo (ou um modelo) da axioméatica A1-Ab, ao contrério dos outros
dois, e que os pares ([N, suc), (IN,, suc) sdo realizacées da axiomética
de Peano, ao contrério do par (Z, suc).

Deste modo, as realizacées de uma axiomética sdo comparaveis
as solugdes de um sistema de equagdes ou inequagdes. E, assim como
0 numero de incdégnitas no sistema pode ser 2, 3, 4, etc., assim também
0 numero de nogdes primitivas da axiomética pode ser 2, 3, 4, etc.
Pode, portanto, haver axiométicas cujas realizagGes sejam pares orde-
nados, ternos ordenados, quaternos ordenados, etc.

Diz-se que uma axiomatica é compativel, sse admite, pelo menos,
uma realizagdao (também se dizz neste caso, que os axiomas sdo
compativeis).

Por exemplo: A axiomética que demos do conceito de grupo
é compativel. Uma realizagdo muito simples desta axiomatica é o
par (£, V), em que £ é o conjunto dos valores I6gicos V, F, e
a operagdo de disjuncdo exclusiva. Como o conjunto £ sé tem
dois elementos, torna-se muito facil provar, com certeza absoluta,

qgue o sistema de axiomas é efectivamente verificado.
Analogamente:

1) A axiomética das algebras de Boole é compativel. Uma
sua realizagdo é o terno (2, \/, A).

2) A axiomética dos corpos é compativel. Uma sua realizagao
é o terno (£, \/, N).

Muitos outros exemplos podiam ser apresentados.
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Pergunta-se, agora:

A axiomatica A1-A5 (ou a axiomética equivalente de Peano)
é compativel?

Por outros termos:

Existe, na verdade, o grupdide (IN, +)?

Eis aqui um problema dificilimo. E toda a dificuldade reside neste
facto: deduz-se da prépria axiomatica que o conjunto [N é /infinito.
Com efeito, o axioma | de Peano diz-nos que existe uma apli-

cagdo n, ,suc n do conjunto IN em si mesmo; depois o axioma Il

diz-nos que essa aplicagdo é biunivoca; finalmente, o axioma IlI
diz-nos que a aplicagdo é sobre o conjunto IN\ {1 }. Existe, portanto,
uma aplicagao biunivoca do conjunto |N sobre uma parte estrita
de IN. Mas isto quer dizer que IN é equipotente a uma sua parte
estrita e, portanto, & infinito.

A questao é, pois, esta:

Existem afinal conjuntos infinitos ?

Discutiremos este assunto mais adiante.

10. Axiométicas categdricas. Se um sistema de equagdes
é compativel, pode ser determinado ou indeterminado, conforme tem
uma unica solugdo ou mais de uma solugdo (7).

(') Também se diz que um sistema é determinado ou indeterminado, conforme
tem um ndmero finito ou uma infinidade de solugdes. O significado dos termos
varia com os autores @ com o0s assuntos.
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Pois bem:

Diz-se que uma axiomatica é categdrica, sse admite uma Unica
realizagdo, a menos de um isomorfismo. Quer isto dizer que o sistema
de axiomas verifica as duas seguintes condigdes:

1) existe, pelo menos, uma realizagdo do sistema (isto é, a
axiomética é compativel);

2) todas as possiveis realizagcées da axioméatica sdo isomorfas
entre si.

Consideremos, por exemplo, a axiomética dos semigrupos (U, 0):

A'1. Para todo o par (a,b) de elementos de U existe um e um s6
elemento de U que se designa por afb.

A’2, (abb)bc = af(bbc) , WVa,b,ceU.

Este sistema de axiomas é compativel, mas nado categdrico.
Com efeito, conhecemos vérias realizagdes desta axiomética (chama-
das ‘semigrupos’), que ndo sdo isomorfas entre si: o semigrupo
(£, V), o semigrupo (£, V), o semigrupo (A, +), etc., etc.

Porém, se juntarmos ao sistema A'1-A'2 os axiomas A'3, A4,
e A’'5, considerados no n.° 6, obtemos a axioméatica A"1-A’5 que j4 é
categdrica, segundo o teorema demonstrado nesse nimero.

Dai resulta que todas as realizacdes dessa axiomatica tém a mesma
estrutura.

Analogamente, todas as realizagcoes da axiomdética de Peano
tém a mesma estrutura.

Assim, podemos dizer que uma axiomadtica é categdrica, sse
define uma Unica estrutura. Sob este ponto de vista, uma axiomaética
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categlrica é compardvel a um sistema de equagbes que seja
determinado.

Por exemplo, a axiomatica dos grupos ndo é categérica, porque
ha uma infinidade de estruturas de grupo. A axiomética de geometria
euclidiana dada por Hilbert é categdrica; define, pois, uma (nica estru-
tura: a geometria euclidiana elementar.

Uma das caracteristicas da matematica moderna consiste no estudo
predominante de diversas classes de estruturas, definidas por axiomé-
ticas ndo categdricas: estruturas de grupdide, de semigrupo, de grupo,
de anel, de corpo, de éalgebra de Boole, de conjunto ordenado, de
espago vectorial, de espago afim, de espago topolégico, etc., etc.

11. Axiomaticas independentes. Diz-se que uma axioma-
tica é independente, sse nenhum dos seus axiomas é implicado pela
conjunc¢do dos restantes.

Para ver se um dado axioma ndo é implicado pela conjungédo
dos restantes, o que se costuma fazer é procurar um modelo que
verifique todos os axiomas, excepto o axioma considerado. Isto é
comparavel ao que se pode fazer, por exemplo, para provar que a
inequagdao x —-y<<0 é independente do sistema de inequagdes
x2-y2<9 , x+y>0: assim, o par (2,1) verifica estas duas e nao
verifica a primeira.

Se, pelo contrério, se consegue provar que um dos axiomas é
implicado pela conjun¢do dos restantes, a axiomatica ndo é indepen-
dente, mas sim redundante (ou pleondstica): esse axioma pode,
entdo, passar para a categoria de teorema. Foi isto o que verificdmos
a respeito da comutatividade da adicdo dos numeros naturais,
quando, no n.° 5, demonstrdmos essa propriedade a partir dos
axiomas A1-Ab.
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No entanto, o problema da independéncia de uma axiomatica
é um problema l6gico de menor importdncia: o que interessa prin-
cipalmente é saber se a axiomdtica é compativel e se é ou nédo
categdrica. Adoptar uma axiomética que ndo seja independente é
considerado apenas pouco elegante, do ponto de vista l6gico, mas
pode ser admissivel e cémodo, principalmente se a demonstragdao de
um axioma, a partir dos restantes, é dificil e de pouco interesse.

Todavia, continua em aberto o problema de saber se a axiomética
A1-A5 é ou ndao compativel. Vamos, agora, discutir esse problema.

12. Existem afinal conjuntos infinitos? Como se viu no
n.° 8, a axiomética de Peano (ou a axiomética equivalente A1-A5) im-
plica que o conjunto IN é infinito. Tal ndo aconteceria se fosse supri-
mido o axioma segundo o qual todo o numero natural tem um
sucessor (ou o axioma segundo o qual existe sempre a soma de dois
numeros naturais). Mas isso daria lugar a constantes embaragos,
pois haveria muitas vezes dlvidas sobre a possibilidade de somar
dois nimeros dados — e entdo os raciocinios, para serem rigorosos,
acabariam por se tornar muito mais complicados. E pois, principal-
mente, por razoes de comodidade que se é levado a admitir o
referido axioma. Mas nao é sé por isso.

Suponhamos que admitifamos o contrério, isto 6, que admitiamos
a existéncia de um dltimo numero natural — quer dizer, de um
numero natural que néao tem sucessor. Isto parece desde logo uma arbi-
trariedade, que repugna 3 nossa intuicdo ou, pelo menos, ao hédbito
que adquirimos na nossa experiéncia quotidiana. Com efeito, a indu-
¢cdo experimental leva-nos a admitir que é sempre possivel acres-
centar mais um elemento a um conjunto. Mas a indugado experimental
nunca nos dd uma certeza— e menos ainda neste caso.
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No decorrer do tempo, o homem toma conhecimento de con-
juntos cada vez mais numerosos. Uma pergunta que nos ocorre fazer,
logo desde pequenos, é a seguinte:

‘Quantas estrelas hd no Céu?’

e, na imaginagdo do povo, associar-se esta pergunta a uma outra:
‘Quantos peixes ha no mar?’

Supde-se, hoje, que existem (ou tém existido), bilides de galéxias,
cada uma das quais tem bilides de estrelas. Ja isso conduz a um
ndmero enorme de estrelas (1) — um ndmero astronémico, como se
costuma dizer. Se depois pensarmos nas particulas atémicas que por-
ventura constituem cada estrela, somos levados a nimeros incon-
cebiveis.

E, contudo, dai a afirmar que o numero de seres materiais é
infinito, vai uma grande distancia.

H4 anos, num jardim de infancia em Nova York, quando estava
a chover, alguém perguntou as criangas quantas gotas de chuva
poderiam cair durante o dia naquela cidade (2). O maior nimero indi-
cado foi 100. Para as criangas a palavra ‘cem’ significava ja um
ndmero astronémico — mas ndo infinito. A pouco e pouco, porém,
foram levadas a reconhecer que o nimero das gotas de chuva teria
de ser muito maior e acharam que esse nimero deveria ser mais ou
menos igual ao ndmero de grdos de areia de uma praia. Para dar
uma ideia de nimero tdo grande, uma das criangas do jardim de infan-
cia escreveu na pedra o algarismo 1 seguido de 100 zeros. Mais tarde,
outra crianga (um sobrinho do Dr. Kasner, com 9 anos), achou que
era preciso baptizar esse nimero e deu-lhe o nome ‘googol’.

(') Cerca de 1023 estrelas ao todo.
(2) Este facto é referido na obra de EDWARD KASNER e JAMES NEWMAN,
‘Mathematics and Imagination’, Simon and Schuster, New York, 1940.
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Ora bem, depois de cuidadosas investigagoes, chegou-se a con-
clusdo de que o nimero de gotas de chuva que podem cair em
Nova York durante um dia, um ano ou mesmo um século, serd sempre
muito inferior a um googol... Mais ainda, segundo os célculos do
fisico EDDINGTON, baseados nas concepgdes de EINSTEIN, o nimero
total de electrées do universo deve andar a volta de 1079, portanto
muito menos do que um googol...

Que dizer entdo de nimeros tais como 10" 92°9°! (googolplex),
10" googolplex ¢ 4e outros que podemos facilmente designar? Haver4
pois expressées numéricas que, teoricamente, designem nimeros
naturais, mas que, na préatica, nao correspondem a nenhuns conjuntos
finitos que tenham esses numeros por cardinais?

Uma resposta poderia ser esta:

Se ainda ndo se apresentaram até hoje tais conjuntos, poderédo
vir a apresentar-se no futuro. E os nimeros nao se fizeram sé para
contar seres materiais que se distribuam no espaco (gotas de chuva,
graos de areia, estrelas, electrges, etc.). Aplicam-se também a acon-
tecimentos, que se sucedam no tempo.

Este é o ponto de vista que conduz a ideia de infinito potencial,
que substitui a de infinito actual (ver NOTA HISTORICA do capi-
tulo V do Compéndio de Algebra, 6.° ano).

As criangas de 4 a 6 anos, quando come¢am a aprender O sis-
tema de numeragao falada, emocionam-se facilmente com a possi-
bilidade.de designar niimeros cada vez maiores (3 crianga interessam
principalmente os extremos, 0s excessos, 0 muito grande e o0 muito
pequeno, tudo, enfim, que seja motivo para exclamagdes de surpresa).
E é frequente, depois de mencionarem um nidmero que lhes parece
enorme, desfecharem a pergunta: ‘E agora! H4 um nimero maior
do que este?’ O adulto poderd, talvez, indicar outros niimeros ainda
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maiores; mas depois, para plr termo a um jogo que ameaga eterni-
zar-se, respondera possivelmente:

‘Por maior que seja um numero, ha sempre outro numero maior
do que esse'(1).

Em criangas receptivas, o efeito desta frase pode ser extraordi-
nédrio: a crianga tentard talvez reproduzi-la, para apreender todo o
seu significado e compenetrar-se bem do seu alcance, comentando-a
com grandes exclamagoes. E tem boas razdes para isso. Pois ndo é
esse 0 seu primeiro contacto com a ideia de infinito matemético?

O adulto, muitas vezes, perdeu por completo a faculdade de se
admirar seja do que for. Ndo se apercebe, como a crian¢a, de que
tudo a sua volta é motivo de espanto e que h& pensamentos inevi-
tdveis que causam vertigens...

Uma crian¢a de 5 anos, que teve assim a revelagao do infinito
matemético, perturbada com a ideia, tornou a carga, dias depois,
com esta observagéo:

‘J4 seil E porque h4 sempre dias e noites que os nimeros néo
mais acabam’.

A observagdo é justissima. A sucessdo dos dias e das noites é
talvez o que sugere mais fortemente no nosso espirito, por indugao,
a ideia da sucessdo infinita dos nimeros naturais. Assim, a crianga
tinha substituido a concepgdo de inifinito actual pela de infinito
potencial — a do infinito contestédvel das coisas actuais pela do infinito
plausivel das que estao por vir.

(') Em simbolos: ¥YneIN , dmeIN: m>n.
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H4 mais de dois mil anos, PLATAO tinha dito algo de semelhante,
em forma poética (no Didlogo Timeu):

‘O tempo e os céus foram criados no mesmo instante. Deus fez
o Sol, para que os seres dotados de inteligéncia pudessem aprender
a aritmética; quer isto dizer que, sem a sucessao dos dias e das noites
nés ndo teriamos pensado nos nidmeros. Foi o discernimento dos
dias e das noites, dos meses e dos anos, que deu lugar ao conheci-
mento dos numeros e a concepgao do tempo...".

Na verdade, a ideia de infinito mateméatico aparece indissoluvel-
mente ligada a ideia de tempo (). Em outro passo do mesmo Didlogo,
Platdo diz em resumo 0 seguinte, na mesma linguagem poética:

‘Para dar ao homem uma imagem da Eternidade, o Criador fez
essa imagem eterna, mas mével, na medida em que é traduzivel por
nimeros; ao passo que a verdadeira Eternidade é una, portanto imuté-
vel. E a essa imagem mével da Eternidade que chamamos Tempo'.

Alguém poderia ter dito aquela crianga de 5 anos:

‘Os dias e as noites, na Terra, também alguma vez terdao fim. Mas
em outros astros, em outros planetas, continuard a haver dias e noites,
_para ensinar os nimeros a seres inteligentes. E assim sucessivamente.

Até quando? Até onde? Chegados a este ponto, todos somos
criangas: acabamos por fazer perguntas, que nem sequer parecem
ter sentido. '

(') O infinito espacial é aparente, como desde logo nos revela a teoria
da relatividade, mostrando quanto é iluséria a ideia de simultaneidade a distancia:
nés vemos as estrelas, ndo como elas sdo actua/mente (porque tal ndo tem
sentido), mas sim como foram, algumas delas hd milh&es de anos.
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NOTA SOBRE AS CORRENTES NOMINALISTA E REALISTA.
Um dos factos dominantes na histéria da filosofia medieval foi a
controvérsia entre nominalistas e realistas, que se arrastou durante dois
séculos, acerca da existéncia dos universais. Dava-se este nome aos
entes abstractos, que sdo independentes do espago e do tempo, isto
é, as propriedades (ou atributos), bem como as c/asses. Exemplos:
a verdade, a beleza, o bem, a justica, a brancura, a esfericidade, a
humanidade (ou ainda a espécie humana), ou ainda, dum modo geral,
os numeros, as formas, as cores, as classes biolégicas, etc.

A posigdo inicial dos nominalistas pode resumir-se nestes termos:

Ndo existem a verdade, a beleza, a justica, a esfericidade, etc.:
existem apenas factos verdadeiros, coisas belas, ac¢ées justas, corpos
esféricos, etc. Um substantivo abstracto é, pois, um nome (designa-
¢ao0), a que nado corresponde nenhum ente (designado). E o mesmo se
pode dizer dos substantivos comuns, tais como ‘rosa’, ‘gato’, "Thomem’,
‘astro’, etc.: cada um destes é apenas um nome('), que aplicamos
indistintamente a diversos individuos semelhantes entre si, mas ao
qual ndao corresponde nenhum ente, que seja a classe ou o con-
junto desses individuos.

Pelo contrério, os realistas afirmam a existéncia dos universais e
chegam a atribuir-lhes mais realidade do que aos seres concretos
(ou seres empiricos), nos quais se manifestam os universais. Uma das
formas extremas do realismo é a teoria platénica das ideias, que diz,

em resumo, O seguinte:

Para além do mundo sensivel, onde tudo é instavel e se corrompe,
ergue-se a realidade inteligivel, o mundo sublime das ldeias, imu-

(') ‘Nada mais do que flatus voci (um sopro de voz)’ teria dito o filésofo
escoldstico ROSCELINO, fundador do nominalismo (século Xl).
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tavel e eterno, do qual o primeiro é apenas imitagdo grosseira, imagem
deformada, como a de paisagem serena, reflectida na superficie agi-
tada de um rio. Assim, as coisas sensiveis, isto é o0s entes que
nés conhecemos por meio dos sentidos, sdo apenas reproducoes
imperfeitas das Ideias. Estas existem desde sempre na verdadeira
Realidade (que é o Céu, donde a nossa alma veio) e os entes mate-
riais apenas contribuem para despertar em nés a recordacdo das ideias
[teoria platdnica das reminiscéncias]. Por exemplo, os circulos, tais
como nds os desenhamos e materialmente os conhecemos, sdo apenas
imagens toscas da Ideia do Circulo, que conhecemos com os olhos
da razdo ou seja da alma. Deste modo, o mundo sensivel ndo passa
de miragem evanescente, pois que nada ai perdura e consiste.

Como se vé, a palavra ‘realismo’ é, neste caso, usada em sentido
literalmente oposto ao habitual, pois que se refere A realidade inte-
ligivel (ou ideal). Ora, na linguagem vulgar, o significado de ‘ideal’
opbe-se ao de ‘real’. Assim, identificar o real com o ideal é uma
audécia que choca o senso comum: chama-se hoje, de preferéncia,
‘idealismo’ a esta forma de realismo (1).

Na Idade Média, os nominalistas representam a filosofia do Devir,
o empirismo heracliteano, ao passo que os realistas representam a
filosofia do Ser e em especial o racionalismo platénico. Nomina-
lismo e realismo, empirismo e racionalismo, ser e devir — didlogo que

(') Como sempre, ao sustentar uma doutrina que choca o senso comum,
a linguagem de Platdo assume forma poética. Interessa registar que a teoria
platénica das duas realidades (a sensivel e a inteligivel), bem como a teoria
das reminiscéncias, inspirou a Camdes um dos seus mais belos poemas,
‘Babel e Sido’: Babel 6 o mundo sensivel e Sido o mundo inteligivel (ou seja
o Céu, de que 'a nossa alma sente saudades’).

Modernamente, os cientistas apresentam uma versao biol6gica da teoria das
reminiscéncias: cada individuo recebe no embrido o seu cddigo genético, que lhe
permite recordar, em contacto com a natureza, as experiéncias e os hébitos
mentais, adquiridos em milhdes de anos por todos os seus antecessores.
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nao mais terd fim, enquanto houver histéria humana, pois que se
trata de duas atitudes complementares que se alternam no nosso espi-
rito ao perscrutar a natureza. O que interessa é saber conciliar as duas
atitudes, conforme a situagdo, de acordo com o bom senso, pro-
curando evitar posicoes rigidas. Essa filosofia da conciliacdo pelo bom
senso, que j4 tinha sido adoptada por ARISTOTELES, foi retomada no
século XlIl por S. TOMAS DE AQUINO, que pds, assim, termo a polé-
mica escoldstica sobre os universais. Mas, o antagonismo tem vindo
a renascer sob as mais diversas formas, até aos tempos actuais...

E impossivel sustentar, em absoluto, a tese nominalista ou a tese
realista, sem cair em paradoxos. Ainda em fins de século passado
o realismo das classes, levado ao extremo, conduziu aos célebres
paradoxos da teoria dos conjuntos, que provocaram o fim tragico
da vida de CANTOR, atacado pelos mateméticos empiristas. E néo
se pode dizer que a questdao esteja encerrada.

Por outro lado, segundo a tese nominalista, ndo existe por exemplo
o verde, mas apenas a palavra ‘verde’ (e coisas verdes); ndo existe
o nimero 3, mas apenas a designacdo ‘3" (e conjuntos de 3 ele-
mentos); e assim por diante, negando tudo que seja classe, proprie-
dade ou relagao, como coisa que possa existir, além dos seres indivi-
duais. Mas, o que sdo afinal as palavras e os simbolos sendo entes
abstractos, —classes de coisas sensiveis? Consideremos, por exemplo,
a letra a. O que é este ente, que se designa por ‘a’, sendo uma
certa classe de figuras materiais, nem sequer semelhantes entre si
no sentido geométrico? E evidente que se trata de uma entidade con-
vencional, com inimeras modalidades de concretizagdo, sem que seja
possivel delimita-la com nitidez perfeita: da letra @ podemos passar,
por continuidade, a letra g, 2 letra d, etc.; quando dizemos ‘este a,
aquele a’, fazemos alusdo a duas representacdes distintas do mesmo
sinal: a letra a escrita ndo s6 em dois /ugares diversos, mas ainda de
dois modos necessariamente diversos. E, se passarmos da linguagem
escrita para a linguagem falada, a situagdo é, perfeitamente, anéloga.
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Aliés, a critica empirista, para se manter coerente consigo mesma,
foi cair, como era inevitédvel, no cepticismo, negando a existéncia
do que quer que seja, concreto ou abstracto, quer no dominio da
matéria (BERKELEY) quer no do espirito (HUME).

O bom senso e a experiéncia dizem-nos afinal que, para poder-
mos pensar e subsistir no mundo em que vivemos, precisamos de
acreditar nos sentidos, controlados pela razdo, e na razao, controlada
pelos sentidos, num processo de correcgdao mutua e constante. Assim,
deveremos aceitar como hipdtese eficaz e necessédria, a existéncia
de diversos entes, quer sejam individuos, propriedades, classes ou
relacées (j& sabemos, alids, o que ha de relativo em tais conceitos).

Consideremos, por exemplo, a espécie humana. E uma classe, um
ente abstracto. Mas, como negar inteiramente a sua realidade? Nao é
um conjunto bem definido, sem divida: vem obscuramente do passado
e prolonga-se de maneira imprevisivel no futuro, sem fronteiras mar-
cadas. Mas sdo assim todos os entes da natureza(1).

Alids, é esse caracter indefinido dos entes naturais que gera em
nés a ideia de infinito. E, todavia, a respeito de tudo o que é obra
da natureza, se diz que é finito, isto é, que tem fim... Mas, por
outro lado, também se diz que os entes da natureza se transformam
continuamente uns nos outros, que a quantidade se transforma na
qualidade, etc.

Assim, os conceitos complementares de finito e infinito, de con-
tinuo e descontinuo, etc. sdo, como quaisquer outros, simplificagcées
mentais sugeridas ao nosso espirito pela prépria natureza para a poder-
mos interpretar, € que nao podemos por isso evitar, mas que, em cada
caso, s6 imperfeitamente podem ser aplicados — porque a natureza
é infinitamente complexa...

(') Quando se diz, por exemplo, ‘Ndo existem ragas humanas’, esti-se a
adoptar uma atitude nominalista, que equivale a dizer: ‘Ndo existem critérios
rigidos (ou fronteiras) que permitam distinguir ragas humanas’,
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13. O problema da nédo contradicdo da aritmética. Os
trabalhos de CANTOR, FREGE, PEANO, RUSSELL e outros tendiam
a reduzir toda a matematica a 16gica e a teoria dos conjuntos. Porém,
essa tendéncia (chamada ‘/ogicismo’ em matemaética) ndo conseguiu
alcangar o seu objectivo. Dal resultaram novas formas de nomi-
nalismo (ou empirismo) em matematica, das quais a mais extremista
é talvez o chamado ‘intuicionismo’ de BROUWER e a mais moderada
o chamado ‘formalismo’ de HILBERT(1).

Segundo Hilbert, a matemaética, considerada apenas no seu
aspecto l6gico-dedutivo, é essencialmente uma Jlinguagem exacta,
para uso da ciéncia. Cada uma das suas formas (ou, como se diz
precisamente, cada um dos seus formalismos) é constitufido por um
sistema de s/mbolos e de regras de tipo gramatical, para associar esses
simbolos em termos e em proposi¢oes aceitdveis como verdadeiras
(axiomas, definigGes e teoremas). Nao interessa propriamente a mate-
matica o problema da existéncia ou ndo existéncia de entes aos
quais se possam aplicar os termos: basta admitir que existem os
simbolos com os quais se trabalha e saber (ou admitir) que as regras
para uso dos simbolos, em cada formalismo, ndao conduzird nunca a
contradigdo, isto €, a uma proposicdo que seja ao mesmo tempo
verdadeira e falsa.

Para compreender melhor este ponto de vista (exposto necessa-
riamente de maneira sumdria e imprecisa), consideremos a axiomética
dos grupos (U, .) em linguagem multiplicativa:

G1. Para todo o par (a,b) de elementos de U, existe um e um
s6 elemento de U chamado produto de a por b, que se representa
por ab.

(') DAVID HILBERT (1862-1943) é considerado um dos maiores
mateméticos da primeira metade deste século, se ndo o maior. Ver a NOTA
HISTORICA do Cap. V do Compéndio de Algsbra, 6.° ano.
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G2. Existe um elemento de U, que se representa por 1, tal
queal =1a , VaeU ().

G3. (ab)c=a(bc) , Vabcel.
G4. Para todo o elemento a de U, existe um elemento a'

de Utalquea-a'=a'-a=1.

J& sabemos que esta axiomética é compatfvel. Juntemos-lihe,
agora, o seguinte axioma:

Gb5. »Existe, pelo menos, um elemento a de U, distinto de 1,
tal que a2 = a.

Serd a nova axiomética G1-G5 compativel ?

Para ver que ndo, consideremos um elemento a qualquer de U
e suponhamos que '

a2=a
Entédo
a'a2=a'a
donde a=1 (porqué?)

Assim, dos axiomas G1-G4 deduz-se a seguinte proposi¢ao:

(1) a2=a=a=1 (Vael)

(') Suple-se U néo vazio.
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Mas, segundo o axioma G5, é verdadeira a negacdo desta pro-
posicao:

JaeU: a2=a)Na#1

Por conseguinte, segundo a axiomética G1-Gb5, a proposicédo (1)
é, ao mesmo tempo, verdadeira e falsa, o que é inadmissivel
segundo o PRINCIPIO DA NAO CONTRADIGAO.

Pois bem, diz-se que uma axiomética é contraditéria, sse é possi-
vel deduzir dela uma proposicdo que seja ao mesmo tempo verdadeira
e falsa.

Desde logo se vé que:

A) Se uma axiomética é compativel, ndo é contraditdria.

Com efeito, dizer que uma axiomética é compativel significa
que existe, pelo menos, uma realizagdo ou modelo m dessa axio-
mética. Neste caso, todas as proposigGes que se deduzem logica-
mente da axioméatica serdo verificadas efectivamente em me, isto 6,
sao todas verdadeiras e nenhuma falsa.

Pela regra de conversdo, a proposicdo A) equivale 3 seguinte:

rd

A’) Se uma axiomética é contraditéria, entao é incompativel.

Por exemplo, a axiomética G1-G4 dos grupos é compativel,
logo ndo contraditéria. Por sua vez, a axiomética G1-G5 é contradi-
téria, logo incompativel (isto 6, ndo existe nenhuma realizagdo dessa
axiomatica). ‘

Resta saber se é verdadeira a reciproca da proposicao A):

A*®) Se uma axiomética ndo é contraditdria, entdo é compativel.
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Pois bem:

Considera-se esta proposi¢ao verdadeira, por definicdo. 'Por
definicdo de qué?’, pode perguntar-se. A resposta é esta: Por defini-
¢do de ‘existéncia de uma realizagdo da axiomética’. HENRI POIN-
CARE exprimia este facto dizendo:

‘Existir, em matemdtica, significa: ser isento de contradicdo’.

Por exemplo, dizer que existe o conjunto IN equivale a dizer
que a axiomatica de Peano (ou a axiomatica A1-A5) é ndo contradi-
téria; dizer que existe o espaco euclidiano usual & equivale a dizer
que é nao contraditéria qualquer axiomatica da geometria euclidiana
elementar, etc.

As proposicoes A) e A*) fundem-se numa unica:

Uma axiomética é compativel, sse ndao é contraditéria

Assim, na impossibilidade de construir uma realizacdo da
axiomética A1-Ab, como se fez para a axiomética dos grupos (que
admite realizacées finitas), somos conduzidos ao seguinte problema:

PROBLEMA DA NAO CONTRADICAO DA ARITMETICA. Provar
que a axiomética de Peano (ou qualquer outra equivalente) é nao
contraditoria.

Convém desde logo notar que, no enunciado dos teoremas de
aritmética, bem como na respectiva dedugdo, intervém ndo sé os
axiomas e as nogdes primitivas da aritmética, segundo a referida
axiomatica, mas também nogdes e axiomas da légica. Esta observagao
levou HILBERT a tentar resolver o problema da nao contradi¢cdo da
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aritmética, partindo de uma axiomética dos nimeros naturais, ampliada
com nog¢des primitivas e axiomas da légica. E claro que, para obter
o maéaximo rigor, foi indispensavel formular todos esses axiomas em
linguagem simbdlica. Um tal conjunto de simbolos e de axiomas
(que podemos equiparar a regras gramaticais) é chamado um forma-
lismo rigoroso ou lingua cientifica.

Com os seus esforcos neste sentido, HILBERT acabou por dar
um incremento ao estudo dos fundamentos da matemética; mas,
néo conseguiu alcangar o seu objectivo principal, que era o de provar
a nao contradicdo da aritmética.

Este insucesso parcial levou o l6gico matemético KURT GODEL
a demonstrar um teorema memoravel, que constitui um marco mile-
nério na histéria do pensamento cientifico (1). Ndo podemos formular
exactamente o teorema de GODEL; mas a sua ideia é esta:

E impossivel demonstrar a ndo contradigdo dos formalismos
légico-aritméticos de Hilbert, sem recorrer a uma teoria mais ampla
(chamada 'meta-teoria’, em relagdo a primeira), isto é, sem criar um
novo formalismo mais rico (‘meta-lingua’ ou ‘sintaxe’ do primeiro),
introduzindo novos simbolos e novos axiomas. Pde-se, portanto, o
problema da nao contradigdo deste novo formalismo, o que requer
por sua vez um formalismo ainda mais amplo, e assim sucessiva-
mente, sem mais se poder chegar a uma conclusao definitiva.

Em conclusao:

Procurando racionalizar o infinito quantitativo dos nimeros
naturais, o matemético acaba por ir de encontro a um outro mais

(') O nome de GODEL encontra-se ligado, juntamente com os de VON
NEUMANN e NORBERT WIENER, ao advento da Cibernética. E sabido como
a anélise l6gica e a construgéo de linguas cientificas intervém nos computadores.

379



J. SEBASTIAO0 E SILVA

temeroso: o infinito qualitativo das linguagens, que se criam e se
sucedem de modo imprevisivel!

Uma anélise aprofundada do assunto mostra que é este o tipo
de infinito que intervém no conjunto dos ndmeros reais (1).

O teorema de Gdodel vem, afinal, mostrar o poder criador do espl-
rito humano e tem sido invocado como argumento contra os adeptos
extremistas da CIBERNETICA, que atribuem verdadeira inteligéncia
aos computadores electrénicos e que, vice-versa, equiparam o cérebro
humano a um computador evoluido. Assim, o nosso cérebro seria
apenas o produto aperfei¢coadissimo da evolugdo biolégica, efectuada
em milhdes de anos.

Mas hé a tese oposta, defendida por outros cientistas, segundo a
qual é absurdo atribuir inteligéncia aos computadores, se ‘inteligéncia’
significa: faculdade de reflectir perante situagbées novas; capacidade
de adaptacdo a essas novas situagées; liberdade de opgédo, segundo
critérios pessoais; enfim, poder criador, capaz de modificar o mundo
e o curso dos acontecimentos.

Na verdade, se as méquinas tivessem inteligéncia, esta seria
terrivel — porque seria inteligéncia sem consciéncia.

NOTAS —I. O ponto de vista do formalismo é nominalista na
medida em que considera os simbolos como a realidade em que
assenta directamente a matematica. O prob/lema ontoldgico, que con-
siste em saber se existem ou ndo seres (individuos, classes ou rela-

(1) Segundo investigagbes posteriores, o resuitado negativo de Gddel
poderia ser superado mediante uma espécie de teoria dos tipos /6gicos para
os formalismos. Nesta ordem de ideias, haveria ndo um, mas vérios conjuntos de
nimeros reais, sucessivamente mais amplos e cada um dos quais teria a
poténcia do cont/nuo segundo o formalismo correspondente, mas a poténcia do
numerével segundo o formalismo seguinte.

380



COMPENDIO DE MATEMATICA

¢oes) aos quais se apliquem os simbolos, é considerado um problema
extra-matemadtica.

Il. Dizer que uma axiomética é ndo contraditéria equivale a dizer
que é vélido o PRINCIPIO DA NAO CONTRADIGAO na teoria a
que dé origem. Nos formalismos de Hilbert sé@o ainda utilizados, como
regras de l6gica, o PRINCIPIO DA IDENTIDADE e o PRINCIPIO
DO TERCEIRO EXCLUIDO. Porém, este Gltimo ndo é aceite pelos
intuicionistas (ver p. 139).

Ill. Na linguagem comum sdo frequentes os casos em que um
mesmo termo aparece a designar entes distintos: entdo o termo diz-se
plurfvoco (ou ambiguo) e os entes designados dizem-se homdnimos.
J& no Compéndio de Matemaética, | vol., 1.° tomo, pp. 20 e 21, se
observou que estes casos vdo contra os principios da identidade e
da nao contradicdo, podendo originar equivocos. Exemplos:

‘Viseu é uma cidade portuguesa. Viseu ndo é uma cidade por-
tuguesa. Logo Viseu ndo é Viseu'.

‘Ingrid Bergman é uma estrela. Ingrid Bergman nao é uma estrela’.
Logo hd uma estrela que ndo é estrela’. (Acepgdes diferentes da
palavra ‘estrela’) (1).

Num formalismo rigoroso pode haver termos sinénimos, mas nao
termos ambliguos: cada termo s6 pode designar um ente e cada pro-

(') A imprecisdo de linguagem pode prestar-se ndo sé a equivocos, mas
também a jogos de palavras, a sofismas, a dialéctica no mau sentido, como a que
se emprega por vezes em tribunais e em discursos demagégicos... Assim é que,
quando falta bom senso ou a boa fé, se chega a provar que o branco é
preto...
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posicdo s6 pode ter um valor légico (numa determinada realizagdo
da axiomética). Por isso, os formalismos rigorosos também se chamam
linguas univocas ou linguas exactas. A linguagem comum nao é evi-
dentemente uma lingua exacta (embora possa conter linguas exactas,
contraditérias entre si).

Os formalismos rigorosos tém a exactidao inflexivel das maquinas
de calcular, as quais se aplicam. A linguagem comum nao tem a pre-
cisdo das méquinas; mas, por isso mesmo, oferece outras vantagens,
que a tornam imprescindivel: a plasticidade, o dinamismo, o é/an
criador; numa palavra — a vida.
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ADITAMENTO |

CALCULO DE VALORES APROXIMADOS

ADVERTENCIA PREVIA

S6 uma parte do que,é exposto neste aditamento ao § 1, Cap. |,
deste volume, deveré ser tratada nas aulas. O objectivo essencial
destes apontamentos é o de corresponder a solicitagGes vindas espon-
taneamente de professores e alunos, no sentido de estabelecer uma
coordenagdo entre os elementos de célculo numérico aproximado,
como vém expostos no texto-piloto, e as regras préticas que séo apli-
cadas tradicionalmente nos problemas de fisica em que intervém
multiplicagdes, divisdes, extracgdes de raiz, etc.

Desde j& se deve salientar que, embora tteis dentro de certos
limites, as referidas regras ndao sdo rigorosas, e que O Seu uso
indiscriminado pode conduzir, em certos casos, a conclusdes pouco
satisfatérias, ou porque sdo demasiado optimistas ou porque séo
demasiado pessimistas. Uma das razbes pelas quais essas regras
néo sao rigorosas é o facto de se basearem nas férmulas aproximadas
dos desvios relativos, que s6 poderdo ser (teis e seguras quando
usadas com certo discernimento, baseado ndo sé na teoria, mas
também na experidncia e no bom senso.
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Desde logo nos parece evidente que a aquisicdo de uma tal
experiéncia ultrapassa a finalidade do ensino liceal. Mas hd um
minimo razoédvel que os alunos deveriam conhecer sobre o assunto.
E esse minimo, em nosso entender, € mais ou menos 0 que vem
exposto nos n.°® 2, 3, 4, 5, 6 e 7, mas sem desenvolvimentos tedricos:
bastar4 conhecer as regras e sabé-las aplicar na prédtica com
critério. Tudo o mais pode ser recomendado aos alunos como leitura,
para melhor esclarecimento do assunto.

Note-se que as duas Ultimas regras do n.° 5 sdo apresentadas
como facultativas. O que, entre a matéria desse nlimero, consideramos
essencial, é a regra prética inicial e a aplicagao das férmulas apro-
ximadas de majoragao dos erros relativos.

Os célculos logaritmicos a que se faz referéncia nos n.°® 5 e 6,
e outros andlogos, podem eventualmente ser propostos como exer-
cicios aos alunos em qualquer ocasido, com dupla finalidade: trein4-
-los nessa técnica de célculo e levi-los a tomar plena consciéncia
da importancia dos problemas relativos ao grau de aproximagéao dos
resultados, o que é sempre muito importante.

Quanto as férmulas rigorosas de majoragcdo dos erros absolutos,
que se estudam previamente no texto-piloto, e quanto aos pro-
blemas, directos e inversos, que se resolvem com aplicagdo dessas
férmulas, a sua finalidade é principalmente pedagégica, como intro-
dugdo heuristica e l6gica a teoria dos limites, que, por sua vez, é
o fundamento rigoroso do célculo infinitesimal e da anélise numérica.

Aproveitamos a oportunidade para deixar aqui expressos 0s
nossos melhores agradecimentos ao Snr. Dr. Alfredo Osério dos Anjos,
que pds amavelmente a nossa disposi¢do todos os elementos em que
se baseou para as suas licdes no curso de férias de 1967, o que
muito facilitou a nossa tarefa, embora este aditamento se afaste
sensivelmente da linha tradicional.
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CALCULO DE VALORES APROXIMADOS

1. O sistema da virgula flutuante no célculo elementar,
no célculo logaritmico e no célculo electrénico. Normalmente,
os dados e os resultados numéricos sio apresentados na prética sob
a forma decimal, isto é, sob a forma de dizimas finitas. Tal como se
aprende na escola primdria, a multiplicagdo com dizimas finitas
— impropriamente chamadas ndmeros decimais (1) — é feita em duas
fases sucessivas: primeiro, abstrai-se das virgulas e multiplicam-se
os numeros como se fossem inteiros; depois, coloca-se a virgula
no produto, de acordo com a bem conhecida regra, que se justifica
facilmente. Exemplo:

2,307 x 48,26 = (2307 x 10-3) x (4826 x 10-2)
= (2307 x 4826) x 10-5
= 111335682 x 10-5

-=111,33682

A parte geralmente trabalhosa do célculo, para a qual se torna
atil o emprego de maquinas de calcular, é evidentemente a primeira.

Para a divisdo, procede-se de maneira semelhante na esséncia,
embora diversa nos pormenores: comeg¢a-se por multiplicar o divi-
dendo e o divisor por poténcias de 10 convenientes, de modo a
obter dois nlimeros inteiros tais que o quociente inteiro do primeiro
pelo segundo tenha o ndmero de algarismos significativos desejado;
depois divide-se o quociente (e eventualmente o resto) pela poténcia

(') Por abuso cémodo de linguagem, usaremos também aqui a expressdo
‘nimero decimal’ ou simplesmente ‘nimero’ no sentido de ‘dizima finita’.
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de 10 que corrige a alteragao inicial. Suponhamos, por exemplo, que

se trata de achar o quociente e o resto de 1,48 por 3,14 com 3 algaris-
mos exactos(!). Ora, tem-se:

148 = 148000 x 10-5; 3,14 =314 x 10-2;

148000 | 314
2240 471
420 8|4
106 34

ou seja:

148000 = 314 x 471 + 106,

donde, dividindo ambos os membros por 105:

1,48 = 3,14 x 0,471 + 0,00106

Assim, obtém-se o quociente e o resto pedidos

0,471 e 0,00106,

deslocando a virgula para a esquerda 5— 2 casas no quociente
inteiro, 471, e 5 casas no resto, 106.
Geralmente, o resto ndo interessa nestas divisdes: basta conhecer

(') No n.° 2 se dird, precisamente, 0 que deve entender-se por ‘algarismos
significativos’ e por ‘algarismos exactos’.
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0 quociente com aproximag¢do até ao Ultimo algarismo significativo
que se pretende. No exemplo anterior, sera:

1.48
—=0,471...
314

Sao conhecidas variantes deste processo, como as que se apren-
dem na escola primdria (). '

Assim, dum modo geral, quando se trata de multiplicagbes ou
divisbes, a posi¢do da virgula pode ser alterada conforme as con-
veniéncias, fazendo-se depois a devida correc¢do no resultado.
Exprime-se entdo este facto dizendo que os célculos séo feitos com
virgula flutuante.

Note-se que ja no célculo logaritmico e no emprego da régua
de célculo se recorre a tal processo. Assim, no célculo com logaritmos
decimais, tudo se passa como se 0s nimeros fossem escritos sob a
forma do produto de um nimero do intervalo [1,1 0] por uma potén-
cia de 10; por exemplo:

932,58 = 9,3268 x 102
10,25 = 1,025 x 101
3,142 = 3,142 x 10°

0,00508 = 5,08 x 10-3

(1) E de notar o a-vontade com que, entre nés, se impde a criangas de 7
a 8 anos a aprendizagem de uma técnica que estd longe de ser simples, contra-
riamente ao que possam imaginar as pessoas que se automatizaram hé muitos anos
nessa técnica. E o método pedagégico dos castigos corporais, ainda hoje usado
com frequéncia no nosso Pais, para ensinar as criangas esses processos de célculo,
86 contribui para levantar barreiras psiquicas insuperdveis e cimentar a j& pro-
verbial averséio & matemética.
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Entdo o expoente da poténcia de 10 que figura no produto é a
caracteristica do logaritmo do nimero e o logaritmo do primeiro
factor, compreendido entre 1 e 10, é a mantissa do logaritmo do
nimero considerado. Nestes exemplos, a virgula foi deslocada de
modo a deixar a esquerda um sd algarismo significativo, portanto
21 e <9; diz-se entdo que o nuimero (ou, melhor, a dizima) tem a
virgula normalizada. Mas, quando se procura a mantissa do loga-
. ritmo numa tdbua usual, o que se faz na prética é colocar a virgula
(pelo menos mentalmente) de modo a deixar a esquerda exactamente
4 algarismos significativos; assim, os nimeros anteriores sdo substi-
tuidos respectivamente pelos seguintes:

9325,8 ; 1025

3142 ; 5080

Entdo, a tdbua fornece directamente a mantissa do nimero
representado pelos 4 primeiros algarismos. Quanto aos algarismos
seguintes, se os houver, serd preciso fazer a correc¢ao correspon-
dente, recorrendo a interpolagao pelas primeiras diferencas (dife-
rengas tabulares).

Como é sabido, o processo descrito é perfeitamente licito, uma
vez que a mantissa nao depende da posi¢do da virgula, mas apenas
dos logaritmos significativos. E a determinagdo da caracteristica n@o
oferece a minima dificuldade, segundo a regra usual.

Convém notar que os computadores electrénicos digitais para
célculo cientifico, trabalham normalmente com virgula flutuante e
com um determinado numero de algarismos decimais significativos
(cerca de nove nos computadores de poténcia média e de doze nos
de grande poténcia). E necessério, portanto, ndo perder de vista os
erros de truncatura ou de arredondamento que daqui resultam, visto
que, tal como sucede com as tdbuas de logaritmos, sdao omitidos os
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algarismos significativos que viriam a seguir aqueles que sdo
conservados, em numero fixo (1).

Nao se deve também esquecer o facto de os computadores uti-
lizarem internamente o sistema bindrio de numeragao, exigindo o em-
prego de mecanismos suplementares para a tradugdo e a retroversao
entre o sistema decimal e o sistema binério.

Seja como for, na utilizagdo de tais computadores, cada niimero
real é representado externamente sob a forma de uma dizima com
um nidmero fixo de algarismos significativos, precedido do sinal +
ou —, e seguido da indicagdo de um numero inteiro, positivo, nega-
tivo ou nulo, que é o expoente da poténcia de 10 pela qual deve
ser multiplicada essa dizima para dar um valor, geralmente apro-
ximado, do nimero em questdo. O referido niimero inteiro (expoente),
também na@o pode ir além de certo limite (dois algarismos significa-
tivos, em computadores de poténcia média). Mas esta e outras
limitagGes poderdao ser rodeadas, em caso de necessidade, por meio
de artificios mais ou menos laboriosos. .

Para separar a dizima inicial da indicagdgo do dominio inteiro,
que é o expoente da poténcia de 10 pela qual a primeira deve ser
multiplicada, adopta-se um determinado sinal.

Finalmente, é preciso notar que, em paises de lingua inglesa,
se usa o ponto com o significado entre nés atribuido a virgula e
vice-versa, na representagdo decimal de nidmeros.

Por exemplo, em tais paises, as expressdes

0.54; 3.1416; 3,405,243.28

(') H4, no entanto, computadores (para célculo comercial) que trabalham
no sistema de virgula fixa.
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significam, respectivamente, 0 mesmo que entre nds, as expressdes

0,54; 3,1416; 3.405.243,28

Seguem-se alguns exemplos de nimeros tais como se apresen-
tam em dados ou resultados de célculos com os referidos compu-
tadores:

3.14159265 O + 00 = 3,14159265
0.314159265 © + 05 = 31415,9265
2.718281828 ©® ~ 03 = 0,0027182818

- 0.314159265 © — 25 = ~ 3,14159265 x 10-26

Os dois circulos concéntricos sdo uma imitagdo do sinal sepa-
rador usado em certas marcas de computadores.

2. Algarismos significativos e algarismos exactos. Cha-
ma-se algarismo significativo duma dizima todo o algarismo dessa
dizima que é diferente de 0 ou tem & sua esquerda, pelo menos,
um algarismo diferente de zero. Os algarismos significativos duma
dizima finita formam uma sequéncia, atendendo 3 ordem natural por
que se apresentam. Por exemplo, a sequéncia dos alagrismos signi-
ficativos de 0,0053020 é (5, 3, 0, 2, 0), a sequéncia dos algarismos
significativos de 350 é (3, 5, 0), etc.

Para introduzir a nogdo de ‘algarismo exacto’, comec¢aremos por
um exemplo. Suponhamos que 5,382 é valor aproximado de outro
nidmero «, com erro inferior a 0,01; quer isto dizer que « ests
entre 5,382 — 0,01 e 5,382 + 0,01, isto é, que

5,372 < 2 < 5,392

390



COMPENDIO DE MATEMATICA

Podemos daqui concluir que 5 e 3 sdo os dois primeiros algaris-
mos significativos da dizima finita ou infinita (normal) que repre-
senta «, € podemos exprimir este facto escrevendo:

=B 3 ..

Quanto ao terceiro algarismo da dizima representativa de «, o
méaximo que podemos dizer é que pode ser 7, 8 ou 9. Seréd portanto
natural dizer, neste caso, que os dois primeiros algarismos de 5,382,
como valor aproximado de «, sdo exactos. Quanto ao terceiro alga-
rismo, podemos dizer também que ele é exacto, se adoptarmos a
seguinte

DEFINICAO. Diz-se que um dado valor aproximado x, de um
ndmero x tem n algarismos exactos, sse o erro absoluto, |x,-x|, é
inferior a uma unidade decimal do n-ésimo algarismo significativo
de x,.

Por outro lado, diremos que um algarismo exacto de um valor
aproximado & estritamente exacto, sse coincide com o algarismo
correspondente do valor exacto ('). Assim, no exemplo anterior, os
dois primeiros algarismos do valor aproximado 5,382 sdo estrita-
mente exactos.

Adoptaremos daqui por diante esta terminologia, que é cémoda
na préitica e evita confusoes.

Vejamos outro exemplo. Sabe-se que a populagao de certo pais
é de cerca de 38 630 000 habitantes, com erro inferior a 90 000 habi-
tantes. Como 90 000< 100000, o erro absoluto, neste caso, é
inferior & unidade decimal do 3.° algarismo significativo, 6, do valor

(1) Isto 6, com o algarismo correspondente da dizima finita ou infinita
(normal) que representa o valor exacto.
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dado. Este valor tem, pois, 3 algarismos exactos. Mas o valor exacto,
x, da populacdo estd compreendido entre 38 630 000 — 90000 e
38 630 000 + 90 000, isto é: ;

38 540 000 < x < 38 720 000

Isto mostra que os 2 primeiros algarismos do valor dado sédo
estritamente exactos.

Outros exemplos ainda:

Quando um aluno é classificado com 9,7 numa prova e aparece
na pauta com a classificagdo de 10, os dois algarismos deste valor
sdo exactos, mas nenhum é estritamente exacto. Pelo contrério, o valor
aproximado 9 de 9,7 tem um algarismo estritamente exacto, mas
esse valor é menos préoximo do valor exacto.

Quando se diz que a distdncia de Lisboa ao Porto, pela melhor
estrada 6 de 321 km, quantos algarismos exactos terd este valor?

Na frase ‘Pedro Alvares Cabral descobriu o Brasil em 1500,
todos os algarismos sdo estritamente exactos.

Da definigdo resultam imediatamente os dois seguintes factos:

I. Quando se diz que um valor aproximado tem n algarismos
exactos, tal ndo impede que esse valor possa ter mais de n alga-
rismos exactos. Assim, no exemplo anterior relativo & populagao dum
pais ndo é impossivel que o valor dado tenha 4 algarismos exactos
(embora isto seja pouco aprovével, se apenas se sabe o que é dito
no enunciado).

Il. A sequéncia dos algarismos exactos de um valor aproximado
néo depende da posi¢ao da virgula (isto é, ndo muda quando se mul-
tiplicam o valor aproximado e o valor exacto pela mesma poténcia
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de 10 de expoente inteiro, positivo ou negativo). E o mesmo quanto
a algarismos estritamente exactos.

Muitas vezes, os algarismos dum valor aproximado que vém
a seguir aos algarismos exactos ndo tém interesse. Nesse caso,
podem ser substituidos por O ou simplesmente omitidos, se estdo a
direita da virgula. Tornando ao exemplo da populagdo de um pais,
bastaria dizer que a populagdo é de cerca de 38 600 000 habitantes.

Para indicar medidas das grandezas, em fisica, € costume escrever
apenas os algarismos que sdao considerados como exactos, e nao
omitir o zero, se este &, porventura, o Ultimo desses algarismos.

Assim, por exemplo, quando se escreve, a respeito de um com-
primento @ ou de uma pressao p,

a=35m , p=>5.28 kg/cm?,

pretende-se indicar que todos os algarismos escritos sdo considerados
como exactos, isto é, que o erro da aproximagdo é inferior a 1 cm,
no primeiro caso, e a 10 g/cm2, no segundo caso. E claro que,
nestas convengodes, o sinal = perde o significado habitual. Quando,
porventura, o Gltimo algarismo conservado ndao é exacto, convém
indicar um majorante do erro.

A indicagdo de algarismos supérfluos pode tornar-se ridicula.
E o que sucede por exemplo quando, ao fazer o célculo da altura
de uma torre por trigonometria, se apresenta o resultado

h = 23,450238 m;

é quase certo que, neste caso, os quatro Gltimos algarismos ndo sdo
exactos, nem sequer tém qualquer significado fisico.
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Nos exemplos anteriores, nao se diz se os valores sdao aproxi-
mados por excesso ou por defeito. Mas convém ter presente os
seguintes factos:

1) Se x. é valor aproximado de x a menos de 3, entdo x,-3
e x, + 8 sdo valores aproximados de x, respectivamente por defeito
e por excesso, ambos com erro inferior a 2 3.

2) Se x, é valor aproximado de x, por defeito, com erro inferior
a d, entdo x, +—g—

igual) a 38/2.

é valor aproximado de x com erro inferior (ou

NOTAS SOBRE A TERMINOLOGIA:

I. E corrente chamar ‘erro’ quilo a que, nestas ligdes, chamamos
‘desvio’. A distingdo que fazemos aqui entre ‘erro’ e ‘desvio’ é conve-
niente para comodidade e clareza de exposigao.

Il. E preciso ndo confundir erros de célculo com erros de obser-
vagdo. Estes (ltimos s3o os erros que se cometem na medi¢do de
grandezas. A teoria dos erros de observacdo (também chamada, sim-
plesmente, ‘teoria dos erros’) é subordinada ao cé/culo das proba-
bilidades e sai inteiramente do ambito deste programa.

3. Arredondamento de valores numéricos. Pode acon-
tecer que se conhega um valor aproximado de um nimero « com
determinado nuimero n de algarismos exactos, mas que seja suficiente,
para certos fins, utilizar um valor aproximado de « com um nimero
de algarismos exactos inferior a n. Por exemplo, sdao hoje conhecidos
valores aproximados de = com milhares de algarismos exactos, mas,
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na préatica, ndo é preciso geralmente ir além de cinco algarismos
exactos; muitas vezes, bastam trés ou até menos. Em tais casos, o
que se faz é uma truncatura do valor aproximado, desprezando os
algarismos exactos posteriores aos que sdo necessarios (ou substi-
tuindo-os por O, se estdo a esquerda da virgula) e fazendo o
arredondamento usual, no caso em que o primeiro algarismo despre-
zado € igual ou superior a 5, isto & adicionando nesse caso, ao
valor considerado, uma unidade decimal da ordem do dltimo alga-
rismo conservado.

Por exemplo, o valor aproximado de =

3.1416

é um arredondamento do valor 3,14159, que, como é sabido, tem seis
algarismos estritamente exactos. Analogamente, o valor aproximado
de w arredondado com quatro algarismos exactos é 3,142.

Este processo de arredondamento é também usado, sempre que
possivel, na medicdo das grandezas. E claro que, neste caso, o valor
fica aproximado a menos de meia unidade decimal da ordem do
Gltimo algarismo registado (por defeito ou por excesso).

O mesmo processo. é ainda usado nas classificagdes de alunos.
Quando, p. ex., se diz que a média das classiifcagcdes dum aluno em
dado exame foi 10, pretende-se apenas dizer, abreviadamente, que
essa média € um numero x tal que 9,5< x< 10,5; entdo 10 é um
valor aproximado de x com erro inferior (ou igual) a 0,5 —e néo se
diz entdo se é aproximado por defeito ou por excesso.

4. Erro relativo e nimero de algarismos exactos. Recor-
demos que, sendo x, um valor aproximado de um ndmero x, se
chama desvio relativo de x, ao quociente Ax/x do desvio absoluto
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Ax (= x,—x) pelo valor exacto x. Convenciondmos representar por
A’x o desvio relativo (de x, em relagdo a x). O erro relativo de x,
é, por definigao, |A'x| ().

O erro relativo que, muitas vezes, se exprime em percentagens,
d4 uma ideia precisa do grau de aproximagédo: este sera tanto maior
quanto menor for o erro relativo; além disso, dois valores aproxi-
mados tém o mesmo grau de aproximagado, se tém erros relativos
iguais.

Alids, o erro relativo estd relacionado, como veremos, com O
niimero de algarismos exactos.

O erro relativo ndo depende da posigdao da virgula; mais ainda:
ndo muda quando se multiplicam o valor aproximado x, e o valor
exacto x, por um mesmo numero k (positivo), qualquer que ele seja.
Tem-se, com efeito:

| kxy — kx| _ [xq = x|
kx X

Para ver como o erro relativo esté relacionado com o nimero de
algarismos exactos, convém comegar por um exemplo. Suponhamos
que 2,345 é valor aproximado dum nimero « com #rés algarismos
exactos; quer isto dizer que o erro absoluto é inferior a 0,01, isto &, que

|Aal =12,345 - a | < 0,01

Como, neste caso, « > 2,345 — 0,01 = 2,335 > 2, conclui-se que

|Aax| 0,01 1
<

o 2 200

(') Nestas consideragdes, subentende-se que o valor exacto x e o valor
aproximado x, s#io sempre nimeros positivos, o que é suficiente para as
aplicagdes.
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Dum modo geral, tem-se a seguinte regra:

TEOREMA 1. Se x, é valor aproximado de x com n algarismos
exactos, sendo o primeiro estritamente exacto (1), e se este primeiro
algarismo é a, entao o erro relativo de x, é inferior a

1
ax10n?

Demonstragcao®:

Suponhamos verificada a hip6tese. Como o primeiro algarismo
significativo de x, é estritamente exacto, o primeiro algarismo signi-
ficativo de x coincide com esse e é da mesma ordem decimal. Entéo,
existe um inteiro p, positivo, negativo ou nulo, tal que os nimeros
Y1 =X, x10P e y=xx10P tdm precisamente n algarismos na
parte inteira. Como o primeiro algarismo de y é também a, tem-se:

(1) y>ax10"?

Por outro lado, y, é um valor aproximado de y com n algarismos
exactos. Portanto

(2) lys —yl<1

(') Pode acontecer que x, tenha n algarismos exactos e que o primeiro
ndo seja estritamente exacto. Mas, se n > 1, isto s6 pode acontecer em dois
casos excepcionais: @) quando os n primeiros algarismos significativos de x, séo
todos iguais a 9; b) quando o primeiro algarismo significativo de x, é 1 e os
n-1 seguintes sdo zeros. No 1.° caso, um majorante de erro relativo serd
1/(8 x 10"-1). No 2.° caso, o erro relativo serd, quando muito, ligeiramente supe-
rior a 1/10", mas o excesso é entdo insignificante.

Portanto, na prética, pode dispensar-se a restricio de o primeiro algarismo
significativo de x, ser estritamente exacto.
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Assim, atendendo a (1) e a (2), o erro relativo de x, sera:

Xy = x| ly:=-vl| 1
= =<
X y ax10n-1
g.e.d.

O problema inverso consiste em achar um numero de algarismos
exactos a partir de um majorante do erro relativo. Esse problema
pode ser sempre resolvidd, comegando por calcular um majorante
do erro absoluto, a partir do majorante do erro relativo.

Por definigdo, tem-se:

| Ax |
| A’ | =———  donde |Ax | < x| A'x |
%

Entdo, se for ¢ um majorante de |A'x| e X um majorante de x, vira:

(3) |Ax| <X ¢

E f4cil calcular um majorante de valor exacto x, a partir do valor
aproximado x , € do majorante € do erro relativo ( '). Todavia, na prética,
é geralmente conhecido a priori um majorante de x; alids, nos casos mais
frequentes, o primeiro algarismo significativo do valor aproximado

(') Suponhamos &<1 como normalmente sucede. Entdo, se x;< X,
tem-se (x—X,)/x <&, donde x—x, < X¢ e, portanto, X<<x,/(1—¢g). Se x; >Xx,
esta férmula também é vélida, visto que 1—e <1 e, portanto, x,/(1—g) > x.
A férmula pode pois ser usada em qualquer caso, com £€<<1 (mas s6 excep-
cionalmente, quando ndo se conhece a priori um majorante de x).
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é estritamente exacto. Para comodidade, vamos admitir, desde ja, que
esta condicdo se verifica nos exemplos seguintes.

I. Sabe-se que 1,628 é valor aproximado de certo nimero x
com erro relativo inferior a 0,005 (0,5 % ou 5 %o). Calcular um
majorante do erro absoluto. ‘

Sendo o primeiro algarismo de 1,628 estritamente exacto, tem-se
x < 2. Entédo vir4, aplicando (3):

| Ax | < 2 x 0,005 = 0,01

Portanto, o valor dado tem trés algarismos exactos. Mais ainda,
vé-se que x esti entre 1,618 e 1,638; portanto, o valor dado tem
dois algarismos estritamente exactos.

Il. Sabe-se que a populagdo de certo pais é de cerca de
38 630 000 habitantes, com erro relativo inferior a 0,003. Calcular
um majorante do erro absoluto deste valor.

Designando por x o nimero exacto de habitantes do pais,
tem-se:

Ix|<4x107 , |A'X|<0,003,
donde:
|Ax|{<4x107x0,003=1,2%105< 106

Neste caso, apenas se pode dizer que o valor dado tem dois
algarismos exactos. Mas, como o valor exacto estd compreendido
entre 38 510 000 e 38 7560 000, vé-se que os dois primeiros algaris-
mos sdo estritamente exactos.
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Para achar directamente um numero de algarismos exactos, a
partir de um majorante do erro relativo, pode usar-se na prética a
seguinte regra:

TEOREMA 2. Seja x, um valor aproximado de x com erro rela-
tivo inferior a

1
i (sendo neIN, e b natural menor que 10)
X

e sefa a o primeiro algarismo significativo de x. Entdo, se a<b, o
valor x, tem n+1 algarismos exactos. Mas, se a > b, s6 podemos
garantir que esse valor tem n—1 algarismos exactos.

Demonstragao®:
ver . . | X=X, | 1
Suponhamos verificada a hipétese. Entdo
X b x 10"
ou seja:
(4) I x= x1 | &

bx 10"

Como o erro relativo e o nimero de algarismos exactos nao
dependem da posi¢ao da virgula, podemos supor desde ja, sem quebra
de generalidade, que x tem precisamente n+1 algarismos na parte
inteira. Entdo, se a<b, tem-se:

x<bx 10",

donde, por substituicdo em (4):

IX—X1|<1,
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o que mostra que, neste caso, X, tem n+1 algarismos exactos. Se
a > b, tem-se:

x<bx10n-1
e, por substituicdo em (2), vem:
Pt = [ <210,

0 que mostra que, neste caso, X, tem n algarismos exactos.

Como exercicio, pode aplicar-se este teorema aos dois exemplos
anteriores, notando que

1 1
0006=—— e 0003<——
200 300

As conclusbes coincidem com as j& obtidas, quanto a nimero
de algarismos exactos.

5. Avaliagcdo do erro do resultado de multiplicagoes e
divisoes sucessivas. Consideremos, por exemplo, a expressao
numérica

3,272 x 43,08
0,25683 x 5,3272

e suponhamos que os dados numéricos sdao valores aproximados
em que todos os algarismos escritos sdo exactos. Como avaliar o
nimero de algarismos exactos do valor numérico desta expressao?
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Um método seguro, que se pode sempre seguir, é o método
directo, que consiste, neste caso, em calcular os valores das
expressoes

3,262 x 43,07 3,282 x 43,09
0,2593 x 5,3282 = 0,2572 x 5,3262

Estes sdo, com certeza, valores aproximados por defeito e por
excesso do valor exacto, uma vez que os dados tém todos os alga-
rismos exactos. O cdlculo dos valores destas expressées por
meio de logaritmos ndo se torna muito laborioso, desde que se
tenha o cuidado de achar sucessivamente os logaritmos de 3,26 e
3,28, de 43,07 e 43,09, etc.

Um outro método consiste em calcular, por um lado, o valor
da expressdao dada e, por outro lado, um majorante do erro relativo
desse valor. Da férmula do desvio do produto

A(xy) = yAx + xAy + AxAy

deduz-se imediatamente, dividindo por xy, a férmula rigorosa do
desvio relativo do produto:

A'(xy) = A'x + A’y + A'x+ A'y

Desta, por sua vez, deduz-se a férmula rigorosa de majoragdo
do erro relativo do produto:

(1) |A'(xy) |< [A'x|+ Ay |+ | A% |- | Ay]
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Por outro lado, da férmula do desvio do quociente, é f4cil deduzir
a férmula rigorosa de majoragcéo do erro relativo do valor inverso:

1 |Ax|
(2) | e [ e
X X

(Ax = x, = X),

em que x é um minorante de Xx,.

Note-se que o majorante de |A'x| dado pelo teorema 1 do
numero anterior coincide geralmente com um majorante de | A'1T |
dado por esta férmula.

A aplicagdo repetida das férmulas (1) e (2) permite achar, com
inteira seguranga, um majorante do erro relativo do resultado, em
casos como O anterior.

Porém, na prética, usam-se de preferéncia as férmulas aproxima-
das dos desvios, por serem mais cémodas.

Querendo ter uma primeira ideia, a priori, do grau de aproximagéo
do resultado, antes de o calcular, pode também usar-se a seguinte

REGRA PRATICA. Quando, numa expressdo numérica, inter-
vém apenas multiplicagoes e divisdes, o grau de aproximagcao do
resultado é geralmente inferior ao dos dados. Nos casos mais frequen-
tes, se for n o numero total de factores em numerador e em deno-
minador e £ um majorante dos erros relativos desses dados, serd ne
um majorante do erro relativo do resultado. Nesta contagem nao se
atende aos dados que, porventura, sefam valores exactos.

No exemplo anterior tem-se n = 8 e podemos tomar ¢ = 1/200,
0 que conduz ao seguinte majorante do erro relativo do resultado:

=004=4%

8 x L
200
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A regra pode ser usada, com relativa seguranga, quando n<< 10
e £< 0,01. Para maiores valores de n, requerem-se menores valores
de . A razdo é simples: a regra baseia-se nas férmulas aproximadas
dos desvios relativos do produto e do quociente.

(3) A'(X1XgeeeXg) & A'xq + A%y + oo + A%, (1)

X
(4) A’—;,— ~A'x- Ay

Ora, é 6bvio que a aplicagdo destas férmulas exige precaugoes.
Se n < 10, verifica-se, recorrendo as férmulas rigorosas, que podemos
aplicar, com relativa confianca, a férmula

(B) | A (XX Xp) [ IAKy |+ 1A% oee + 1 A, |,

que se deduz de (1). Por outro lado, a férmula

(6) 1A'—"y~15!A’x:+|A’yl,

é ja satisfatéria na préatica, quando os erros relativos dos dados,
sdo inferiores a 0,1: na pior das hipéteses, o primeiro membro de (6)
serd entdo ligeiramente superior ao segundo, mas o excesso € insigni-
ficante na prética (2).

(') E claro que, neste caso, X,, X,, ..., Xp fepresentam valores exactos.
Valores aproximados de x,,X,, ... podem representar-se entdo, por ex., por
Xiyne Ko s

(2) Alids, convém ndo esquecer o que se disse atrds a propésito da
férmula (2), que permite, na prética, reduzir a majoragéo do erro de um guociente
a do erro do produto.
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As férmulas (5) e (6) associadas justificam a REGRA PRATICA
nos casos correntes.

Aplicando directamente estas f6rmulas ao exemplo inicial, junta-
mente com o teorema 1 do nimero anterior, obtém-se o seguinte
majorante do erro relativo:

2 1 3 2
+ + + <
300 4000 200 5000

< 0,007 + 0,00025 + 0,015 + 0,0004 < 2,3 %

Como se vé, esta majoracdo é bastante melhor do que a pri-
meira (4 %). E claro que os factores 43,08 e 5,327 influem pouco
no erro relativo do resultado (menos de 0,1 %), porque tém quatro
algarismos exactos, enquanto os outros tém #rés.

Dum modo geral, podemos dizer o seguinte:

Quando algum dos factores, em numerador ou denominador, tiver
um grau de aproximagdo bastante superior ao de outro, pode na
prética, ser considerado como exacto e, portanto, omitido na avaliacao
do erro.

Para avaliar o niimero de algarismos exactos de um produto de
dois nimeros ou de um quociente, podem usar-se na pratica as
seguintes regras, que indicamos a titulo facuftativo, sem demons-
tragao:

REGRA DO PRODUTO. Se dois valores aproximados tém n
algarismos exactos, podemos dizer que o seu produto tem n—-1 alga-
rismos exactos nos seguintes casos:

1) o primeiro algarismo significativo de ambos os factores é
diferente de 1;.
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2) .o primeiro algarismo significativo de ambos os factores é 1;

3) o pri)neiro algarismo significativo de um dos factores é 1
e o primeiro algarismo significativo do produto é menor que 5.

Quando nao se verifica nenhuma destas condicées, s6 podemos
dizer que o produto tem n-2 algarismos exactos.

REGRA DO QUOCIENTE. Se dois valores aproximados tém n
algarismos exactos, o quociente de um pelo outro tem n-1 alga-
rismos exactos nos seguintes casos:

1) o primeiro algarismo significativo de ambos os termos é
diferente de 1,

2) o primeiro algarismo significativo de um dos termos ou de
ambos é 1, e o primeiro algarismo significativo do quociente é menor
que 5.

Fora disto, sé podemos dizer que o quociente tem n—2 alga-
rismos exactos.

Note-se bem: Estas regras ndao sao rigorosas, porque se baseiam
nas férmulas aproximadas dos desvios relativos do produto e do
quociente. Ndo se pode, portanto, dar propriamente uma demons-
tragdo das ditas regras, mas apenas uma justificagdo, de caracter
tedrico-pratico.

Em caso de divida, quando seja necesséria uma certeza absoluta,
pode-se sempre recorrer as férmulas rigorosas de majoragao.

Note-se ainda que, se tivéssemos aplicado estas regras suces-
sivamente ao exemplo inicial, ndo poderfamos garantir a existéncia
de um unico algarismo exacto. Isto mostra bem o cuidado que é pre-
ciso ter na escolha e na aplicagdo das regras em célculo numérico.
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6. Caso da poténcia. A majoragdo do erro relativo da
poténcia é um caso particular da do erro relativo do produto, como se
viu alids concretamente no exemplo anterior. Neste caso, tem-se a
férmula aproximada

A'(x™) ~ nA'x,

que exige precaugdes semelhantes as que foram indicadas para o pro-
duto.

Suponhamos, por exemplo, que se trata de calcular =19, utili-
zando o valor aproximado 3,141 de =. Este, como é sabido, é um
valor aproximado por defeito, com erro relativo inferior a 1/3000.
Neste caso, a férmula aproximada pode ser usada com seguranca
e fornece o seguinte majorante do erro relativo da poténcia:

1 1
10 x =
3000 300

Fagamos, agora, o célculo por logaritmos:

log 3,141 = 0,49707 , log3,142 = 0,49721
10 x log 3,141 = 4,9707

10 x log 3,142 = 4,9721

donde:

3,14110 3 93470 (por defeito)
3,14210 3 93780 (por excesso)
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Daqui se conclui que 93470, como valor aproximado de w10
tem dois algarismos estritamente exactos (ndo é provavel que o ter-
ceiro seja exacto). A mesma conclusdo se podia chegar, efectuando
s6 metade dos célculos e utilizando o majorante 1/300 do erro rela-
tivo, que fornece o majorante 400 do erro absoluto (o teorema 2 do
n.° 4 apenas nos permitia garantir que o valor considerado tem dois
algarismos exactos).

7. Caso da raiz. A férmula aproximada do desvio da raiz
1
AR x & — A'x
n

pode ser usada com relativa seguranga nos casos correntes da pra-
tica e mostra, desde logo, que a radiciacao tem a particularidade
notével de aumentar o grau de aproximagao.

Suponhamos que se trata de calcular /1007, utilizando o
valor aproximado 314,1 de 100r (valor arpoximado por defeito, com
erro relativo inferior a 1/3000). Neste caso, obtém-se o seguinte
majorante do erro relativo da raiz:

1 1 1

— e -

10 3000 30000

Facamos o célculo por logaritmos. Temos, agora:

log314,1 = 2,49707 , log314,2 = 2,49721
1
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1
s log 314,2 = 0,24972

donde:

Y3141 ~ 1,777 (por defsito)

'Y314,2 ~ 1,778 (por excesso)

Por aqui se vé ja que 1,777, como valor aproximado de
/100 %, tem quatro algarismos exactos. Mas, aplicando o teorema 2,
com o majorante 1/30000 do erro relativo, vé-se que o valor de
'¥/314,1 tem, pelo menos, cinco algarismos exactos, como valor
aproximado de '¥100=. O quinto algarismo exacto, calculado por
interpolagdo (que merece confianga neste caso), é 0 e, assim,
podemos escrever, segundo a convenc¢do adoptada em fisica

%/100% =1,7770

E de admitir que estes algarismos sejam estritamente exactos.

8. Caso da adicdo e da subtracgdo. E fécil calcular um
bom majorante do erro absoluto de uma soma algébrica de valores
aproximados e avaliar assim o niimero de algarismos exactos do resul-
tado. Mas, desde ja, se deve notar que a subtracgdao é, de todas as
operagdes elementares, a que mais pode diminuir o grau de apro-
ximagao. Isto torna-se evidente, sobretudo quando o aditivo e o
subtractivo sdo ndmeros muito préximos. Seja, por exemplo, a expres-
sdo com valores aproximados

(2,31 - 2,27) x 0,730
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e suponhamos que todos os algarismos indicados sao exactos. A dife-
renga 2,31 — 2,27 da-nos o valor aproximado 0,04 a menos de 0,02.
Deste modo, nem sequer um algarismo exacto podemos garantir
na diferenga e, portanto, no produto indicado.

Uma situagdo semelhante a esta pode surgir na pratica, quando,
por exemplo, se trata de calcular a altura h de uma torre por meio
da férmula

h d tge tgPp
- tgx — tgf

Se a diferenga entre « e [ for relativamente pequena, serad preciso
medir estes angulos com uma grande precisdo, para obter um valor
de h com aproximagdo razoéavel.

Situagdes deste género sdo frequentes em célculos astronémicos
ou geodésicos.

Convém ainda notar o seguinte:

Quando, numa soma algébrica, um dos termos tem valor menor
que o erro absoluto de outro termo, o primeiro pode, em muitos casos,
ser desprezado.

Vejamos um exemplo:

Sabe-se que a populagdo de uma cidade, em dado momento,
é de cerca de 850 000 habitantes (com dois algarismos exactos) e
que, em seguida, teve um acréscimo de cerca de 3 800 habitantes.
Podemos, entdo, continuar a dizer que a populagdo da cidade é de
cerca de 850 000 habitantes (provavelmente ainda com dois algaris-
mos exactos). Mas, se depois deste acréscimo houver um outro de
cerca de 8 200 habitantes, entdo j& serd& mais correcto dizer que a
populagdo da cidade passou a ser de cerca de 860 000 habitantes.
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ADITAMENTO I

NOVA ORIENTAGCAO NO ESTUDO DO CALCULO
DE VALORES APROXIMADOS

1. Imediatamente apés o estudo do célculo aproximado da
soma e da diferenca, devera passar-se ao estudo dos conceitos de
erro relativo, algarismos exactos e algarismos estritamente exactos,
bem como das regras que relacionam esses conceitos, sem obriga-
toriedade de demonstragdoes. Em seguida far-se-4 a dedugdo da
FORMULA DO DESVIO DO PRODUTO:

A(xy) = xAy + yAx + AxAy,

da qual resulta imediatamente, dividindo por xy, a FORMULA DO
DESVIO RELATIVO DO PRODUTO:

A'(xy) = A'x+ A'y + A'x. A’y (com xy # 0)

Posto isto, pode-se abordar o estudo de problemas respeitantes
a erros relativos de produtos (1).

(1) A férmula (6) apresentada na p&g. 30 deixa agora de ser necessaria,
segundo a nova orientagdo. Mas convird, quando seja oportuno, definir «majo-
rante» e «minorante» dum nidmero.

411



J. SEBASTIAO E SILVA

PROBLEMA DIRECTO. Da férmula anterior deduz-se imediata-
mente a formula de majoragcdo do erro relativo do produto:

(1) |A"(xy)| < |A'X] + [A'y] + |A'X] . |Ay]

Sejam, por exemplo, 3,28 e 0,423 valores aproximados de
dois ntimeros x e y, com erros relativos inferiores respectivamente
a 3% e a 2%. Entédo

|A’x] = 0,03 e |A’y] = 0,02,

donde, aplicando (1):

|A"(xy)| < 0,0506.

Na pratica, poderemos escrever
[A"(xy) | < 0,05,

em que o sinal < se [8 «menor ou aproximadamente igual ay.
O mais provével é que seja mesmo

|A’(xy)| < 0,05;

se isto nao se der, a diferenga entre [A’(xy)| e 0,05 serd inferior
a 0,0006, portanto desprezdvel na pratica.

Dum modo geral ter-se-4, na prética:

|A'(xy) | < |AX] + |A'Y]
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COMPENDIO DE MATEMATICA

Se atendermos aos sinais e ndao apenas aos mddulos, teremos
entdo a fdrmula aproximada do desvio relativo do produto

A'(xy) ~ A'x + A'y,

em que se despreza o termo A'x+ Ay, cujo médulo é geralmente
muito pequeno em relagdo ao de A'x + A'y.

Nas mesmas circunstancias, pode usar-se também a fdrmula
aproximada do desvio (absoluto) do produto

A(xy) ~ xAy + yAx,
que prepara psicologicamente o aluno para, mais tarde, ver intuitiva-

mente as férmulas da derivada e do diferencial dum produto, o que
é muito importante do ponto de vista pedagédgico.

PROBLEMA INVERSOQ. Sejam x e y nimeros reais diferentes de
zero. Pretende-se resolver o seguinte problema:

Dado um nudmero positivo r qualquer, achar um numero s tal
que, se tomarmos valores aproximados de x e y com erros relativos

menores que s, o erro relativo do produto desses valores seja menor
que r.

Trata-se, pois, de achar um nimero s tal que
[A'xl<s A fAY] <s= [A'(xy)|<Tr

Para isso notemos que, se s for um nimero positivo qualquer
tal que |[A'X|<s e |A’y|<s, vird da férmula (1):

[A'(xy)|<s+s+82=85(2+5s)
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Entdo, para que seja |A’(xy)|<r, basta que seja s(2+s)<r
ou, o0 que é equivalente, '

(2) s$<

(3) $<

Com efeito, tem-se

<r e, portanto:
24T

r r r
=>s<r= <<
241 2+r 2+s

$<

Logo (3) implica (2), como queriamos provar.
Teremos assim, em conclusao:

r r
(4) |A'X| < —— A AY|<——= |A'(xy) | <T
24T 2+

Quando r<1 (como sucede normalmente), a férmula (3) pode
ser substituida por esta outra, mais cémoda para os célculos:

r

r2
5 s — - —
() 2 4
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EXEMPLO. Suponhamos que se trata de calcular = x V2 com
erro relativo inferior a 0,001. Entdo r = 0,001 e a férmula (5) d4:

s << 0,0005 - 0,000 000 25

Como se vé, esta diferenga é inferior a 0,0005, mas superior
p. ex. a 0,0004. Portanto, bastara tomar valores aproximados de T
e de V2 com erros relativos inferiores a 0,0004, para termos a cer-

teza de que o seu produto é valor aproximado de ©V2 com erro
relativo inferior a 0,001.

Porém, o nimero 0,000 00025 é tdo pequeno em relagdo a
0,000 5, que, na prética, pode ser desprezado. Assim, poderiamos
tomar simplesmente

s < 0,000 5.

Dum modo geral, quando r é bastante menor que 1, a férmula (5)
pode ser substituida por

r

S< —
2

Isto ndo garante, em absoluto, que, sendo |[A'x|<<s e |A'y|<s,
se tenha |A'(xy)| <r; mas, se for [A'(xy)| > r, a diferenca sers entdo
insignificante para fins préticos.

2. O estudo feito no nimero anterior permite-nos afirmar o
seguinte:

(6) Vr>0, 3s>0: |Ax|<s A |Ayl<s= |A'(xy)|<T

Basta atender, p. ex., a (4) para ver que isto é verdade.
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Ora, a proposicdo (6) pode ser estendida ao caso dos erros
absolutos; isto €, podemos. provar que:

V8>0, 3e>0: [AxI< e A Ay < e= |A(xy)| < 8

Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte

TEOREMA. Sejam x e y dois numeros reais quaisquer. Entédo,
dado arbitrariamente um ndmero positivo 3, é sempre possivel achar
um numero positivo e, tal que, se x, ey, forem valores aproximados
de x e de y a menos de ¢ o produto x.,y, é com certeza, valor
aproximado de xy a menos de 3.

Demonstracao:

Basta considerar o caso em que x #0 e y # 0, visto que, caso

7

contrario, o teorema é evidente. Sejam, pois, X e y dois nimeros
reais ndao nulos. Suponhamos que queremos achar valores apro-
ximados x, e y, de x e y, de modo que o erro absoluto [x,y, — Xy]|
seja inferior a um dado ndmero J. Pretende-se, pois, que seja

(7) |A(xy)| < 8

Ora, pela definicdo de desvio relativo, tem-se:

A(xy)
Xy

A'(xy) =

Logo, a condicdo (7) é equivalente a esta outra:

)
(7") A" (xy) | < ——
Iy}
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Ponhamos —8—=r. Ora, segundo (6), existe pelo menos um

[xy|

nimero s> 0 tal que
(8) A% <s A |AY|<s= [A'(xy)|<r

Mas, aplicando novamente a definicdo de desvio relativo, vé-se
que as condi¢des

A'x|<s , |Ay|<s
equivalem, respectivamente, as condi¢coes
|Ax|< |x].s , |Ay|<ly|.s

Portanto, se designarmos por £ 0 menor dos nimeros positivos
Ix|s e lyls, deduzimos de (8):

|Ax] < € A |Ay| < e= |A(xy)| < §,

Em conclusdo: qualquer que seja 8> 0, existe pelo menos um
e> 0, tal que

X, =x|<eAly,-yI<e=[xyy, —xy|<3
q. e d.

Este teorema tem muito interesse pelas suas aplicagoes a teoria
dos limites e da continuidade. Convém, por isso, que a sua demons-
tragdo seja bem estudada.
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J. SEBASBTIAO E SILVA
3. Passemos, agora, ao caso do quociente. Sejam ainda x, ey,

valores aproximados de dois nimeros reaisxey, sendoy #0 e y_  # 0.
Temos entdo, pondo x, —x = Ax e y, -y = Ay:

X X X+ Ax X

Yy, Y VYy+Ay vy

_yAx—xAy
(y + Ay)y
ou seja:
X Ax—-xA
(9) R L
y (y+ Ay)y

Esta 6§ a FORMULA DO DESVIO DO QUOCIENTE. Quando
|Ay| é bastante pequeno em relagdo a y, pode usar-se na préatica a
formula aproximada:

Posto isto, procuremos uma férmula do desvio relativo do quo-
ciente (supondo também x # 0). De (9) deduz-se, notando que
Ax=x-A'x e y=y:-Aly:

X Xy-Ax-xy-Ay xA'x-xAy
y (y +YyAy)y y+yA'y
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donde, dividindo o 1.° membro e o ultimo por x/y:

X A'x - A’y
(10) N — e e
Yy 1+ Ay

Eis, portanto, a FORMULA EXACTA DO DESVIO DO QUO-
CIENTE. Supondo, agora, |A'y|<1 (é este o caso que interessa
normalmente), tem-se:

1+ Ay|>1-]|A%Y>0

e de (9) deduz-se entdo:

X |A" x| + |A'y]
(11) A" — | < -
y 1—|Ay|

que é uma FORMULA DE MAJORACAO DO DESVIO RELATIVO DO
QUOCIENTE (com |A’y| < 1), que vamos aplicar.

PROBLEMA DIRECTO. Sejam, por exemplo, 3,26 e 0,425 valores
aproximados de dois niimeros x e y, com erros relativos inferiores,
respectivamente, a 3% e a 2%. Entdo |A'x|=0,03 e |A'y|=0,02,
donde, aplicando (11):

X 0,05
A" — | < —— < 0,0511
y 0,98

Na prética, pode tomar-se
X
!A' S |s 0'05
Y
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J. SEBASTIAO E SILVA

e, dum modo geral,
X
A" — | < |A'%] + Ay,
y ~

exactamente como no caso do produto.

PROBLEMA INVERSO. Sejam x e y numercs reais quaisquer.
Trata-se, agora, do seguinte problema:

Dado um numero positivo r, achar um numero positivo s, tal que

X
[A'x]|<s A\ |AY|<s= |A"—|<r
b

Para isso, notemos que, sendo s um nldmero positivo qualquer
menor que 1, tal que |A'X|<s e |[A'y|<s, vird de (11):

X 2s
A" — | <
Y 1-5s

Entdo, para que o 1.° membro seja menor que r, basta que
se tenha

(11) s<
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Assim, em conclusao:

r r X
(12) A%< —— A JAY)L—= [A'— [ i
2+r 2+r y

Quando r<1, podemos usar, como no caso do produto, a
seguinte férmula em vez de (11):

r2

(13) s<

r
2 4

EXEMPLO. Suponhamos que se trata de calcular =/V2 com erro
relativo inferior a 0,001. Neste caso tem-se, como no exemplo ante-
rior, r = 0,001. Usando a férmula (13), idéntica & férmula (5) usada
para o produto, a conclusdo scra perfeitamente anédloga a do referido
exemplo.

NOTA. Observe-se que, nos problemas respeitantes a erros
relativos de produtos e quocientes, ndo chegam a intervir os nimeros
X, y nem os respectivos valores aproximados x,, y,. O mesmo ja
ndc acontece quando se trata de erros absolutos.

4. A conclusdo (12) permite-nos afirmar que, se x # 0 ey # 0,

X
(14) vVr>0 , ds>0: |AX|<s AIAY|<s=> |A"—|<Tr
Yy

Esta proposicao pode estender-se ao caso dos erros absolutos:

TEOREMA. Sejam x e y dois numeros reais quaisquer, sendo
y # 0. Entdo, dado arbitrariamente um numero positivo 3, é sempre
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possivel achar um numero positivo ¢, de tal modo que, se x, ey,
sdo, respectivamente, valores aproximados de x e y a menos de ¢
(sendo y, # 0), o quociente x,/y, é com certeza, valor aproximado
de x/y a menos de 3; isto é, em simbolos:

' X X
Xx-x,I<eAly-y,I<eAy, #0=>|—F—-—|<3
Y, Y

A demonstragdo é perfeitamente andloga a que se deu para
o caso do produto e pode ser feita como exercicio pelo préprio
aluno. O teorema tem grande interesse tedrico, pelas suas aplicagdes
a teoria dos limites e da continuidade.

5. Posto isto, pode-se passar ao estudo, feito no n.c 5 do ADI-
TAMENTO |, sobre célculo de expressbes numéricas com multiplica-
¢cbes e divisGes. Finalmente, sera tratado, de maneira breve, o caso
das poténcias e das raizes (TEXTO-PILOTO e ADITAMENTO I).
Convém aproveitar a oportunidade para levar o aluno a aperfeigoar
a sua técnica de célculo, quer numérico, quer algébrico.
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NOTA FINAL

A falta de tempo impede-nos de apresentar aqui um ultimo
capitulo, que seria intitulado ‘Grandezas e numeros reais’ e que
incluiria, em especial, um estudo rigoroso das fungdes exponencial
e logaritmica. No entanto, propomo-nos dizer ainda alguma coisa
sobre o assunto na parte final do Guia.
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