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" SOBRE 0S CORPOS COMUTATIVOS

1) Indicagées gerais — Alguns dos resultados esta-
belecidos por B. StEINiTZ na sua célebre memdria Alge-
braische Theorie der -Kiorper, publicada em 1910 no Jour-
nal fir die reine und angewandte. Mathematik (Band 137,

_pdgs. 167 a 308), demonstram-se também utilizando certas

proposicSes que fazem intervir a noc#in de <isomorfismo
dos corpos £ e £/ relativo a um corpe SR contido naqueles
dois», como pode ver-se no livro de B. L. vaN pER WaER-
DEN,. Moderne Algebra (I Teil, Cap. v, pigs. 86 a 129),
de 1930. Pomos aqui esse facto ignalmente em evidéncia.
Damos justo relevo, pelas aplicages que fazemos, ao teo~
rema que diz ser simples uma ampliacio R («, 8), de R,
em que $ é elemento separdvel, e, utilizando a exposicio de
A. A. Auserr, feita de pdgs. 32 a 35 do seu livro Struc-
ture of algebras, de 1939, estabelecemos certos resultados
interessantes sobre amplia¢fes insepardveis dum corpo R.
Julgamos novos algnns desses resultados, enquanto outros
sio extensGes de teoremas conhecidos. Para as demonstra-
¢Bes de toda a doutrina sobre corpos comutatives invocada

‘neste trabalho pode consultar-se tambémn o nosso livro

Elementos da Teoria dos Anéis (Cap, v, pigs. 166 a 247),

de 1943,

£ serd sempre uma ampliagio finita dam corpo R, de
caracteristica p. Se uq, ..., %, constitnirem uma base do £,

‘escreveremos £ =R }u,...,u,}. A notacio R (#1,...,%n)

fica reservada para o corpo que resnlta de QR por adjungdo
algébrica dos elementos %3, ..., %,. Seja « € ££. Ropresen-
taremos por # o graun de « relativamente a R, por n, o
sen grau reduzido e por ¢ o expoente. £, designard a
ampliacio separdvel de SR contida em £ e poremos:
(Ro/R)=N,=grau reduzido de £; (2/R)= N-=_grau



de £; e=-expoente de £. Para o elemento « tern lugar
«tlef,, «?'TF¢ R, (tSkZ1). E sio validas as ignalda-
dos (R ()fR)=n=n,p*, (R (@'Y R)=1n,, (R(«)
[R (a?’t))':p‘. Desta 1iltima tira-se imediatamente que a
equacio P’ —aP' =0 & irredutivel em R («P), Ela é
também irredutivel em €,, em virtude de ser «?’ "' ¢ €,.
R («) é uma amplia¢io insepardvel simples de SR, na qual
a ampliacio separsvel de indice zero é R (a), = R («?).
Para se concluir esta 1ltima afirmaciio, recordemos o teo-
rema seguinte (1): é condicio necesséria e suficiente. para
que £ seja ampliacio simples de R, gue se tenha (£/R) =
= N, p*¢. No nosso caso deverd ter-se (R («)/R) =N, p*=
=u#n,p’, com IZe, n,2N,. Serd N,=n,, e=1¢, e, por-
tanto, R («), =N («?%), pois este 1iltimo é separdvel e de
grau N, . '

2) Sobre as ampliagdes finitas dos corpos comu-
tativos — O grau reduzido n, é sempre um divisor de N,.
A possibilidade de ser n,= ¥, é dada pelo seguinte

TroremA 1: — & condicdo necessdria e suficiente, para
que «ef seja de grau reduzido n,=N,, que se lenha
2,(«)=%R(4). Se é n,=0N,, tem-se (R («)/R)=Nop".
Como 6 (‘eo(“)feo):ptm vem (Eo(u)/g%}:l:‘teNo: de
modo que a condicio & necessiria. Inversamente',fsupondo

£,(1)=R(x), 6 (R(«)/R)y=n=n,p’'=p".I,.

Xxistem elementos separiveis Bef que satisfazem ao
teorema: sio todos aqueles para os quais é £,=N(0), e
apenas esses, H4 também elementos insepariveis pef nas
condicGes do teorema: sfio todos agueles para os quais é
R(p)D L., e apenas esses. Se supusermos £, =N(1), §,
para cada elemento insepardvel ue £, o

(R(0,2) =R («,8) = L,() =R () DL,

1) vax pur Warrpex {de futuro v."'W.), pdg. 118; e ALMEIDA
:Cosra (de futuro A C)), pag. 212.

(3 R(z,0) é ampliacio simples de |; v. W., pag. 120 (ou
A, C.,, pag. 199). ! o

/

e

Trorema 2:—Ewm £ hd elemenfos simulléneamente de
grau reduzido N, ¢ de expoente t = expoente dum elemento
arbitrdrio «e£. Ponhamos £,—=R(O) e consideremos o
corpo £,(a)==R(0,a) =R(L). O elemento . é de gran
reduzido N,. Como R (L) é uma ampliagio simples, na
gual o corpo separivel relativamente a SR & ainda £,,
pode escrever-se, se e’ é 0 seu expoente,

(RO Ry = Nop*' = (£, (a)|€,) . ¥, =p*. N,,

donde se conclui o teorema. Em particular, hd em £ ele-
mentos de grau reduzido N, e'de expoente { = e = expoente
de £ (1). O ntlimero ¢ toma, de resto, todos os valores intei-
ros satisfazendo a 0Z¢Ze, visto que, se « é de expoente ¢,

«® ¢ de expoente e— 1, a?® de expoente e — 2, ete.

Seja & uma ampliagio algébrica de R. Representaremos
por QP 4 corpo que resulta de R por adjuncio de todas
as potéancias o dos elementos ® e¢Q. Mais geralmente,
escreveremos &(#”) para significar o corpo que resulta de
R por adjuncio das poténcias o?”. '

TeorEMA 3:— 8¢ Q ¢ uma ampliagdo separivel de R,
tem-se Q17 =0 De facto, tomemos «e Q. Como é R (a?)=
=R (@) (®), 6 a6 R(«P)TQ?P, gie.d.

Suponhamos & =E£=%R{uy,...,u,| uma ampliagio
insepardvel. Se fizermos a adjungiio a R dos elementos
ui?",. ., u, P, obtém-se um corpo A =R (u?",...,
u,?"), contido em £{#"). Um elemento deste tiltimo per-
tence, porém, a um corpo R(£,#",...,E,P"), no qual se
tem E;7" = uyP" By PT .o un? %, 2", pondo £y =uq k-
Fvir ot tn kb, (Bi6R). Sendo R (E,F",... 5 P*) = A,
tem-se £(P*)S A, o, portanto, £(P") =A, Também se
demonstram relagBes como a seguinte: £(P)(#) = p(2%)
Na verdade, pondo £(#) =R (u,?,...,u,2)=R }xq,...,

(1) E. SrmiNiTz, loc. cit., pig. 240,
() E.SrtemTz, pag. 284 (ou A. G, pag. 194).



24t tei:ﬁ-‘se‘-'ﬁ_(f’)(}’),= R(zy?,...,%:?). Ora u,-'r"é per-
tence a este tltimo corpo, em virtude de ser u;Pe RN}z,

iv.,t}, ® portanto, é p(H=p () (P) (1), Inversamente,
go tomarmos o polindmio nos .y, :

w.i":Zbgi)"'7‘.'&:(1‘11?)i1 v (uﬂp)i”! S

com coeficientes em R, vé-se ser z;? um polinémio nos
5;72, com coeficientes em R, pelo que se ters £2)(P)S
% £(#2), Podemos enunciar o seguinte

Tommua 4:— e £=R}uy,...,0a] ¢ wma ampliagio
finita de R, tem-se LP)=R (a,?", .., u,?") e LB )=
—=p@r)w, A afirmacio ¢ também vilida se supusermos

E':Q’{(u“...,u,,). _ :

TeoreMA B:— Se £ é insepardvel, tem lugar a relagdo’
£5£(?), Seja ¢ o expoente de £. Imaginando que pode-
ria terse 8= L) = .., =L@ ) =R («,?°,.. .,u,}}’f),
como os %;P° sfio elementos separdveis relativamente 2R,
£ seriz uma ampliagio separdvel, contra a hipétese. '

Tromema 6:— B edlide a igualdade £, =27, J4
gabemos que se tem E(P¢)EL,. A relacio inversa tem
também lugar, porque, se «e£,, valem as ig/ualdades
R () =R () =... =N («°)EL(?*}, 0 que mostra
ser ag £{P°), o .

Resulta daqui que, se considerarmos a cadeia
LoLWHLWN ., .., Y
a mesma, que & necessiriamente finita, termina na amplia-
a0 separivel £,=2(P°), de R. O sxposnte ¢, além de

poder caracterizar-se com o comprimento da cadeia (1),
pode também definir-se como o miximo dos expoentes ?;

(1) Cfr. A. A, AusERT (de fufuro A A}, loc. cit., phg: 83, - -

;

dog elementos w:, da base de £. Se e’ foi esse méximo;
tem-se, com efeito, R(P" 1) 5 2, 5P, S

Um teorema que pode enunciar-se é o seguinte:

TeorEMA 7:— F condigdo necessdria e suficiente, para
que £ seja ampliacio simples de R, que se tenha A= (£(P')Y/
/E(-Pi"'l)):p, para cadaiZe —1. B claro, com efeito, qus.
o grau de A é uma poténcia de p. Por ex.,, de =

(BIR)y=R[L@®) (RDL) (£,, R)=N, p,
tira-se (£/L1)) (E(P’/on #pf. -

No ceso das ampliagSes simples, cada corpo £(? k)¢
também o corpo £,, conjunto dos.elementos de £ de
expoenteZ%. Para o ver, basta notar que, na cadeia £,C
ciclc...CcR.=£, ndo pode ter lugar o sinal=,
pois, se « é de expoente e, «P*eL,;¢r*"16L; mas nio
a £,, etc.; o notar ainda que o graw dum £; relativamente
a £, é necessiriamente uma poténcia de p. '

Seja © uma ampliagho algébrica insepardvel de R,
finita ou n#o. Se o grau reduzido de cada elemento we -
for a unidade, Q diz-se uma ampliagdo insepardvel pura
(abrev. ampliagio pura) de R. Quando « pertence a SR,
é verificada a equaciio irredutivel em SR, z— «=0; mas,
gse «¢ R, como a equacio irredutivel tem as rafzes todas
iguais, ela serd da forma x?’ — «?*—=0. Reciprocamente,
se cada elemento «e¢ QDR verifica uma equacio irredu-
tivel em R da forma anterior (¢<0), o grau reduzido de'w
é a unidade e a ampliagio algébrica é pura. Vale o

Trormya 8: — K cbnda.'gﬁo necescdria e suficiente, para
que a ampliagio algébrica Q, de R, seja pura, que cada
aeld verifiqgue uma eguagdo irredutivel em R da forma

t t
xP'—aP'=0, :

Quando o corpo separdvel Q, & idéntico a R, cada ele-
mento «€Q satisfaz a uma equagiio irredutivel em SR da
forma x?'—«?'=0, dé modo que & é ampliacfio purs,
Inversamente, se Q & ampliaciio pura, um elemento xe )
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que seja separdvel satisfaz a z —u=0, de sorte ue R,
Q,=SR. Pode, pois, enunciar-se o

TgorEMA 9:~— B condiﬁ:do necessdria e suficiente, para
que a g%mpliagc‘z’a algébrica 1, de R, seja pura, que se tenha
&la': . : ' : .

B claro que Q é sempre ampliacio pura de &,. No caso
duma ampliacio finita £, de R, podemos caracterizi-la
como ampliagio pura pelo '

Teorema 10: — E ceondicdo mecessdria e suficiente, para
gue a ampliagio finila £, de R, seja pura, que o seu grau
reduzido seja a unidade.

- .CorornARio 1: — 8e 6 satisfaz a uma equacdo irredutivel
em R da forma xP* — P =0, a ampliagio R (8) ¢ inse-
pardvel pura. Bscrevendo, com efeito (R(8)/R)=N,pe=
=p',(ext), vé-se que se tem N,=1.

‘Lema 1:— 8¢ ¢(x)=0, ¢ uma equagio do grau n=

=n,pt, irredulivel em R, ndo pode, numa ampliacio sepa-
ravel M, de R, ter-se ¢(x) =1£(x).g(x), onde f(x) ¢
srredutivel em M e admite todas as raizes de ¢(x). Para o
caso de se ter =0, o teorema é banal. Se {30, ponhamos

o

¢(z)= 1L (m-‘..a,.)P‘:ﬁ (@' —w?'),  (wty),

Se for

. nn. o l L ‘pl"—k
S — VP = T (PP, ﬁf'.—a! :FB"'-’

foy=Jifomanr' =t =g | B0

consideremos o polinémio ‘

Ro Mo

F(z)=II (2" — %) = T (2" — 2,7') e R[2].
i=1 PR .

" Vé-se que F(x) ¢é irredutivel em R, pelo facto de se .

ter F(zP'"¥)=¢(z). Nessas condigbes, o8 elementos
Bis-+.)Bu, so inseparédveis relativamente a N. Ora a

i1

equacio 7 () = (x—By)...(z—fir,)=0, com coeficien-

.tes pertencentes a 9N, mostra que os elementos f; sho

separiveis relativamente a SR, visto que sfo separdveis
relativamente a I o esta é ampliaciio separdvel de R (%),

Teorems 11: —Se a equagio ¢{x) =xP'— u=0 ¢ irre-

“dutivel em R, ¢ irredutivel em qualquer ampliagio separdvel,
‘M, daguele corpo. Supondo o(x)==(x—0)?’, nio pode,

em M, em virtude do lema, admitir ¢(x) um factor f(xz)
com a raiz 8. f(z) serd uma constante. B conclui-se deste

modo que é (IM(8)/M) = (R(BY/R)=p".

TeorEMA 12:— 8¢ for TN D QD R, ¢ condigdo necessiria
e suficiente, para que YN seja ampliagdo pura de R, que O
seja ampliagdo pura de ‘R e M ampliagdo pura de Q.
E imediato que a condigiio é necessdria. Para se ver que
é suficients, saponhamos gue veIN satisfaz a uma equa-
¢io 27’ —w=0, irreduntivel em Q. Como we( satisfaz a
uma equagio zP°—k=0, irredutivel em R, vé-se que «
gatisfaz 4 equagio de R[z], zP'T°—%=0. « tem, pois,
relativamente a R, um grau redonzido igual & unidade,
como se quer. Podemos precisar, dizendo o expoente de «
relativamente a R & a soma dos expoenies t e 5. Se pudesse
ser «?* TS "IeR, (1), como § «P* =w, ter-se-in w?* /e R,
0 que ¢é absurdo. £

CoroLAR10 3: — E condigdo necessdria e suficiente, para

‘que uma ampliagio finita B, de R, seja pura, que o wnico

isomorfismo relativo de £ com respeito a R seja o tsomorfismo
idéniico {2). Se £ é ampliagio pura, o graus reduzidos n,,
referidos no teorema dado em nota, sio todos ignais & uni-
dade. Inversamente, se 0s %, sio todos iguais & uwnidade,
pondo E=%R(By,..,0,), é RN(V;) ampliacio pura de

(1) E. BTeiniTz, pag. 235 (ou A. C., pag. 203).

(2) Em v. W, pig. 116 (ou A. C, pag. 200), encontra-se demons-
trado ¢ seguinte tecrema: Se O1,.., Or 8do elemenlos algébricos relati-
vamente a R, de fal sorte que O { seja do graw veduzido n i relativamente a
R(O1, ., Oi—1), & possivel construir wn corpp Q2L =R (Vy,..,0r),

|3

no qual © admite T =1in; isomorfismes relativos com respeilo a N, ndo

i=1 .
existindo corpo confendo R e £ onde haje mais do que esse nimero de iso-
morfismos relativos. .
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R; R(ei,0,;) ampliagio pura de R (e ), e, portanto, de
R, ete. o Lo S -
TroremMa 13:— 0 grupo g, dos aulomorfismos de £ com
respeito a R, ¢ subgrupo do grupo de aulomorfismos ©, de
£, com respeito a R, ¢ a ordem dum elemento g'eg dwide
“os yraus de £ e de 2, velativamente a R. o
Seja'g'6g. Um elemento separivel uef, £, 6 trans-
formado, por via de g', num elemento de £, que represen-
taremos por g'u«. Hste, como conjugado de «, é um sle-
mento separdvel (g/ «e£,). B facil de ver que ¢/ £,= £,.
Assim, tem-se g'e &, gS&. Como é £,=R (%), g’ trans-

forma A, num conjugado ¢’ A. Pondo g'*rA=g'.g/" "'k, J

suponhamos -2 ordem de g, e, por consequéncia, gt A=0.
Os ' conjugados A, g hy..., g’ =1 sao todos distintos.
Se ;2R & o corpo contido em £, que fica conservado
por ¢', & equacio f(z)=(x—1)(z—g¢'1)... (= —glt=1)=
—o0 tem coeficientes pertencentes a £;. Se fosse ke £y,
tor-ge-ia £,==£, e 0 teorema estaria demonstrado. No geral
% ¢ £,, do modo-que se tem £,=£;(}). A equaglio, irredu-
tivel em £, a que satisfaz A é precisamente f(x)=o0, em
-yirtude do seguinte: se ela fosse I (z)=o0, ter-se-ia W (M) =
=¥ (¢'\)==... =0, pelo que ¥ () seria também qAivisi-
wvel por f(z). Nestas condigdes & (£,/21) =2, 6 (L/R)=
= (2/R), o que demonstra o teorems (*). '

TeorEms 14: —Se N ¢ wma ampliagdo. separdvel de R
e se B=Rlas,.. ,an} & uma ampliacdo pura do mesmo
corpo, Q=M {ay;...,an} ¢ uma ampliagio pura de .
O3 expoentes !;;, dos «;, relativamente’ a R, sio também
os expoentes dos «; relativamente a SR . Sabe-se que ¢
Q=M (¢,?°, ..., a,P°), se ¢ 6 0 expoente de 2 relati-
vamente a R (ou de Q relativamente a IN). Uomo, porém,
¢ ;P°e R, 6 O, =M, como se quer.

Lama 2: — Se M ¢ uma ampliagdo separdvel de R,

A= (B1,..:, Ps) € uma ampliacio separdvel de 1=

(1) TEsta demonstragio & ti;:éz.da de A, A,, pag. 85.

;

13:

=R (Byya, vB2). Tomemos aeA. . é: um . polindmio-
nos . s, com. .cio.eﬁcmntea_i pertencentes a TN Ponhamas:
a=xm, Bt [3:". Vé-se que «- pertence’ac corpo-
& (Byye .. ,Bg‘)! onde b=R(...,m;, . i, ..) resulta de
R por adjuncio dés coeficientés que-figuram ha expressio
supra_dos ., Como ¢ é uma ampliacio simples R (1),
de: SR, . tem-se. ae R (X,Bry. oy fs) =2 (1). Por ser A
separdvel -relativamente = R 6.2 2, o.corpo Q (1) é uma
amplia¢io separivel de Q. Assim, qualquer elemento a & A
¢ separdvel relativamente a 2, pelo que A é ampliaco
separdvel:de Y, como.se afirmon. .- B Y

A TER T U i B A ot . N L ces L
. S/TromeMa 15: — Og corpos £ e.Q.do .teorema 14 verifi->

cam.'g velagio (£/R)=(28/IM); Ponhamos. com -efeito,
£=2R(B1,-++,Bs).. Podemos supor By,...,Bs elementos.

_Ingepardveis. relativamente a R e a N, satisfagendo as

@pé;hﬁﬁfeqhagﬁgs irredutiveis nesses corpos: gl g, =0,
(i=1,2,...,9). E claro que se tora Q=M (By,...;Bs)."
%‘a § (R (B1YRN) = (M (B1){M). Fazendo R (B1,...,0¢) =

=X (Byy-..,Bi)=1;, admitamos que tem lugar a

9 1
- relagho (£:—1/R)y=(2:_1/M). Para se yerificar quo &

também (£:/R) = (L; /M), raciocina-ge comg segye. O'ele-
mento, #; satisfaz a uma equago jrredutivel em £i—y;"
wefs 3= 0. Como 2,1 é ampliagio separdal de L1 ,'
segue-se gueld referida equacio é irredutivel em 9,. ;.-
O: teorema, resulta. desse facto. S T
" "Comorkzro 4: -—Pt:mdo ainda, como no 'teoz-'emazzi;é,_gf-;-—‘zi'
=R1agper ey}, 2=M | ag,e..,anl, e supondo M am-

 plidcdo finita :separdpel, de R, fem lugar a igualdade Q=

=9Jt XE\('I)A . [0 A . AR P R
.."‘Neste énunciado, bem-entendido, supde-se (£/R)=.

:-4(91932).;:11_‘ Q, como. Algebra sobre SR, 4 da ordem:
m=n(M{/R). O prodato directo. M >< L, como -&lgebra

A

. sbbhre 9R; 6 também. da ordem #. O referido produto pode..

sapor-ge i¢fedtuado, porém, denfro da 4lgebra 2 (ecorpo),:
porque, sopondo i . - Con N

M=RN =R R SUUR & 3 8 (u:eleméz;ﬁo um de 92),

) R R A R
() A.A,pag. 34 " L S S i‘)

De e e i
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os elementos ¥ «; ¢ & 580 linearmente’ 1ndependente$ réla=
tivamente a R, como vamos ver: Duma relat;:a.o P 7::, =i
=0, (k;,e 92), deduz-se ., - v, RIEIS

EGJ(E?‘- k‘:)'_ 0
.\’ .i‘; s . . . P
pois, como se. verlﬁcou no teorema anterlor, 08 _a ;o dee-l
pendentes: em face de M. Ord'a liltlmamlgualdade eserita -
da k.,—O como se quer . LU L T '3”‘:
¢ : oLl &
SeJa B= ‘;'R(l) uma amphaga.o separével de Re. /BUPO+:
nhamos ¢ (2)=0 a equaqao irredutivel, 'de grau r, em
Rz, a qne satisfaz /A, 'O corpo de decomposu;.ao
de -p(z), é uma .ampliagio .normal: separdvel (1), 9)2—"-
=R (ay), de SR. Désignemos com: ¢i,....a, 08: seonjigast
dos de ¢;. Se tivérmos en ‘corta que. 8§ R{a; y=R (ay);’
podemos afirmar que os isomorfismos relatives de. IR com.

respelto a 9{ sa.o obbldos por qualquer das correspondencms

R '
. . i

““ e CR—»QQ, : a;—»an--

Eata aﬁrma(;,ao equwale ‘8 dlzer qua uma correspou-
déhcis. que conserva R’ muda‘'a; em @; § nma ‘correspon-’
denma que conserva R’ e muda d; em oy, Admitamos
agoral ser ‘R(Y;) um corpo. intermédio- entre R e- M.
Se .y (x)==0 for a equag¢io irredutivel em SR-a que satis-:
faz 9,, o8 corpos conjugados. KR (01); R{Bs),+: ., R (8,7
de 9‘{(9 ), 580 igumalments 1ntermed1érlos entre R e M.
E vé,lldo 0 segumte. SRR : : i

s e
i

TEOBEMA 16 — O numero de zsomorﬁsmos relatwos 9{—+ 9{, -

oy —> @ que CONSIVAM um corpo Q=R(8;) ¢ um divisor do-
araw: n=(IM/R), precisamente o grau q—(’:'m/‘i)) (%)
Bfoctivamente, 08 isomorfismos ‘em cansa sfo isomorfismos:
relativos - de -IN . com . respeito: a: Q. Eles' constituem. nm.
subgrupo g, do grupo & dos isomorfismas relativos.de IN:
com; respeito. a R. O :nimero de elementos de .& é ne o
dos elementos de g é g, visto gue N é também ampliagio,
separével de 9

- .

S T RS LA

() V. W, pag. 103 (ou A. G, phg. 184), L.
(® E. S‘DEIMTZ, phg. 236 (ou A C, pé.g 232), - SRR
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Se for Q’ um segundo corpo intefmédio-sntre:R e N,
ao qual corresponda 0 mMesmo grupo § que corresponde

‘a Q, entiio 1 eQ/é conservado, por hipdtese, por todos os

isomorfismos de g, o8 quais comservam 2 (y'). Como o
niiitiere: dgs-isorhorfismos -qué: conservam: este: 1iltirno nio
pode exceder o ndmero de elementos-de g, deve ter-se?'
(M/QAG))=(M/Q), o, portanto, 9(1)—9 T 69

r—ﬁ. Daqui se- tlra. (o R TRAEE - i

' f.é. FLER RO T T . - R R
‘TEOB‘EMA‘].? —Entre ‘;'R e 932 ha wm m&mero ﬁmto *de
corpos mtermédws. g -~ ot P s

i

chye e S s |::-:f'£-af.!!7--
E pode enuncmr-sa o Rk -
TR RO SIS STRRPICFRL S IR O I A N £
e ‘“Ts:oxnuu 18: —Enfre 9{ e wma' amplzapao sepamvel ﬁmtaJ
L:de 'R, hd uwm. ndmero. ﬁmio de corpos‘mtermédzos. SERES
e

A questiio dos COrpos 1ntermédms é resolwda por esta
proposigio:; é: necessdrio. e basta, para que, entre R e-a'sua
ampliagdo ;. haja um nimero finito.de’ corpos mtermédzas,.
gue Q seja uma ampliacio. algébrica simples de R (Do = .5

TeorEMa 19: +— K condigdo mecpssama.s 1sufmente, para
que uma ampliagio insepardvel ﬁmta £, de: ER, seja stmples;.
que se tenha (£ R®)=p.

J4 sabemos gué a condigho 4 necegsdria, Para se ver que
é suﬁcwnte, ponhamos
‘ ol :af)r
sunnaet LT i B e R

Um dos, elemegtos a;,al por ex., nao pertence a E(P)
Por 1830, tom-se R ST E ST IS ST

I

E=2(P)(a1) :g{ (al 12?00 a,? ).
E(p)"%(ﬂl ,...,a,-Pz) e -“

LS DO A S :' ’ A
Daqm hu‘a se agora g ’ S U

Lo ; A e 4y ,‘:f;:'= u LA

.°-., r

"5. et . - \’ r."_..
_(alitaép ,.‘.,a,.P ))

r- Yo : . |
e ._.'.( u'\:-"ISr u,‘!.\. JaT o e

EAY R I I D SR L PR PR

(1) E. S'rmm'rz, pé,g 244 (ou A0, pég.' 288)ic 1 b e




16

o, seja, Be. L, -—9{(9), “:’ﬁ".: S
ooe= Eo(al)ﬂ%(e- al)—emu}. RSN

GOROLAmo 5 — 4 condzpao (2 /Efl’)) -.._i) armsta,
(R(P’)/B(PI'!'iJ)—p

=

SeJa 2 uma amphaqao pura de QR Se o graux de P, & p,
tem-se £ D L@ =L,=R. £ é ampliacio simples de R o
néo ha. efectlvamente, corpo intermédio entre'nm e:ountro.
No caso da ampliagio pura £_ser de, grau.pf{r >l),u
suponhamos «P e SR, para cada a6 2. A cadeia £ D LF)=
=L£o =R diz nos que £ niio pode.ser ampliaciio; simples
de R. Dum modo preciso, é ficil encontrar # elementos
tais - gue. £ =R (ayy tu ), @ verificar que um: ndmero
de elementos inferior, a7 nio pade gerar £,:a partirde.R::
Este resulnado ﬁxa se no segumte

-45'- Lo

Tnonlm’A 20 ——aS'e E é amplzagao*pum de ‘R, de qréwp

e se, para cada ae L, se tem of e R, o nimero! mimmo de :

elementos a ‘adjuntar a: R para. obler, £ ¢.igual a:v: % . ;

!

‘- Neste ecaso expresso pelo ‘teorema, . faqamos 9{(«1,. y f,

a3 =¥, Se considerarmos, - cadem. - ey

. : ,_,,'.f .
L R=T W D .:)‘1’1:)92 E‘P’ AR

LRI |
sabemos que niéo ¢ possivel encontrar corpo mtelmédlo
entre-‘dois .corpos: consecutivos, Mas,.entre. dois no-conse-
cutivos, hé nma infinidade de corpos intermédios, Tomemos
por ex., ¥5 e ¥y, Sejam .p,p!;...: elementos de ‘FI (em
ntimero mﬁmto) o consideremos . o

B=ag+pas,” f=ay,plag,." e

Os corpos ¥ (3), ¥y(B’).... nHo estio contidos em ¥,
mas estiio contidos em ¥y. Eles siio diferentes, se for pEo’.
Na verdade, se pudesse ser B’ eV, (B), como se tem p'— [3—

pl — p)ag, ter-se- 1a. age ¥1(B). BEntao, ag pertenceria a
1I"I(B), seria ¥y (§) =F W57 0 ‘que ‘ndo pode ‘tar-lugar;- pelo-
facto de ser (Vi(f)/¥i)=yp. Passando a uma amphaqa,o
finita qualquer Q, de R, os raomcinlos feltos permitem
enunciar, de facto o seguinte ;. = 0 e i@

!

‘é Sui)bnl}.lamlo;:‘,; (Q/'glg:(p)l) =—“p". POl'ltio" S
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TrorEMA 21:—S8e a amplidcio finita '@, de ‘R’ (este
suposto com uma infinidade de elementos), nao ¢ simples, hd

entre RN e @ uma mfzmdade de corpos mte?médzos

Dada a amphacao ﬁmta R, de GR consxderemos a cadela

200w 5., .00, 05x% . (2

Q= g‘{(al:-- ;al), ‘ ‘Q‘;(p);—_g{_(alp, .. :.alp)ll '
conclmmos 1medlatamente '\que. néo pode ser- 7L<? Adm1-
tinde, pois, que é A7 demgnemos Por @y,...,4; elemen-
tos a;, em nimero de 7, nio. pertencentes 8; Q‘P) .08 guais
ex1stem certamente Tem “8e it e Tt i

Q=00 a,...,a,)=

=R (ay,.. Gy 82 el

Como no teorema 19, chega-se a estabelecer

O, (ay iy ap) ==

biyeviybe).

r+1t

Q=R (ay,...,a,,a?} c @y P%)
Zg{(ﬁl,ﬂ]__l-- yar) =R(

Tem luga.r este

- TEOREMA 92 — 8e ma cadeid (2) se tiver (22} =p~
Q@ resulta de R por adjungdo de r elementos e hunca pa'.' menos
do que r elementos : .

Na cadeia (2), o grau de Q(#} relativamente a (22} nio
pode exceder p*. Se excedesse, Q(») g6 poderia resultar de
R por adjuncio de mais do que r elemeéntos e nfio seria
Q@ =R (b?,...,b,2). Dam modo geral, na referida
cadeia, o graun de cada corpo relativamente ao seguinte
nonca pode aumentar, Se todos os graus sdo lguals ap,
salvo (L/ Q(P)) = p* [bem entendido‘que (L,/R) ndo estd
em causa|, 2(P) § uma amphaqao gimples de R, o mesmo
podendo dlzer-se de Q(P}(h,), se by & de expoente e (am

2
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dos elementos' b; é necessiriamente de expoente e). Efec-
fivamente, tem-se - . S

(9P (by) [T0) = (2422 (by) ] Q(2)) (Q2) /R ) =
7 =p.N,pe—'=N,p°. .

Vamos fazer mais duas observacdes, Primeiramente,
quando 2, nas condicles do teorema 22, resulta de 9N por
adjungio dum certo nimero de elementos (s=7), r dos
roferidos elementos niio pertencem a 21#), e entre os ele-
mentos n#o pertencentes a Q) hé »r —1.que podem fazer-se
figurar nos 7 elementos que levam de R a 2 A segunda
observaciio vem a seguir. Ponhamos,; em (2), Q(rt)—a,

o®P®) =¢, (i<k). Considerando A=1¢ (e;,...,«;) como- .
ampliacio finita de ¢, a cadeia AD A DS ... DA, =¢ 4

precisamente a parte de (2) intermedidria entre ¢ e A.
Na verdade, tendo-se

ERIe—
ADQ(I’ ])D"!" CR:

ul

pode escrever-se
A=R(x1,.. .,x,,,_)zﬂ!)(ztrl,. .'.t,:c,,i),‘-‘ :
e, em seguida, - P L,
(Pt = (mll’,."l wah)y=10(=z",. ._.’,‘d?ﬁ,):-‘dfiﬂ),
. como se deseja. ’
Consideremos a ampliacio algébrica P=R (%1yee oy trdy
de R, e tomemos um corpo M = R{:xy,...,%:), interme-
didrio entre R e £, Pondo - T
: B:anz(ﬁl,...,_Bg),zgi;(ml,--‘.,wt,.ﬁn--.-,ﬁs),
fgm-sé_-imediata.menfe ‘ . ‘- . . . ‘
'-g(__p‘r} — R (2", ‘. .'” [351)"_)‘:'9)1(1)"‘)‘([31??", . '_, ﬁ_sﬂJ’fj,
a~que:.ﬁ6d_emos dar ainda a form; i

SR (e B =PI L BT
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Em particnlar serd
R =M(By,v.., fo) P = M (B2, ..., By?).
Suponhamos B;,..., P elementos em niimero minimo a

adjuntar a O para obter £. Se §, verifica a equacio irre-
‘dutivel em M,

oy (#)=3z" + dl xu“{“i“ N T o P O‘: ) (2’)

- 0 elemento B;? verifica a equaciio seguinte, com coeficientes

de M (#);

by ()=arFapar—14. ..+ «, =0, (@M
Por isso0, serd | _ | |
(D) (By2)f MDY= (M (B )y M) G
Ané,logan}ente,‘ Bs satisfaz & equacio irreduti’vel em M (ﬁl),
o2 (&) ="+l am ! vt al, =0 ,
e 1,? 4 equagio 7 \
by (2) == 0 - alyp = e oy =0,

Os coeficientes desta 1iltima equacio pertencem a IN (B,) (M=
=M (3;7), de sorte que se tem (#1)

RE RN RIVE TR
_ - (4)
(M (Br,Bo)/ M(BY)). :
Continuando o processo, chega-se por combinaéﬁo de (3),
(4), etc., & relacio ' o
' (2(?)/9}3(1:))2(2/932),
¢ em seguida, das ignaldades
(B/ M)y = (R] M) (M) MP)) ==
=(£/R®) (&ir}/M(p)),
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tira-se a relagio )
(MM Z (/L)Y

Podemos enunciar, assim, o seguinte

TEorEMA 23:— 8¢ £ ¢ wna ampliacio algébrica finita
de R, que resulta deste pela_adjuncéo dum nimero minimo
de elementos=rx, um corpo M, intermediirio enire R e £,
pode fazer-se resultar de R pela adjuncdo dum nimero de
elementos Zr. :

Tira-se daqui o

Cororigio 6: — 8¢ 2 ¢ uma ampliacio elgébrica simples
de R, um corpe M, intermedicrio entre R e L, ¢ iambém
ampliacdo simples de R (1). ‘

Um caso em que, em (3), vale a igualdade, é aquele em
que £ 6 ampliacio simples de SR. Se for £ — R(«)D
DMOR, e L=M(B), a equaciio (2”), a que satisfaz r,
é irredutivel em YN (P), tal como (2') é wwredutivel em M.
Lfectivamente, dum modo geral, o elemento BP” satisfaz &
equacio .

P (@)=t aPPgn—1 1 4 q, PP

com coeficientes pertencentes a N} (#%) Ora, tendo-se

(R/ ;™)) = (£/am) (amjam(2}y .. (M) (ph)y
=n.p’f:(E/E‘P))...(E(P"—lJ/E(p’f))_(g(P’f),cm(P"f))=
=p¥, (2(1”“)/93?(2?’¢)),

conclui-se imediatamente a afirmagiio supra. Podemos fixar
0 seguinte

TrorEMa 24: —Se ¢ (x)==xr -+ X"l a, =0
€ uma equacio trredutivel em M, e se B € uma raiz desta
equacdo tal gue M(B) =R («) ¢ ampliagdo simples de R,
a equagdo Py (x)= x4 ¢ Prgn—1: + o F @ PE=0 ¢
irredutivel em MUPR)

(1) E. SrEmNirz, pig. 243 (on-A. C., pag. 236).




