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SOBRE 0S ANEIS SEMI-PRIMARIOS

. Neste trabalho serfio feitas algnmas dbservagﬁdas simples
actrea da nogio de radical (secgio A), da teoria dos anéis
semi-primérios de KOTHE (secgio C) e dos resulfados de

Extracto do fose. 1V do iomo XXIX - HOPKINS sdbre os anéis com condigio de minimo para

‘ dos , ideais direitos (sec¢lio D). Em B, referimos algumas pro-

«Anais da Faculdade de Giéncias do Pértas puedadeg dog idempotentes prlmltlvos e especlals, 8 utlh-
Za¥ em

Eis aqui as abrevmturas das c1ta96es ‘
[1]—B. VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra, It 'l‘e:l

1931;
[2] — @&, KoTHE, Die Struktur der Ringe, deren Restklas-
¥ . senring nack dem Radikal vollstindig reduzibel ist, -« Mathe-

matische Zeitschrift», Band 32, 1930;

(3] — M. DEURlNG Algebren, _cErgebmsse der Mathe-
matik>, v Band, 1935

[4] — C. HOPKINS ngs with mzmmal condition foo left
zdeals, < Annals of Mathematics», Il series, vol. 40, 1939;

(6] — B. ARTIN, Zur Theorie der hyperkomplewen Zahlen,
«A.bhandlungen des mathematischen Seminars >, Hamburg,
Band v, pigs. 251 a 260, 1927;

[6] —J. DIEUDONNE,  Sur Tos - systemes hypercomplexes,
«Journal fiir die reine und angewandte Mathematik>,
Band 184, 1949;

C [ = ALME!DA CoSTA, Ssbre 0s grupos aﬁel’aanos, « Anais
da- Faculdade de Ciénciss do Porto», témo xxvi, 1942;

[8]— E. NOETHER, Hyperkomplexe Grisssen und. Darstel.
Iung[st]heome, « Mathematische Zeltsehrlig;r >, Band 3OM19?19
COM y : ' 9] — J. Levitzki, Uber nilpotente nter'rmge, <« Mathe-
. ”PSS;?_, i Ibffisc,; r:,AS' T?RE:QSIAS ’ioiTgiuisg matische Annalens, "Band 105, 1931; :




[10] — J. LeviTzKI, On rings whick satisfy the minimum
condition for the right-hand ideals, « Compositio. Mathema-
tica>, vol. 7, 1940. o

[11] —J. Levitzki, A characteristic condition for semi-
-primary rings, «<Duke Mathématical Journals, vol. 11, 1944,

Relativamente a notag8es, usaremos as regras segnintes:

© representa um anel;

&' um anel cociente, segundo um ideal bilateral a
indicar; : _

r, afectado on nfio de indice, um ideal direito de &;

t’ um ideal direito'de &', nas mesmas condig8es;

S ~ &' um homomeorfismo, no qual a,5,¢,...6S e
al,bl,¢'... e S se correspondem; :
ey€1,. 0, B, Ey,...,f f1,... elomentos idempotentes
de G; ' . ' :

elyely, LB By, L f . .. elementos idempotentes
de 6'; . S S :
u 0 elemento um de &;
u’ 0 elemento um de &'.

Algumas vezes, nas demonstragBes, entram em jégo

conjuntos (mddulos, anéis, ideais) representados por letras
goticas. As letras latinas correspondentes, se nio f6r dito o
contrério, representariic elementos pertencentes a 8sses con-
juntos.

A
1) O radical R — Diz-se radical C.R o ideal bilateral

que é o conjunto unido dos ideais nilpotentes, ou o con-
junto unido dos ideais bilaterais nilpotentes de &, [,

pég. 15B]. R pode reduzir-se ao.ideal nulo. &' =GR

pode conter ainda ideais nilpotentes.

TEOREMA: — K necessdrio e suficiente, para que &' ndo
tenha radical, que R contenha v, sempre que contenha uma
poténcia déste. Se niio existe radical, suponhamos r°ER.
Estudando &~ &', vé-8e que t'7=(0), on seja /= (o).
Logo é tSR. Inversamente, se R goza da propriedade
indicada, suponhamos #’°=(0). Como é t°SR, § rENR.,.
e, portanto, 1/ =(0). O teorema resulta ‘agora do facto de

" nHo poder ter ideal esquerdo nilpotente, quando n#o

tem ideal direito nilpotente, ou do facto de néio ter ideal
bilateral nilpotente.

COR(SLARIO:;SG for R°=(0), &' ndo tem radical.
Tomemos t e suponhamos t"ER. Serd t7°=(0), tER,
q. e d. :

TEOREMA: — Se P ¢ wm ideal bilateral de © satisfazendo
as condigdes PER, P~ RP=(o), 0 radical de 6_/‘]):6’
6 R/IP=R". BEm S~ &, os ideais R e R sBo corres-
pondentes. O ideal ¥', gerado por @', é um conjunto de
elementos da forma o' s’ -ma' (m=inteiro). O ideal ¥,
gerado por @, 6 o conjunto de elementos as--ma. ne v

sfio correspondentes, Suponhamos a6 R, Serd r7=/(0),

~ ¢/°=(0), donde se conclui que SR’ pertence a0 radical de &',

Inversamente, seja ¢’ um elemento de tal radical. Gerard
um ideal t/, tal que r'*=(0). Entio t°SP. Ora, como
PTRP = (0), 6 também (r°)* (+°)F =(0), 0 que dé r-Egi‘,
' ER!, q.e d. ‘

COROLARIO: — Se P ¢ nilpotente, S/P tem o radical
R/P. Em particular, verifica-se, mais uma vez, que SR
nio tem radical, se' R & nilpotente. Admitindo ser R°=(0),
o radical de G/R* ¢ R/R¥, se kZo—1. Para k=00
resultado subsiste.

TroreMA: — K condiglio necessdria ¢ suficiente, para que

o radical R, de &, seja nilpotente, que seja finita tdda o

" cadeia de ideais bilaterais £,, de S, contidos em R, da

forma 2,2L, 8128, £y 2,2... [11]. E imediato que a
condigio é necessiria. Inversamente, supondo realizada &
condiciio, tem-se :

RoRE2R2...,  Rr=Retk,

onde » é um inteiro determinado e k um inteiro qualquer.
Vamos ver que vale a igualdade SRr=U=(0). Se fbsse
Az (o), como seria A=WE=AB=..., existina uma
sucessio de elementos by, by, ...;0m, .. €% tais que o
produto de qualquer ndmero déles conigecutivos seria 0.
Entfio, ter-se-ia (pondo Ab»psrA==Lx), para. cada "7,



£,£,... 8 D(0). Por outro lado, existiria um inteiro ¢
tal que :

N qugo-el_:‘?:‘._---ggo--o Eq=2=82q+1-
Como £q41 estaria contido num ideal bilateral gerado por
um elemento de R, seria nilpotente, e ter-se-ia o absardo

()CR=2.80pi=().

Consideremos um nilane! & para'o qual cada elemento
gere um ideal bilateral nilpotente. Tem-se ©S=%R o §
valido o : '

COROLARIO 1.°: — E condigiio necessdria ¢ suficiente, para
que S seja nilpotente, que seja finita téda a cadeia de ideais
bilaterais do anel como a do leorema.

- COROLARIO 2.°: — Num anel com condigdo de minimo para
ideais bilaterais contidos em R, éste & nilpotente. h

+2) O radical R*—E vélida a proposicio’ seguinte: -
se a.€ O é nilpotente ¢ se b pertence a um ideal biluteral nil-

potente, &= b é nilpotente, [3, pig. 11]. KOTHE, [2, pig. 169],
introduzin o radical R* como conjunto unido dos nilideais
bilaterais (nilideal bilateral mdximo), se tal conjunto con-
tém os nilideais unilaterais. Xsta nocio 4 idé&ntica & do §
anterior, no c¢aso dos anédis comutativos. '

TEOREMA : — E necessdrio e suficients, pare que R* exista, -

que g soma dum mimero fintto de nilideais direitos seja um
nilideal direito. Que a condi¢hio é necessiria, resulta da pro-
posiciio anterior. Inversamente, dado o nilideal esquerdo ¢,
consideremog o ideal bilateral (e,e S). Vamos ver que o
ideal bilateral ¢®@ ¢ nilideal. Um elemento que lhe per-
tenga é da forma La;s;, com d;ee¢. Um elemento a;s; &
nilpotente, visto ser s;@; nilpotente. Déste modo Zea;s;
pertence a uma soma (a; S,...,a¢y &) dum nimero finito
de nilideais direitos. Por isso, N ;s; é nilpotente ¢ ¢S §
nilideal. Entio, (¢,eS) ¢ nilideal, e ¢ pertencers ao nili-
deal bilateral mdximo de &. Tratando-se dum nilideal ¢, o
ideal bilateral (v,St) é também nilideal, pois que a soma
" (Say,y...,SGay), andloga a uma soma anterior, é um
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nilideal, dada a circunstineia de todos oz nilideais esquer-
dos .pertencerem a nilideais bilaterais., Daqui se’.conclui o
teorema. o : \ ‘

. * ewiste se o nilideal mdximo de S

. CoroLArIO 1.°:— ;
contiver ftodos os nilideais diretios.

CoOROLARIO 2.°: — Seja © um anel com radical R*. Se
Sy é um sub-anel de &, se R, estd contido em R* ¢ se
S=(6;,R,), 0 anel S; tem radical. Partindo do nili-
deal vy, de &;, construamos r = (r(,1;S) = (ry, r; Ry).
Como é r; R1ER*, v & nilideal, r; estd contido em 'R*,
de modo que a soma dam niimero finito de nilideais direi-
tos de &y & um nilideal direito. Fica demonstradc ainda
que o radical de &; é [S;, R*], pois que é&ste wltimo &
nilideal bilateral de &;. :

LEMA: — Se © tem elemento u e se (v,r1) =&, onde ¢,
é nilideal de S, tem-se vt = &, Ponhamos »=u-}+r{. O ele-
mento u —r, + ] —...=v é bem determinado e satisfaz
& igualdade (u+ rj)v=rv=1w. Assim, uer, o que
demonstra o lema. O processo de demonstragio leva a
concluir-se também que é r= &, sempre que hi um ele-
mento rer tal que u - 7 é nilpotente. : o

. © diz-se completamente primdrio se tem u e se qualguer
t+G ¢ nilideal, [5, pig. 256]. Tendo em conta que a
gsoma de dois nilideais direitog ndao pode ter elemento
idempotente, [2, pig. 170] (1), vé-se que R* existe. -

Suponhamos que & tem u ¢ R*. Vale o

TeOREMA: — B mecessdrio ‘¢ ;suﬁcz;ente; pare gue 6 seja,
completamente primderio, que &' = G R* seja um corpoy
[3, pdg. 18]. BEstudemos. & ~ &'. Dado t'$(0), o ideal

(1) A demonstragfio desta propriedade nfio prova, contudo, que
s diferenga enfre um idempotente e num nilpotente (pertencente ou
néo & um nilideal} seja <niio nilpotiente». O facto de e ser elemento
um de eS¢, combinado com o lema, permite, porém, enunciar o
Seguinte: a diferenga’ entre e .¢ um elemenio dum nilideal de o So-é gem-
pre < ndo nilpofenter. ' :
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tDOR* 4 igual a G. Logo é ¢/ =O". Este iltimo, que
tem u’, s6 possui os ideais direitos nulo e unidade. K um
corpo. Inversamente, se &’ é um corpo, ou é ' =(o), ou
t' =&’ Na 1. hipbtese, § r=R*; na 2%, r=0C. Se 1y 6
um - ideal de & diferente do radical e: do anel, fem-se
(t1, R*) = R* pois que (r;, R*) =0 daria 1,=06.
O teoresmsa estd demonstrado. S :

 Um anel & com u o tal que todo o ideal bilateral a +&
¢ nilideal diz-se primdrio, [, pig. 206]). :

" TEOREMA: — Num anel primdrio, R* existe. Provare-
mos que um nilideal © estd contido num nilideal bilateral.
Dado t, tomemos o ideal bilateral que éle gera: a=(r,S1).
Vamos ver gie a & nilideal. Se o niio fosse, ter-se-ia Sr1=0
e existiria nma igualdade Zs;r;=u, r;€r,s;€ S. Pondo

1

De;ri=a, 847y — — b, a relacio a=u-} b mostraria que a
2 \ 4 :
teria inverso direito v. Esorevendo 18;7;v = La;1ri =1,

2 2
onde r';e¥, ver-se-ia, analogamente, que 'Ts;r’; teria
- ' ©8 .

inverso direito. O processo levaria- a concluir-se que nm
elemento nilpotente teria um inverso direito, o que 6
absurdo. ‘ '

Para um anel & com elemento # e radical R¥, vale o

TEOREMA: — B necessdrio e suficients, para que S seja -

primdrio, que S/R* seja um anel simples, [8, phg. 17}
Basta estudar &~ &/R* para se fazer a demonstragso.

TEOREMA : — Se a é um ideal bilateral do anel primdrio &,
o-anel S/a==0" é primdrio ¢ tem o radical R*[a=R'*
Tomemos o ideal bilateral b+, (0) e seja bDa o ideal bila-
teral de & tal que ' ="5/a. E, necessiriamente, b+S. b 6
nilideal e B’ é também nilideal. &' tem elemento u' e
radical 9R'%. No raciocinio anterior supde-se,é claro, a$+&.
Entio 6 aER*, HERY e tem-se R'*=R*/a, como se
pretende.

Contrariamente ao que sncede com o radical R, vale o

TEOREMA : — O, R* eaiste, S/R* nilo tem nilideal. Re-
conhece-se ainda estudando &~ &/R*,

11

. Actres’ das relagdes entre R o R*, ‘podemos enunciar
o seguinte . S

TEOREMA : — B necessdrio ¢ suficiente; para que R* ewista
e seja R*=R, que S/R ndo tenha nilideal. A demonstra-
¢iio é imediata., =

Seja ¢ um idempotente de &. Facamos a decomposigiio
de PEIRCE, S=eUA+ BVe+F+¢Se, onde U é o aniqui-
lador esquerdo de e, B o aniquilador direito e I =[%,
B]. E vilida a proposi¢io seguinte: se R* existe, eSe tem
o radical eR*e ¢ J tem o vadical [J, R*], [3, pig. 14).

Consideremos, por ex., um anel € com elemento nm
=U e o0 anel completo & das matrizes quadradas de gran =
com elementos de €. As n® matrizes ¢;;, de &, verificam
as relagBes seguintes; '

- com 3x;=0, se k:l:jr
1.2) e e51=13p; e; ’ ’ ?
) i | i kjCil, ak;‘=U, - k=j,

2.%) u==eloemento um-de S=¢y; 4 ...} eun.

Ponhamos G;;=¢i;Se;; =¢;Se;. Vé-30 imediatamente
que se tem : ;

6=.Z_}6;6’ e;G:;}e;Gaj, 6:36,’,’,
1 F) . ]

onde o8 somatérios se referem a somas directas. Os sub-
-anéis Sy; verificam as igualdades &;; Sp: =13 Su, pois
que, se e Sy, (06 T), pode escrever-se ae;;=uae;;. Uej.
O conjunto dos elementos de @ que comutam com tddas
as mafrizes e;x é um anel IV formado de elementos a da
forma ‘ ' , '
a=§6£1 ®11 €14, {x1n e Su),

e apenss Vdésses elementos, [7, § 16]. S_aberﬁos gue se tem
W 22 Sy1. Daqui se conelui ser W 2= T, pois '

I
R
<

vz Tu.ep=ey. Tu.eq—=enGeyy.

Se © tem radical R*; € tem também radical, isomorfo
519 enn R*eqy, ou de [Tz, R*]. Para se verificar esta tltima
isomorfia, tomemos um elemento w pertencente ao radical
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de Tu. Tem:se we€ery R*¥eqy. F, sendo w=—ive :
1€ ey 1 1

L. Fwey,, é também we Xey R* e.,E‘ER*, 0 que mos-
tra ser we [T u, R*]. Ora, inversamente, &ste 1iltimo &
um nilideal de T u, polo que estd contido no respectwo
radieal.

Pode verificar-se ainda que &'= 6[9%* 6.0 anel com-
pleto de matrizes com elementos do anel T'=(Tu,
92*)/9{"‘ Na verdade, consideremos e;i e ejm. Se ¢ 7, as
igualdades éix — ejm==7r€ R*, epi(eir—ejm) =exr—¢n:i v
mostram uma parte do que se deseja. Se ¢=—j, pondo
(@i — @4m) ef:i = €= 1.ep¢, & conclusiio é a mesma, salvo
gd. ' m=%, caso ‘em que.as duas matrizes unidades de que
se parbiria seriam idénticas. €’ 6 um anel sem radieal, pre-
cisamente pelo facto de &' nio ter radlcal De resto, pode

observar-se que se tem

= (2R, R*) R* o c*‘u/[ u, R*].

Os raciocinios que acabamos de fazer com o anel de
matrizes estendem-se a um anel qualquer de & com =?
elementos e (matnzes) samsfazendo 4s mencionadas con-

digBes 1. ¢ 2.* Basta ver, com efeito, que o anel ¢, S

contém o elemento u, em virtude de conter todos os ey:

ey==en e ey Entilo "6 GorS= S, pelo que sho vilidas’

as trés condigSes dadas em [7, § 16], das quals a tltima &
supérflua. - O. anel ¥ tem o radical ;- R¥], pois &ste
1ltimo §é milideal bilateral daquele e nm elemento w per-
tencente ao radical de ¥ & da forma

L

'w__231311 ey - @11 € 611 R* en1. /

4

Isto mostra que w pertence a SR¥, como se quere.

Uma nogio diferente de radical (‘ZR**), que & ainda um
ideal bilateral e tal que &/R** nio tem radical, encon-
trase em J. LEVITZKI, On the radical of a gemml ring,
< Bulletin of the American Mathematical Society », vol. 49,
1943, Propriedades- de R** encontram-se no mesmo autor

em Semi-nilpotent tdeals, <Duke Mathematical Journal,, .

vol. 10, 1943.

3): Idempotentes prlmltlvos— ‘Diz‘se que ¢ é um idem-
potente primitivo, se ndo existir fe/tal que ef=fe=f,

13

[L. E. DicksoN, Algebras and their Arithmetics, 1923,
pig. B5].

B vélida a proposicio seguinte: se um sub- anel T; de &,
possut um elemento ndo ntlpotenie r—=1"= 105 tal que 12 —r=t,
com t2=o0, o referido sub- anel possut um elemento zdem-
potente, [2, pig. 169].

Chamando sub-anel regular (e, andlogamente, ideal regu-
lar) aquéle que possui elemento nio mlpotente, demons-
tra-se, em seguida: wum sub-gnel regular ménimo (ideal
regular minimo) tem idempotente. Pode, entio, enunciar-se o

TEQREMA:—— Todo .0 idempotente dum ideal 're.gular
minimo t.é primitivo. t tem um idempotente ¢, sendo
e 6—"1‘ Se existisse f nas condiges anteriores, f' pertence-
ria a0 ideal, tendo-se F& — ¢S, Pondo e = fs, obter-se-ia
fe=fs—=e=jf. O teorema estd demonstrado. s

. Vamos tirar imediatamente algumas conseqiiéncias..

1.5 — Um anel semi-simples ©% (o) tem um elemento pri-
mitivo. 'Tomemos em S um ideal direito minimo (o),
Como é&sse ideal néo 6 nilpotente, terd elsmento idempo-‘
tente. O teorema garante que &sse idempotente é primitivo.

22— Um {dempotente ndo pnmztwo, e, dum anel semi-
-stmples ©, é soma dum .certo mibmero de elementos primitivos
ortogonms dois @ dois. Ponhamos & =& +8=r+-.

+£r-|-é’1 +...4-84, com eG=g;+...+ - 0 §=
=& +...+ 8. Tanto o ¥ como os $; sio 1deals d1re1tos
snnples Sabemos que 6, para ¥ ¢ O,

u=e-—[—(u-—6)=€1+#--‘}‘er-+f1+j"+f‘i?--

com u—ees$, e;61;, fi68;. A relaqao e:el—[—...—!—e,
demonstra o que se deseJa '

32— 8 e1,...,0, 580 elementos pmmztwos do anel semi=
-stmples & verqﬁcando as condicdes ejex =o0, se ik, e se
o= Ee, nilo é o elemento w, entdo u pods dscompor—se nUMa
soma de mais do que r elementos primitives (entre os quais
08 r dadoes) que se anulam. dois a dois. De facto, tem-se aqui
e =e;&+...}¢ S, e como anteriormente, u=-¢e -}
() =614 it ek e fo-

TEOREMA: — Se o é primitivo, e S=—1; ndo admite
sub-ideal com idempotente. Suponhamos e, SCe 1 S. Paca-
mos a decomposicio direita de PEIRCE © = ¢, &+ Dy e
escrevamos e; S = ¢, S -+ €, 61 =ege; + (61— ¢g 61)



14

Tendo em conta queé é eg—eys, conclui-se que f=e;—
—ege16§y;Ce; & 6 um idempotente satisfazendo a fe,=Ff,
eyf=e{—eqe,6y —ey—+egey==f, contra a hipdtese, visto
ndo-poder admitir-se a relacio e;==ege;. O teorema ests
provado. ’ :

Seja © um anel com radical R* Pode enunciar-se o

TEOREMA: — No homomorfismo &~ S/ R* =&/, a todo

o clemento primitivo de & corresponde um elemento primitivo

de &', e reciprocamente. Dizer que ¢ é primitivo equivale
a dizer que e®Se apenas tem o idempotente principal
[ALMEIDA CosTA, Grupos abelianos e anéis e idears ndo
comutatives, 1942, pig. 158]. Dado o idempotente primi-
tivo, e;, se ¢’y nio fbsse primitivo, existiria fee'y &'e/
tal que &y f'y =f'1¢';—=7#". Poderia encontrar-se, entfo,
Jiee; Seq, pelo que serma fy—e;, e, portanto, fy=ce'y.
Inversamente, se ¢’y é primitivo, construamos ¢;. Se éste
iltimo n#io & primitivo, pondo e;f; = fie;=Ff1, vem
e’y =f';, e, por conseqiiéncia, ¢; — f; =16 R*. Ora, sendo

(e — f1)¥=¢e;—f1, vem ¢; =f, 0 que prova o teorema.
TEOREMA: — Em G~ &' a um ideal regulur ménimo cor-
responde um ideal minimo idempotente, e, reciprocamente, todo

o ideal ‘minime de &' ¢é correspondente dum ideal regular
ménimo de & . Supondo ¢; S regular minimo, ¢/, &', que
ndo contém ‘sub-nilideal, tambhém n#o contém sub-ideal
regular, visto serem incompativeis as condigdes vy Ce/y &,
r; =e; ©. Reciprocamente, se ¢’y &' § minimo, ¢; © 6 regn-
lar minimo, visto que, se o ideal regular r, estivesse con-
tido em’ ¢; &, seria r'y==¢'; &/, e haveria idempotente em
ty, contra a hipbtese de e, ser primitivo. :

" TEOREMA: — Se o0s ideais requlares minimos o, & =r1,,
e; & =1,, tém correspondentes em &' que sejam operatdria-

mente isomorfos, wvale a igualdade v v;=r(. De facto,
tem-se t';r'y=1'y, pois que o isomorfismo’v/s =<1’y deter-
mina as correspondéncias e/, —p',, /2 > ¢/ e/, =p';s 0 que
mostra ser diferente de (o) o produto dois ideais. It vélida -

2 relagio p'ir'y=1';. Supondo pyrly=¢';, 0s elementos
p1 © 7y sdo tais que p;»y nio é nilpotente. Serd ryr3E1y
um ideal regular, valendo, assim, & igualdade do teo-
rema, ’

1
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TEOREMA : — Dois ideais regulares minimos como os do
teorema anterior (de correspondentes operatoriamente isomor-
fos) sdlo operatdriamente isomorfos. Acabamos de ver que
p1 72 néo é nilpotente. Serd p1 ra=11, pois que o primeiro
membro nio é nilideal. Supondo p;t2=e,, com ¢3 perten-
cente a t2, o facto de ser, para qualqmer ri, prfer;=
=gy r1=17; mostra que #; nio é divisor de zero & esquerda
de 7y. A igualdade #; ;=0 arrasta r;=o, Entio tem-se
o isomorfismo vi22f3v;. Este dltimo ideal estd contido
em tg, ndo podendo ter-se ¢z 1, C s, visto que, de contri-
rio, £371; seria nilideal, estaria contido em SR* & 0 mesmo
sucederia a pjtsri==eé1r1=1;, 0 que é absurdo. Logo,
como. se queria, & v1 22t ¥ =713,

Suponhamos agora que &’ tem elemento »’. Vale a se-
guinte reciproca da proposicio que acaba de demonstrar-se:

TEOREMA: — Dois ideais regulares minimos operaidria-
mente isomorfos de & tém correspondentes operatoriamente
isomorfos em &'. Comecemos por uma observacio. Dado o
ideal regular minimo t; =¢; ©, seja um elemento » do.
mesmo, néo pertencente ao radical do anel. O ideal direito
vy &' E ¢y &' contém 'y Fo. Serd r'; & =¢'s &, 0 que
mostra haver em r; & um elemento idempotente. Tem-se
r1 S ==y . Posto isto, supondo que se tem o isomorfismo.
r1 22 vs entre dois ideais regulares minimos, a um elemento
do radical contido no primeiro corresponde um elemento
do radical contido no segundo, e reciprocamente, visto que,
gupondo 7y — 13, com 7, ¢ R* e ro e R¥, serd r1 S—r, S,
r1 & =11, enquanto que #» &, como nilideal, §,.nma parte.
de rs. Se agora considerarmos nma correspondénecia r’; —
= 7y, definida a partir da correspondénecia isomorfa dada
71— 7y, vé-se.que se tem um homomorfismo operatério.
Em particular, de ¢; — ps , tira-se ey — p's, com p’; &/; =
==p'y . Vamos ver que a hipdtese ¢’z s'==0 arrasta e’ s'=o0.
Efectivamente, sendo ps;se R¥, é ¢, 3¢ R* e, portanto,
e’y ' =0. O teorema estd demonstrado. T :

Continuando a supor que & tem radical R* e.que &'
tem elemento «/, pode enunciar-se o seguinte

TEOREMA: — K condigiio necessdria e suficlente, para qué
dois ideais requlares minimos £1 e s sejam operatdriamente 150~
morfos, que tenha lugar o relagdo vive==1;. ‘

.
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Que a condigio 6 necessdria, resulta imediatamente da
combinagio do teorema anterior. com o ante-pemiltim‘o,
Inversamente, se 1tz =1r1, 6 tit'e=1's. H4 um ele-

mento 3y, de t'y, tal que &'y vy =1's, visto que o pro-

duto de dois elementos dos ideais de G’ nao é sempre
nulo: Supondo birls=¢'y, a reIa(;a.o blyrari=e ri=
==7'; mostra que a hlpdtese /3 'y ==o0._arrasta. +’
A correspondéncia r 1~ 1y r 't é um isomorfismo. Por
outro lado, sendo +:t' Tt/ 2z, Valerd necessiriamente a

1gualdade, vlsto que ¢’z é minimo. O teorema est4 provado.-

Uma propoalcao importante gue ublhzaremos é a se-
guinte: se se conhecem em. &' os elementos o'y (i=1,...,n)
ortogonais dois a dois, podem construir-se elementos e, tam-
bém ortogonais dois a dois, [3, pig. 16]. Por meio dela
podemos garantir a existéncia em © de 1dempotentes que
sio somag de ‘elementos primitivos orfogonais dois a dois,
ésfes 1ltimos com correspondentes primitivos:dados, orto-
gonais dois a dois. i claro, de resto, que a soma de idem-
potenbes ortogonais nfo é um elemento primitivo.

- Provaremos ainda duas propo&uqﬁea.

- TEOREMA: — SB o 63, ds idempotentes primitivos de 'S,

Se, eGe sdo-no também de &, ‘Tomemos Se, por ex,
Se ey é primitivo em Ge, nilo existe fe © tal que ey f==
=fe; =7, visto que, pondo e;=2se, seria f=7Ffse, ou

seJafees

" TEOREMA : ~— Se um elemento e e O se pode decompor numa

soma de elementos e; ortogonais dois a dois, 0s dzferentes e;

pea-tencem a eSe. Pondo e=¢;+...-}-e,, tem-se, por, ex.,

eel_ej, ere==e;, e¢ye=ere=¢y.

4) ldempotentes espeuais—Dlz s que ¢ é um.idem-
potente especial, se niio existir fFo tal que ef= f ¢==0,
[ DicksoN, loc. cit., pag. 49].

Se um anel tem elemento u, éste é sempra ldempotente
especial.

TEOREMA: — Um anel semi-simples apenas tem u como
idempotente especial. Se ¢ fér idempotente especial, pondo
S=¢S1 D, tem-se u=c-}(u—e).,0 elementov—=1—¢
é idempotente,  valendo ¢ v==ve =10, ou seja v=0, ¢ =,

iﬂo'-
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TEOREMA: — No homomorfismo © ~ S;R* = &', ¢ todo
e zdempatente especial e correspondente wm tdempotente espe-
clal e/, ¢ reciprocamente. A demonstracgio ¢ imediata. Como
conseqiiéncia, tira-se que o anel & tem idempotente espe-
cial, sempre que &' tem elemento um.

Diz-ge que em & é vilida a propnedade P guando se
realiza a seguinte condi¢ho: se e;,...,e, sio elementos
primitivos de & verificando as relagles e;ex=0¢, se 14k,
e se ¢=X ¢; nfio 6 um idempotente espema,l existe em &
um idempotente que pode decompor—se noma soma de
mais do que # elementos primitives (entre os quais os-»
anteriores} que se anulam dois a dois.’

Num anel semi-simples é vilida a propriedade P.
Tomando, de facto, 2 decomposicio e=X e;, que tem sem-
pre lugar (), se e ndo é primitivo, supor que ¢ nfo é idem-
potente especial é supor e4 %. Ora u decompde-ge em mais
parcglas ortogonais que e, figurando em » as parcelas de e.

E imediato o seguinte

TeOREMA: — Se & propriedade P 6 vdlida em & e RN*
existe, a propriedade P ¢ vdilida em &' = G fR*, ¢ reciproca-
mente.

Pésto isto, consideremos um idempotente especial ee &

e a decomposicio © = ¢U+ BVBe+ 3 4 ¢Se, na qual

U=eUA+ 3, B=Be+ 3, [ALMEIDA COSTA, loc. c¢it.,
pég. 104]. Vale o

TEOREMA: — B necessdrio e suficiente, para que e- ssja
especial, que B (ou A) ndo tenha idempotente. Se B nio tem
1dempot.ente, 3 nio tem idempotente, e ¢ 6 especmlaInversa.—
mente, a niio existéncia de idempotente em J ‘arrasta a nfo
existéneia em B, pelo seguinte: se existisse fe B, ter-se-ia
J=fetd, i=f—fe, it=(f—fe) (f— f)=F—fo=1;
e viria, assim, {=e, f=fe, fi=f=fefe=o0, 0 que
demonstra a afirmacio.

o4

5) Primeiras propriedades dos anéis semi-primé-
tios — & diz-se semi-primdrio se tem radical R* e s &=

(1) Exelui-se 0 caso do snel se reduzir a um corpo.
2
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=G/R*=&' § semi-simples, [3, pig. 18]: Como nam
anel semi-simples hé idempotente primitivo e idempotente
especial, 0 mesmo sucede em &. Para as decomposictes de
PEIRCE relativas a um idempotente especial e, vale o

TEOREMA: — Os ideais U ¢ B estdo contidos no radical.

Consideremos B, por ex. Em &~ &' corresponde-lhe B'.

Visto que B nio tem idempotente, 0 mesmo sucede em B,
Serd B’ = (o) e ter-se-4 BER*,

CoROLARIO: — Em &' hd apenas o idempotente especial n'.
Se ¢ for um idempotente especial qualquer de &, tem-se
§=e¢s+4(s—es), com s—ese B, Vem s’ —¢'s, o, por-
tanto, ¢/ =u’. X um resunltado conhecido.

TEOREMA: — Um elemento primitivo de & determina um
ideal regular minimo. No anel semi-simples &/, um idem-
potente primitivo e’y determina, com efeito, um ideal
m{nimo ¢'; &'. O teorema resulta duma proposigic demons-
 trada em B. ’

COROLARIO: — Todo o ideal regular 1, de S, tem um

ideal regular minimo. Basta passar a t/, tomar neste um
ideal minimo n#o nule ¢/; &' e considerar ¢; G, com e;67.

Em &, conforme os resultados da secgio B, é vilida a
propriedade P. Podemos também afirmar que hi sempre
um idempotente especial que ¢ soma de idempotentes pri-
mitivos ortogonais (*). A. 8ste respeito enuncia-se o

TEOREMA: — O nimero de idempotentes primitivos ortogo-
nais em que pode decompor-se um idempotente especial & um
invariante. Dado um idempotente especial ¢, para o qual
6 =¢1-.,.4 ¢, 6 uma decomposi¢io como & referida no
teorema, tem-se &' =y &' +...J- ¢/, &', Os ideais ¢/; &'
sio minimos, O seu niimero é bem determinado (2).

6) Estrutura dos anéis semi-prim4rios (3) — Tome-
mos um idempotente especial e, susceptivel de ser decom-

(1) Execlui-se o ¢caso de &/ ser um corpo..

(%) Para tudo guanto respeita aos anéis semi-simples, podem
ver-se [1] e [8], assim como AnMEIDA CosTa, e, il

(8) Ofr. [%, pag. 182]. - ; :
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posto em idempotentes primitivos ortogonais: e=¢, 4.,
vosten. Ponhamos £=¢, G 4.} e, 5=¢0, &=
=2+ B=¢S+ V. Podemos enunciar o seguinte

TeOREMA: — Um anel semi-primdrio © & soma dum
mimero finito de ideais regulares miénimos ¢ dum nilideal,
Na demonstragio supds-se que os e; eram ortogonais. Kssa
hipbtese garante o seguinte :

ADITAMENTO: — O mimero de ideais regulares da soma é
bem determinado. ' '

Do exposto resulta que um anel semi-primério verifica
as duas condicSes seguintes: a) todo o ideal regular tem nm
ideal regular minimo; 8) uma cadeia de ideais regulares
minimos 6; O Ce; © -t ;S C. .., onde e; e =0, é finita (),
Basta mesmo supor, em . B), [2, pdg. 166], que i <Ck.
Entfo, com efeito, duma soma directa ¢; S 4-... 42, S
passa-se ainda a uma soma directa correspondente em &,
As propriedades «) e B), com ¢<k, sio usadas em [2]
como caracteristicas dos anéis semi-primdrios. A. .equiva-

| . Jéncia desta definigio 4 que é aqui adoptada é ficil de

estabelecer, [2, pags. 167 e 171].

Escrevamos, a partir do idempotente especial e, as
decomposig¢des ‘

G=6G+B=(eGets W+ (Bo+3)=eSet
. : ‘ : ‘ . (1)
(e A+ Be+3). 5.

As condigBes de miximo e de minimo transportam-se
de &/R* para ¢ Sefe R* e, [3, pag. 14]. Nessas condigbes,
¢S e 6 semi-primério. Daqui o - _ :

TEOREMA: — Um anel semi-primdrio & & soma directa

dum anel semi-primdrio Sy, com elemento um, ¢ dum mdédulo

@ A éoma termina quando ‘e1+...—|— en 6 um idempotente
especial. :
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AN, contido no radical. O radical N* & soma directa de SN,
e do radical de Sy. ‘

Um caso interessante’ é aquéle para o qual, em (1), se
tem e®=(0). Verifica-se, entdo, que ©;=e¢Se é um
ideal direito de & e que todo o ideal direito de &y ¢ ideal
direito de &. Feita a decomposicio de &, em ideais regu-
lares minimos com jdempotentes ortogonais, fica feita a
decomposigiio de &. B My =B. Realizam-se estas condi-
¢bes se existe, por ex., uma unidade direita e.

Pésto isto, tomemos em & dois idempotentes primiti-
vou ¢y e gy, tais que e’y & e ¢/, &' sejam operatdriamente
isemorfos, e ponhamos

=06, 133=60, ¢=0C¢, ¢==0e,
Cpu=ries=6,5.Ces=¢,0¢y, Sy=rye;=12,5¢q.

/

Tem lugar o seguinte
TEOREMA : — &1 possut um elemento: regular bis, ou séja
um elemento verificando as relagies by Gy = Gu=rrer=

==¢; Se;. Na verdade, tem-se b1 Sz S S11. Sendo, porém,
b1 Sot G11 ==b12 Gz, vé-se que b1z Sy 6 ideal direito de'Sys.

O sinal C ndo pode subsistir para todos o8 bss € Sie, como

vamos ver. O anel &y é semi-primério, e, como e; é pri-
mitivo, é completamente primaric. Sempre que o sinal C
subsistir, o ideal 512 S« é nilideal direito e estd contido
em e; RN*e;. Be, com todos os bys, se obtivessem nilideais,
como um teorema da secgio B permitiria escrever & Sa=
= &1, éste ltimo seria nilanel, o que 6 absurdo. O teo-
rema estd provado (1).

& claro que os teoremas dados na secqio B, acérea de
ideais regulares minimos de & e de ideais minimos idempo-
tentes de ©/, sio vilidos aqui [2].

Regressemos ao estudo da decomposigio
jik et

6:8'16—1-...—1—3"6.‘;"—%’ (2)

{) Basia que o anel & tenha radical M* ¢ que 1y ¢ v sejam
minimes para a validade do teorema. Existindo, com efeito, como se
vin na secglio B, pyervy, tal gque pirg=—rvy, tem-se pyrge;—
;).:pl eg.tge; =1y ¢, donde se conclui o que se deseja, pondo

12=7p1¢3 ‘

v
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dada no comégo do § Snponhamos que os ¢ primeiros ideais
da decomposicio t8m os ¢ ideais correspondentes de &'
operatoriamente isomorfos, ndo havendo outros ideais da
decomposi¢io nessas condigbes, Fazendo 7, k=1, ...,1¢,
representemos com ; wm elemento de Oup=—¢; S e, o
ponhamos ¢;=¢;;. Em segnida, em cada Gy, tomemos nm
elemento regular e;. Visto que e Su = Sy, tomemos
em Oy 0 elemento ey tal que ey eyy—ey. Verifica-se ser

. I
(erien)l—=euyeieyen==eyegen=—eyeq.

Assim, ey ¢4 6 um idempotente de &1, valendo e eu=0eu.
Para prosseguirmos na construciio .de matrizes, poremos,
por definigio, e = €, e Vé-se imediatamente que e F0.
De facto 6 '

Cik Eipi=—€;1 61k €k €15 == €1 611 €1 =641 1i==€4;.

Em segnida, tem-se ejperr=eir. As f2 matrizes e;;
sdo matrizes unidades vevificando as relagbes e;y ¢jr=
=0x; ey, onde 8x;=0, 80 kFj, e dx;j=en-+...4 e,
se k=74, [6]. O idempotente fi=ey ... ¢;; 6 untdade
esquerda de ;& +...}¢; & e sHo verificadas as condi-

¢bes
Gir Crm—=Cim.

Quando se faz a decomposicio de PEIRCE relativa ao
elemento fi:

S=/G+B1=([1S fi+f1 A1)+ By,
tem-se ¢, S +...4¢:8=f,6=f,6 f1+ f12U:. Facil-

mente se reconhece que as matrizes e;;, assim como 08
Sk, pertencem a f1S f;. Por ex,:

Vflgikfi':eik: Gin=f1G:x f1.

De resto, pelo que respeita aos e¢;;, foi éste resultado
estabelecido ja no § 8. O anel f; S f; tem radical f: R*f,
e 6 anel de matrizes com elementos dum anel 2B néle con-
tido e isomorfo dum anel completamente primirio. Sendo
X=fSf/f1R*f, num anel de matrizes com elementos
do W' =(LWW, f1 R* f1)/f1 R* f1ex W/[W, fLR" f1], con-

clui-se ser f; S f; um anel primério, pois o dltimo anel
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factor escrito & um corpo e ¥ & simples, [3, pig. 21].
A parcela fiU:, de fi1S, estd contida no radical R*,
como se verifica tendo em conta ser f'; elemento um

-de f’l &’ (1)

Procedendo em (2) com todas as classes de ideais régu-
lares minimos operatdriamente isomorfos.como acaba de
fazer-se com mma delas, chega-se &

S=FGfit. . .+LGf+ (it L fU) + B,
Daqui o seguinte

TEOREMA : — Um_anel semi-primdrio S é soma dum nitmero
Jinito de améis primdrios f; St; ¢ dum mddulo M contido no
radical. O radical R* é soma directs de M e dos radi-
cais £;R*f;. Para se reconhecer a afirmaciio relativa ao
radical, escrevamos, se r ¢ R¥, ‘

r=fistfi+...ofospfpt+m.
Tem-se :

firfe=fesifit fimfs f,-s;f,-:f,—(la'—m)f,","'
r=Zfi(r—m)fitm,

como se deseja (%), Podemos observar incidentalménte qué
o aniquilador esquerdo 2, de e=f, +-...+ fp, é'dado por
A=[Ay,...,AUp], e que 0 anel ©S/R* & soma directa dos
anéis f'; &' f/;. :

_ Para terminarmos as consideraghes déste §, digamos
ainda que podemos substitwir as condigfes «) e 3), caracte-
risticas de anel semi-primério, pelas duas condi¢des segnin-
tes: @) cada ideal regular tem wm idempotente primitivo que
gera wm ideal regular minimo; B') ewiste idempotente especial
decomponivel em idempotentes primitivos orfogonais. A veri-
ficagio 6 facil de fazer.

() f'1&' é um ansel sim})les com elemento nm. Consfitui uma
parcela dg decomposi¢io de G/ em anéis simples;

(2} K facil de ver, recorrendo a &/, que, niic apenas para os elemen-
tos do radical, mas para qualquer s¢ S, se tem s=Z f;(s— ) f; + m.

:
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7) Estudo de algumas circunstincias particulares —
Se em & existe w, designemos com ¢ um idempotente
especial qualquer e ponhamos

G==e@+B , u=et(u—e.

Como % — ¢ pertence ao radical, escrevendo e—u -7,
re R* vé-se que ¢ tem inverso. Isto significa e S =0,
B =(0),u=e. Daqui o

TEOREMA: — Num anel semi-primdrio com elemento u,
apenas ewxiste Este idempotente especial, o qual pode decom-
por-se em idempotentes primitivos ortogonais. Suple-se, bem
entendido, que o anel nio é completamente primédrio.

Déste enunciado resulta que, num anel semi-priméirio,
um idempotente nfio primitivo é soma de idempotentes
ortogonais. Podemos precisar. Seja ¢ um idempotente qual-
quer de &. Escrevendo S=¢GSe -+ ¢+ B, no anel semi-
-primirio ¢Ge, supondo e ndo primitivo em &, tem-ge
e=e;+...+ey, onde os e;6 eSe sio ortogonais e pri-
mitivos neste iltimo e em &. Enuncia-se, assim, o

TEOREMA: — Num anel semi-primderio, todo o idempotente
ndo primitivo é soma de idempotentes primitivos ortogonais.

Seja ¢ um idempotente especial de &. Pelo facto de sor
S=e&+ B, BER*, sabemos (§ 2) que ¢S tem o radieal
[e&,R*]. B, de resto, R*=B +[¢S,RN*¥]. A relagio de

1somorfismo :
(eS, R*)/R* =S/ R¥ 2 eS/[e S, R¥|
prova que ¢& & semi-primdrio. O mesmo se diz de Se. Pode
©5CIever-5e )
C=eC+VP=eSe+eA} B,
R¥=[e S, R*] +B=[eGe, R*}+ A+ D=
=eR¥e4-e A+ B,

Fixaremos,- agsim, o

 TEOREMA: —Se e & wm idempotente especial dum anel

semi-primdrio ©, e G é um anel semi-primdrio (assim como
Se). Podemos dizer, mais geralmente ainda:
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TEOREMA: — Se o anel” semi-primdrio. S=(S;,RN1) é
soma dum seu sub-anel O, e dum médulo R, contido no radi-
cal, O1 é semi-primdrio. o

Suponhamos agora o caso especial de & ser um anel
com condi¢io de minimo para ideais regnlares. Um tal anel
é semi-primério, porque a soma de dois nilideais direitos

é um nilideal direito e porque a correspondéncia S~ &' =

=B /R* mostra ter lugar em S’ a condicio de minimo.
Consideremos, entéio, a cadeia de ideais regulares direitos

ICEICEEICEE I

o ponhamos GF=0C#+1, 8s ¢ § um idempotente especial
de &,e*==¢ é um idempotente especial de &*. Escrevamos
as decomposiges correspondentes

G=eCe+eA+Bet-J, Gt=eSreteatbeti.
Tem-se eOle=e3.8"le=¢Ge,
eU=1e*UA=0¢.e*1QA, I 1USS*, *'QAUALa,
eA=ca, BVe—be, S=(S:I).

O teorema anterior garante ser &* um anel semi-primério.
Podemos enunciar o seguinte '

TEOREMA: — Um anel com condigdo de mintmo para ideais

requlares é soma dum anel semi-primdrio idempotente e dum
sub-anel contido no radical.

.

J

No caso de ©% ter elemento um =, niio pode haver
um idempotente especial ¢+ U no anel &, visto que os
idemypotentes dos dois anédis sio os mesmos e da mesma
natureza. valerd a igualdade &=G*+J, pois ¢eGe=
=e¢Gre=0"*, ea=be=i=/(0). . :

Embora a condigio de minimo para ideais-regulares
arraste a um anel o cardcter de semi-primério, a inversa sé
é vilida para os ideais regulares que contenham o radical.

-Ainda como c¢aso particular de anéis semi-primérios,
podem considerar-se os anéis semi-primérios de radical nil-
potente, Tem lugar o !

2b

’ TEOREMA:J—P—E condiglo necessdria ¢ suficiente, para que
um anel © seja semi-primdrio ¢ de radical R* nilpotente,
que S/R =G seja semi-simples ¢ R sejo nilpotente. A con-
dicio é necessiria, porque, dado & nas condigSes do teo-
rema, tem-se R*¥=NR. A condichio é suficiente, porque, se
&' & semi-simples, R* existe o' ignal a R. -

K vélida agora a seguinte proposicio: é condigdo neces-
sdria e suficiente, para que &R seja semi-simples ¢ R seja
nilpotente, que tenha lugar a condigdo de minimo para ideais
direitos contendo R e que seja finita tdda a cadeia descendente
de ideais bilaterais contidos em R da forma Lo DL L1D..

A demonstracio é imediata, se se tiverem em conta resul-
tados estabelecidos na secgio 4, § 1.°. Tira-se daqui o
seguinte ‘ ‘

i

COROLARIO: — Um -anel eom condiglo de minimo para
ideais diveilos & um anel semi-primdrio de radical nilpotente.

D

8) Os anéis com condi¢do de minimo—TUm anel &
com condicio de minimo para ideais direitos, on anel-U,
é um anel semi-primdrio, visto que, em particular, vale
néle a condigio de minimo para ideais regulares direitos,
salvo se fér nilanel. Tem lugar a importante proposicio
seguinte, ji demonstrada no final da seccio anterior de
modo diferente.

TEOREMA: — Um  anel-U tem radical R*¥*=R, que ¢
ntlpotente {4, pag. 714) e [10, pig. 220]). A demonstracgho
dada em [4] &, no fundo, a'que passamos a expor. A con-
dicio de minimo garante a existéncia dum inteiro posi-
tivo & tal que R¥=GQR*+!=", ., Mostraremos que a
hipbtese SRP > (o) arrasta a existéncia de elementos de R
que n#o pertencem a RP+I, O teorema resultard, entdo,
imediatamente. Consideremos os elementos @ e SR tais que

aRP =(0). O seu conjunto constitui um ideal bilateral e,

de . Em R tomemos um ideal direito minimo nio nulo 7,



26

do &. Valer4 a relactio + RP = (o), [4, pég. 743] (1), de sorte

que 6 UpF (o). Se RP+!1={o), o resultado desejado & tri-
vial. Se RP+1> (o), ponhamos Wp 41 R +1=(0). Um teo-
rema demonstrado em 4, diz aqui que, pondo P==Up, o
radical de S/Up=0C" 6 RN/AUA, =R'. No homomorfismo
S~ &, tem-se R — R’ D(0). Se for n’ 2 (o) o ideal bila-
teral de &', contido em SR/, tal que i’ R'=7(0), e se
n—n’, o ideal n DWUp, de &, satisfaz 2 nER, n REU,,
nRe+1=(0). Conclui-se dagui nE=Up.y1, Wp41DUp,
REDRE+L, como se quere. Podemos precisar qie n—
=AUp41. Tendo em conta as relacdes ' ‘

Wp 1 ER, Upgr ROH=Ap 41 R.RP=(0),
le+19'{g‘21p,
vé-se que cada ze%Upyq tem, no homomorfismo em

causa, um correspondente =’ ¢ R’, para o qual =’ R/ = (o).
Serd, portanto, ='en’, o que dd xen, ou seja n="p+;.

Do que acaba de dizer-gse, pode concluir-se ainda que,

sendo, RF¥=(0), 6§ R.R¥~1=(0), Ur—1=R. B, se se:

tiver em conta que &/R néo tem nilideal, vé-se ser
/

R*=R.

Tem lugar, mesmo, uma afirmacio mais geral: todo o
sub-nilanel dum anel com condicdo de minimo & wilpotenie

(4]0 [9]. o

E vilida a proposigio seguinte: um mddulo %Iffwelatz'vo
« um anel semi-simples &, se néle tiver lugar & condigdo de
minimo para os seus sub-midulos admissiveis ¢ se-ne S for
operador unttdrio, é completamente redutivel [K. ASANO,
Uber Ringe mit Vielfachenkettensaiz, Proceedings of the Impe-
rial Academy, Tokyo, vol. xv, 1939, pig. 290]. Hsta pro-
posigiio serve para provar que um anel-I/ com elemento
um é um anel-O, ou seja um anel em que vale a condi-
¢io de mdximo (psra ideais direitos). Em [4] é demons-
trado o

(1) Aplica-se o tecrema éeguipte: se v¥(o0) é wm ideal direito
simples e 8 6 um nilideal direito, tem-se v 3 =(0).
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TEOREMA: — Um anel-U que tenha uma unidade direita
é um anel 0. ' :

A demonstragio é a mesma que para 0 Cas0 em que
oxiste u. Toma-se a série normal |G DR D...DOR*=(0) {
e mostra-se que pode dilatar-se e tornar-se numa serie de
composigio de & (para ideais direitos). Estudemos, por ex.,
a parte | RP D RP+1{. Comecemos por observar que Re
é um grupo abeliano com o dominio operatorio S equeo
mesmo sucede com o seu sub-grupo admissivel RP+*, Désse
modo, A=GRP/RP+1 é um grupo abeliano com o dominio
operatério &. Os sub-grupos admissiveis de SRP so os
ideais direitos que contém. Como a todo o subgrupo de 4 .
corresponde um e um sé6 de RP que contém _g{f’_'l' Lo
estudo dos smbgrupos de A é o estudo dos ideais direitos
de & contidos em RF e que contdm R?+!. Consideremos
dois elementos s,ie & tais que t-se SR. Tem-se, se
tp € CRP ' ’ '

(ap L RPF)s=aps | RP+H,

(ap-- RO+1)t = aps+apr+ RP+H = aps-+ RO+

Isto significa que podemos, no estudo de A, substitair o
dominio operatério & pelo dominio S/R. A unidade
direita de S (ou o elemento nm de S/SR) funciona de ope-
rador unitério. A proposigio anteriormente enunciada,

" tendo em conta que vale em A a condi¢io de minimo para

os sub-médulos admissiveis, diz que A é completamente
redutivel. A numa série de composicio

| RO RIS ROFIS L DROFRIHI=(0)}
corregponde uma série normal A
| }%Pz)rls...:)g{”ié'.
Esta tltima, como a anterior, nfio pode ser dilatada, pelo

que o teorema estd demonstrado, tendo em conta que S
também possui série de composigao.

1Y
9) Os ideais. minimos dum anel com condi¢fio de mi-
nimo — O estudo da soma dos ideais minimos dum anel-U
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—_—

representa um facto importante em [4]. Em [6) assoeciam-se,
em separado, os ideais minimos isomorfos dum dado idea].
Os raciocinios de [4] subsistem inteiramente, Se 1 6 um
ideal minimo de &, a soma M de todos os ideais mini-
mos isomorfos de r; & um idea) bilateral (1), No conjunte
t,t's,. .. de tais ideais ngo & possivel extrair uma infinj-
dade nnmerivel de ideais, de tal sorte que uma parte finita
qualquer da soma dessa infinidade constitua umsa soma
! 1 ’
directa, pois que, -escrevendo r; -t 4 .., o R
Lry +...Dr 4 +» -y contradizia-gse a condigio de mi-
nimo. M ; ¢, assim,” uma soma directs dum ntdmero finito
de ideais isomorfos de ¥y 9321=r§1)+ vl De
signando eom FEM, a soma dos. ideais isomorfos de '
de quadrado -nulo, e pondo M, =L, +MN,, onde £, 4
uma parte dos ideais idempotentes da decomposicio indi-
cada para M, (se tais ideais existem), escrevamos £, —

=EY S+...4+EPS. B fieil passar a uma expressio
de £: da forma .

Elzef’G—}-..a—{—eg&)G’;, com e?)e(f’)zo, CLIPE R

Para o ver, escreve-se S=EVS+ B, 1 =EPS1p,.
Se &ste ditimo ¢ ideal direito minimo, seri isomorfo de

EY S, sem que seja de quadrado nulo, pois néo pode per-
tencer a M. : !

Tomando o idempotente Ey6bhy, tor-se-4 (_coml e :-"E(f)),

Li=e'G+ £, 0, eV By=0,
Pondo : o

I
‘ 3(12)=E2—-— Ege(]l)ebj,
sera , .
)2 2 1) (@ 2 (1 1 2
o =6, (WP Pell=0, g ,=clg10g,

Néo sendo b; minimo, tomaremos nests um ideal
minimo ¢y, e, depois, . um idempotente E, de tal ideal.

Vird J
5 6:‘—‘E36+%2,_. BI=E26+62,

(1} Para se mostrar que 8my e My, basta estudar rp~sry. Se .
ndo for syy=(0), tom-so sr1e2r, e, por-conseqlidneia, sry é um
ideal dircito simples. O slemento ##iy pertence, pois, & uma soma
de ideais direitos simples isomorfos do r3. :
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e far-se-4 e == E, — E; ¢ . Como ¥ pertencerd a ¢, tem
lugar a igualdade E; & =¢}' S o poderd escrever-se

. .
Bi=eP G+ e S+ by,
z 1) 2 @0 __
3(1_2) 385_2), 6(1)81'__—-:0, €1 61" — 0 .
. 7 inus; -for
O processo termina ou continug, conforme 'dlbezm fo-
minimo on nfo. Se for minimo, toma-se um idemp

O @ y final-
tente X, depois e — By — Egy(ef ,_[_ ei’), 0 que darq

mente ) "
l E1=69)6+e{12)6—|—61)6,
| N @ @ 8
el e’ =of’, o) e =i’ oY =0,
) (B __
o o o o — o,

- i disse. Sabemos

Se nfo for minimo, continua-se, comlo se lisso. Sehemos

que serfio, por tltimo, obtidas k_pfrce ag, p e e
primento duma série de composi¢io do grupo k;

i torio S. o
domén‘lrglggzr: seguinte tabela de multiplicacio.:

£: 19U
£21£: (0)
921 C.R], (0) .

erdade
Para o verificar procede-se como em [4], Pondo, na v )

Ei=ell4... 4}, ,
21=E161 6=E16+%1=E16E1+E1%1+%1,

vé-se que E1Ql1#(o), (4, pdg. 718] (¥). Nessas condigGes,

romee 21=E16E1, 2¥=E16E1=21-

() A demonstragfio de HOP_KS%S é feigal.'ti?l ;ondfl% i g’ig%ifiﬁc;ﬂ?;
ificar ser By £ A1EN1, 8 b \ (2 =0);
g:—ps:go:g:eng&grEl Ui ESy By Uy =4\, ecom Ad4=(0). Sendo tam

) , X ireit
bém Ey Ay E2y, conelni-ge que £ A ; estd contido num ideal direito
nilpotente, que & intersee
nilpotente gerado por 4.

¢io do ideal direito €1 e do ideal bilateral
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Como o radical R, de &S, verifica a relagio £;R=(0),

segue-se que ¢ K, R = (0). O radical de £; é nulo. Visto
que a condigfio de minimo se transporta pars E;S E,, con-
clui-se que £; ¢ semi-simples. Os ideais direitos de £, s#o
ideais direitos de &, como se verifica tendo ém conta ger
B, o aniquilador direito de E,. Por isso, £1 é um anel
simples. As ignaldades £, ;={(0), M| = (o) siio imedia-
tas. A relagio M, £1== I prova se, como em |6, pag. 181},
do modo que vai verse. B N1L,ENy, 1L EB1=
=W L1ENLEy, PL12N, F,, o, portanto, N181=
=N1E:. Sejam t; e 1’y dois ideais simples isomorfos, res-
pectivamente pertencentes a £, e M. A correspondénecia
ri—>1'y dd r1 E1=r; -y E;=r; . Daqui se conclui que
E; é unidade direita de 9, {e, portanto, de M), 0 que
demonstra ser N1 L,=9I,. Podemos enunciar o

TEOREMA: — Um anel-U ¢ soma directa do ideal

direito £1 (soma de ideais direitos minimos isomorfos. dum
ideal minimo), que é um anel simples, e do ideal direito B,
gste dltimo constituindo o antquilador diveito de £4. O radi-

cal estd contido em By, que & um ideal bilateral. Observemos.

que se tem £:B1=/(0), de modo que o aniquilador direito
de £; contém B;. Como &sse aniquilador estd contido no
aniquilador de K, a afirmaciio correspondente do teorema

6 exacta. Como 6 OB, =(L,+ B:) B1=BIEB,, vé-so

que éste iiltimo 6 ideal bilateral de &. Finalmente, éime-
diato que o radical estd contido em B, ‘

CoROLARIO: —S8e um anel-T & soma dos seus ideatis
direitos minimos, supostos todos isomorfos, o é igual ao seu
radical, ow & simples, ou é soma directa dum anel simples o
do seu radical. Este dltimo é de empoente 2, [6, pig. 181].
Na verdade, 6 S=M;=L,+N:. Se nio’ h4i radieal,
tem-se N, =(0), S=RL:. Se R (o), notemos que,
sendo %;R=(0), 6 N, SREB;. As igualdades S=
=L£,4+B1=L,+ N diio B,=N1=R. Se £1=A(o0),
6 @=R. De contrdrio, 6 3=2£,+R, 0 que demonstra
o coroldrio. A tabela anterior 6 agora relativa 4s duas par-
celas de &. S

Os anéis referidos no coroldrio, ow anéis qudsi-simples,

[6, pdg. 179], consideram-se de estrutura conhecid, pelo
menos no que respeita ao produto dos sens elementos.
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Pdsto isto, consideremos os ideais minimos n#o opera-
tériamente isomorfos, ¥, t2,.... Escolhamos de entre
éles, se for possivel, uma infinidade numerdvel vy, va,....
A soma déstes é directa, visto que ti1-}-v; é soma directa
e & prova por inducho, 6 imediata. Conclui-se daqui haver
um nimero finito de classes de ideais minimos isomorfos.
A essas diferentes classes correspondem somas i, M,
ey Mg 6 N1y, N,y voy, Ng. Tanto M=ZTM; como
92=Z‘,52.r g0 somas directas. De facto, N1+ IMs estd
nessas condigbes, visto que a sna.intersecgiio é nm ideal
direito de M, e Mz, simultineamente ignal 2 uma soma
de ideais direitos isomorfos dos que figuram em M ; e M ;.
Por outro lado, a indugiio é ficil de estabelecer, E claro
gue os dois somatdrios representam, respectivamente, a
gsoma de todos os ideais direitos minimos de © e a de
todos os ideais direitos minimos nilpotentes. Sio imediatas
as relag8es M ;. M ; ==(a), se 7+ 4. Delas se dednzem outras,
Tém também lugar varias tabelas andlogas & dada ante-
riormente, Escrevendo L= §£;, tem-se INR=L-+N.
Desde gque se escolha unma base ortogonal de elementos
idempofentes em cada £;, obtém-se, pelo conjunto -dessas
bases, uma base ortogonal para £. E vélida a tabela

2 ;M
[N )]
TR R (9)

Para se verificar a relagio N £ =N, basta escrever
RE= (Rt R Brb L) =
=gtl 21+-- '—l—gtq Eqigt1+- . -+mq=92-

Se representarmos com X a soma dos diferentes elementos
um dos £;, E & o elemento um de £ ¢ ¢ unidade direita

.de M o M. £ é um anel semi-simples. Evidentemente

que £; é um ideal bilateral de £. .
Vamos reconhecer ainda-algumas circnnstineias. Pondo

S=(B1+ E:) s+ Bre(B1+ Ez)+ et
+(B1+E:)S(E, 4 E.),




32

mostram-se facilmente as relacBes
~Q112=[Q11,Q12]=312, (B4 E3) U= (0},
(B ENS(Er+ E)=(E1 4 E)6=£:1L:,
| B (B, Bs], S=L:i+Lok Bre.

Hstes resultados podem evidentemente generalizar-se 20
caso de mais do gue dois £;.
Tem lugar o seguninte

TEOREMA: — Um anel © com condigdo de minimo parg
idears diveitos é a soma directa do ideal direito £ (soma de
tdeais diveitos mintmos), que é um anel semi-simples, e do
ideal dirveito B, éste wliimo constituindo o aniquilador direito
de . O radical estd contido em B, que é um ideal bilateral.

E pode enunciar-se o

COROLARIO: — Se um anel-U é soma dos seus tideais

diveitos minimos, ou é igual ao seu radical, ou é semi-simples,

ou ¢ soma divecta dum anel semi-simples e do sew radical,’
Bste altimo ¢ de expoente 2. Um anel como o referido neste
coroldrio pode chamar-se qudsi-semi-simples. A tabela ante-
rior é, entfio, relativa as dumas parcelas de &. O produto
dos elementos de N pelos elementos de £ esclarece-se,
notando que é MN; L;=10), se +7. '

Consideremos nm anel quisi-semi-simples, &=M =
=T M;. Como um ideal direito de N ; & ideal direito
de &, podemos enunciar o :

TEOREMA: — Um anel qudsi-semi-simples & soma direcia
dum mimero finito de anédis qunsi-simples que mituamente se
anulam. O radical dagquele é soma divecta dos radicais déstes .
#ltimos ¢ o seu expoente ¢ 2. Hate teorema traduz também
uma propriédade da soma M dos ideais direitos minimos
dom anel qualgquer. o

Todas as propriedades demonstradas em [4, pigs. 719
e 720], relativas a 2,9, N sfo validas para £, D;, N,.
Assim, pode escreverse WM ;=R 4N, onde L£'1=
= (E:+D )Ly, com D;eMN;:, valendo a reciproca que
afirma ser £, da forma indicada, sempre que M =L+

;
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+N,. On ideais direitos £/, e 08 elementos Iy 6 N, estiio
em corresponddncia bitinivoca, hd um isomorfismo opera-
tério £,228’y. o ideal bilateral B verifica as ignalda-
des S=R:-+ B:=~8'1+B1, e vale a ignaldade £; B:=
= &1+ Dy). - '

10) Os anéis com condi¢lio de méximo e de minimo
— A existéneia de radical SR, mesmo no caso forfemente
restritivo de condigio de cadeia descendente, complica
extraordiniriamente o estudo da estrutura dum anel. Se
éste- for uma 4lgebra U, de corpo fundamental P, ‘e se
QSR se conserva semi-simples quando P se substitai por
uma amplisgio algébrica qualquer Q29P, tem lugar o
seguinte teorema de WEDDERBURN-DICKSON: a digebra é
soma directa duma sub-dlgebra semi-simples, isomorfa de
AR, e do radical [3, pig. 23] (1). No § anterior demons-
tron-ge 8ste mesmo teorema para os anéis quési-semi-sim-
ples. .Em [6] encontram-se investigacSes neste sentido.
O qué aqui nos propomos é de natureza diferente. Trata-se_
finicamente .de dar demonstragBes claras de dunas proposi-
¢Bes da teorias das algebras, a segunda das quais éstd rela-
cionada com a hipétese de /R se conservar semi-simples
quando ) se amplia algdbricamente. Na teoria das repre-
sentaces [1], [8] [3], enuncia-se o - '

TEOREMA: — Dada uma dlgebra de corpo fundamental P,
existe sempre um corpo Q2P, tal que o anel cociente
'=Ug/R 1, da dlgebra ampliada segundo o seu radical,
é isomorfo duma soma direcia de andis completos de matrizes
com elementos de Q. Seja ) algébricamente fechado. Hscre-
vendo &' =2, 4...+ U, se ey, por ex., fér o elemento
um do anel simples 2y, o corpo ¢; Q=' é isomorfo de Q.
Q' taz parte do centro de ,, pois que, para qualquer &,
vale

(g o)=a,0' =aje,.0=¢, a;.0 =g 0.ay=0a;.
Vamos ver que o centro é precisamente G/, Uy &

médulo finito relativamente ao corpo R;2L' dos seus

(1) Cfr. B, CarTan, Les groupes bilinéaires, <Annales de la Fa-
culté des Sciences de Toulouses, tome X1, 1898, em especial pag. 6.
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elementos que comutam com um sistema de matrizes uni-
dades e também mddulo finito relativamente a Q/. R 6,
pois, médulo finito relativamente a /. Ora o centro de 2l
estd contido em R;. Vamos precisar que é R; =29/, o que
demonstrard o teorema. Um elemento =6 R, satisfaz a
uma equacfo algébrica com coeficiente de Q/:

et tol .. Fel=o. )

Considerado o 1.° membro como polinémio em =, visto
que @/ & algébricamente fechado, a equaciio anterior pode
escraver-se ,

'(m—m.’)...(w—m("))—_-o, (ot e Q),

Se agora = volta a ser um elemento de Ry, o facto de
os o® comutarem com =z permite afirmar que a iltima
equagio 6 a mesma que (3) e que » é ignal a um o,
cOmo Se queria.

TeOREMA: — 8¢ RU/R se conserva semi-simples para gqual-

quer ampliagdo algébrica A, de P, emiste uma ampliaglo
algébrica finita £, de P, tal que WUp/R, (Ry= radical
de Up) & soma de anéis completos de matrizes com -elementos
de corpos isomorfos de £. Bm primeiro logar, § Ry=Rp,
visto que, dum modo geral, o estudo do homomorfismo
Up~ AR /Ry=(A/R), mostra estar cada ideal nilpo-
tente de A, contido no ideal bilateral nilpotente R .

Dando a Q o0 mesmo significado que no teorema anterior,
ponhamos '

/

Q[/gt=a1+---+a81 3=31+“"+3§!
(QI/QR)Q=QIQ+-“+QSQ: 39“—”319!4—;-.-[-3:9:

onde 0s a; sio anéis simples e 0s 3; os seus centros. Cada
a;go decomple-se, por hipétese, em anéis simples (por ex.):

ap=UH+.. + AR, B10=30+...+3%.
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O ntimero de parcelas destas somas é dado pela ordem
da édlgebra 3 relativamente a J>. Viu-se, de facto, no teo-

rema anterior, que 3% era 4lgebra de 1.* ordem relativa-

mente a &/ (ou Q). Ora ALY d4 numa representaciio irredutivel
de 2UAg num corpo isomorfo de &, e, portanto, neste tiltimo,
Hasa representagiio é uma representaciio absolutamente irre-
dutivel de 2 em 2. Tomando um ideal esquerdo de Qlilg]g_
como mddulo de representaciio (1), os elementos ey,..., €4,
que constituem a base de U (om de AUg) (%), t¢m como corres-
pondentes matrizes nas quais figura num nimero finito de
elementos de €. Fazendo o mesmo raciocinio para as dife-
rentes parcelag dos diferentes a;g, define-se nma ampliagho
algébrica finita £ =P (w(,..., @), de P, que contém os
elementos de tédas as matrizes que correspondem aos ele-
mentos de ?l. As representagfes absolutamente irreduti-
veis de 2l sfio, pois, representa¢des irredutiveis distintas
de U em £. Vamos ver gue, inversamente, se obtém assim
tédas as representacSes irredutiveis de 2 em £: Uma tal
representacio, ou representacio irredutivel de ?p, ou de

(A R)g, é obtida a partir de

(WR)o=a1¢+...+a,¢,

- decompondo o0s a;p em anéis simples. A decomposigio de

a9, por ex., nio pode dar mais do que py parcelss, pois,
de contririo, também a,g daria mais do que p; parcelas,

O nimero p; é certamente atingido, tendo em conta o
nidmero de representagbes irredutiveis distintas de 2, em
£, o que j4 se sabe existirem. Serd, assim,

ae =AM 4. .. AR,

1) A feoria das representacBes das &lgebras encontra-se, como
se disse, em [B], [1] e [3]. Uma expoai¢ho sistemitica, que inclui fodos
os resultados da teoria geral dos andis nflo comutativos invocados
neste trabalho, ser4 publicada em breve na Colecglio do Cenire de
Estudos Motemditicos do Porlo, sob a designagfio de «Sistemas hiper-
-complexos e representagless,

(* Os einio se confundem aqui com elementos idempotentes.
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O grau ny; das matrizes da representacio de 2, dada
per Qlﬁ:, quando o8 elemenfos das matrizes se fomam
em £, é o mesmo que o das matrizes de U, dada por
A, gquando os elementos das matrizes se tomam em 2.
Por outro lado, aquéle grau é o produto do gran m; das
matrizes da representagio de 2, dada por AP, quando o
corpo de representacgio é o corpo endomérfico R; dum
ideal esquerdo de Q[(l%, pelo grau ¢; (ordem) da ampliacio
finita R; de £: ny=my ¢;. A ordem de Ql{lé relativa-
mente a £ § m] ¢, = "} = ordem de A} relativamente a Q.

Tem-ge, portanto, ¢; = 1. K, é de 1.? ordem relativamente
a £ (ou, melhor, relativamente ao corpo E{ £, no qual

EY ¢ elemento um de A{P). O teorema estd demons- -

trado,

Centro de Estudos Mateméticos do Pérto,
Agbtsto a Dezembro de 1944,

(ZUSAMMENFASSUNG)

— In Abschnitt A, § 1, handelt es gich nm den Radi-
kal R (Vereinigungsmenge der zweiseitigen nilpotenten
Ideale) eines Ringes ©. Es wird festgestellt, dass S/R
keinen Radikal hat, wenn 9% jedes rechte Ideal enthilt,

- von welchem es eine Potenz enthilt; es wird gezeigt,

dass bel gegebenem zweiseitizem Ideale P, falls PER,
P PP =(0), der Radikal von S/P gleich R/P ist; es
wird ein liirzlich von LEevirzrr verdffentlichtes Resultat
angeftihrt, das eine notwendige und hinreichende Bedin-
gnng fiir die Nilpotenz von SR darstellt. In Abschnitt A,
§ 2, wird eine notwendige und hinreichende Bedingung
fir die Exixtenz von Radikal R* (im Korrrschen Sinne)
gegeben, es werden Beispiele angefiihrt, in denen R* exis-
tiert, und es wird festgestellt, dass R* existiert und gleich

"SR ist, falls &/R kein Nilideal hesitzt,

— In Abschnitt B, § 3, sieht man, dass ein Idempo-
tent eines minimalen, reguliren Ideals primitiv ist, dass
¢S (e primitiv) kein Unterideal mit Idempotent enthiilt;
dass der Homomorphismus & ~ &/R* primitive Idempo-
tente auf Idempotenten derselben Art und jedes minimale,
reguldre Ideal auf minimalem, idempotentem Ideal (und
umgekehrt) abbildet; man stellt fest, dass zwei minimale,
regulére Ideal r; un ry; der Gleichheit 1y 13— vy gentigen;
dass minimale, regulire Ideale, deren Abbildungen in
€/R isomorph sind, isomorph sind und dass, falls ein

‘Blinselement in &/R existirt, zwei isomorphe, minimale,

regulire Ideale, Abbildungen haben die isomorph sind.
Demzufolge wird folgender Satz aufgestellt: dann und nur
dann, sind zwei minimale, regulire Ideale isomorph wenn
die Bezieshung r,ro=1; gilt. In Abschnitt B, § 4, wird
bewiesen: in dem Homomorphismus &~ S/R* bildet
sich jedes spezielle Idempotent auf einem derselben Art ab
und umgekehrt; wenn e;,... ¢, primitive Idempotente
von & sind, die die Gleichheiten e;ex==o0 erfiillen, und
wenn e=JYe¢; kein spezielles Idempotent ist, dann folgt
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aus der Hypothese der Existenz eines in mehr als » ortho-
gonale primitive Elemente (unter denen sich jene ey, ..., e,
befinden) zerlegbares Idempotent dieselbe Eigenschaft fiir
S/R und umgekehrt.

—TIn Abschnitt C, § 5, & est ein halb-primirer Ring.
Wenn e ein spezielles Idempotent ist, dann filhren die
Perrceschen Zerlegungen S =G 4+ B, G=G ¢+,
zu B, ASR*, Bin primitives Element erzeugt ein mini-
males, regulires Idea), jedes regulire Ideal besitzt ein
reguldres, minimales Ideal und die Anzah! der orthogona-
len, primitiven Idempotente einer Zerlegung eines speziel-
len Idempotentes ist invariant. In Abschnitt C, § 6, wird
Korres bekannte Theorie tiber halb-primire Ringe abge-
wandelt. Man kann einen halb-primiren Ring so charakie-
risieren: «) jedes regulire Ideal besitzt ein primitives
Idempotent, das ein minimales, regulives Ideal erzeugt;
B} es existiert ein spezielles Idempotent, das in orthogo-
nale, primitive Idempotente zerlogbar ist. In Abschnitt C,
§ 7, sicht man, dass in einem halb-priméren Ring jedes
nicht primitive Idempotent eine Summe von orthogona-
len, primitiven Idempotenten ist; dass ¢ S und Se (e spe-
zielles Tdempotent) halb-primar sind; und dass ein Ring

mit Minimalbedingung fiir regnlire Ideale eine Summe

von einemn halb-primiiren, idempotenten Ring und einem
Unterring, in Radikal enthalten, ist. Es wird eine hinrei-
chende und notwendige Bedingung festgestellt, damit ein
beliebiger Ring halb-primiir wird und einen nilpotenten
Radikal hat, und folgender Satz Lgevitzris angefiihrt:
dann, und nur dann 15t &/R halb-einfach und R nilpo-
tent, wenn der Vielfachenkettensatz fiir rechte in O enthal-
tene Ideale gilt und jede Kette von zwelseitigen, in N
enthaltenen, Idealen, £,28£,2,2€,8£,2,2.. . endlich ist.
Insbesondere ist jeder Ring mit Minimalbedingung fiir
rechte Ideale halb-primév uwnd von nilpotentem Radikal.
—In Abschnitt D, § 8, 9, 10 werden die Rings mit
Minimalbedingung, nach Horrixs behandelt, es zeigt sich,
dass die Darlegungen vollstéindig gelten, falls man die mi-
nimalen Ideale, die einem Ideal 1somorph sind, in Betracht
zieht (Diruponmi). Ausserdem liefert man zwei einfache
Beweise fiir zwei bekannte Sitze der Algebrentheorie,
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