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) [11] B BROWN e N. H, MCOOY, Tke radical of a ring,
«Duke Mathematlcal Journab vol 15, 1948 pags 495 *
2499, ¢
Relatwamente as conmderag:oes desenvolwdas no § 4
cabe-nos fazer. ainda as duas GitagBes bibliogréficas seguin--
- tes:-[19]— 0. GoLoman, 4 chamctemzatwn of semi-simple
rings with the descending chain conditwn, «Bulletin' of the .
American Mathematical Secietys, vol. 52,1946, pigs. 1021
~a 1027; e [20] —O. ‘GOLDMAN, 00 mesmo Boletlm, vol 53,
K 1947 pég 956, _ ‘
2) ‘Somas dlrectas completas ] disuretas Somas sub-
‘-dlrectas—Gonforme digsemos jd no Cap Xv, § 11, estarfo
agui.em cansa &‘eﬁmcoes semelhantes 4s que ento se intro-
duziram. M é um, con]unto de "elementos. «, B, 1, v, ...,
E a cada um dos quaig se associa um anel By . "Uma funcéo
f=} S} s deﬁne-se pelos seus valores f (p.) é %p. Depms,

por-se-d
(f—!- g) (u) —f(#) —I—g (}L), (fg) (1) —f(u) g (1),

: Tse Ig(u){ é outra fungao 9) conJunto das fungoas constl-

tui um anel &, ‘que se chama soma directa completa dos
anéis . By. Entre- as fungﬁes £}y podem destacar-se

‘aquelas que, como. gk(p.) | s sat1sfazem as. condlgoes segum-
tes: h(p)=o, 80 pfa;h (L) =% (0) 6 Ba, 56 p==a. O sub-

-conJunto das fungdes }h(p.)! é um sub-anel Ba, de &;_

- isomorfo de Be. Serd indiferente dizer que & &:soma-

~ directa completa dos, By ou dos By .
- No easo partlcuiar em que -M é um conJunto finito

11,2, ,ni reca.l-se na deﬁmqsa.o habltual de soma

dlrecta - . )
Quando ge - conmderam apenas as funqoesf{ Fi (|.t)= que

tomam o valor-zero em todos. os pontos pe M, salvo num

“fitimero finito de pontos, obtém-se um sub- anel Sy, de S,

que ainda contém-todos o8 By, e gue se diz soma duecta
" disereta dos mesmos V.. Supondo finito o eoumnto M, a

soma directa discreta 1dent1ﬁca se com a .soma dlrecta
-completa. .

-+ "Seja agora €. S um sub-anel de G. Por via do humo-
. morfismo &~ LB[.L, segundo 0 qnal ge tem j~+ f (p.) para.

v

cada {i, obtém-se uma parte de CBp, pela correspondenola '

: Q—»% CB ‘Por mmphcldade, usaremos letras latinas .

mmﬁscnlas para rspresentar o8 élementos' dos econjuntos

- depignados “pelas- letras gotleas correspondentes Assnn, .
© cserd,’ com se@ te® : R

~ -

3‘*bu,’..-_ff’f”:b- (B, -bl e.%#')’ o

‘-; nos. homomorﬁsmos referldos B 1mportanﬁe 0 cdso. em’ que, S

para qualquer p, se tem -%1"' By: A companenﬁe %

" de €, no ponto &, é, entéio, o préprlo %y. Nessa hlpdtese, -
dlz-se que € & soma subudireota dos anéis By . Das diferen- -

_ tes deﬁmgﬁes, resulta. imediatamente que, tanto as somas’.

. directas completas -como- as.. dlscretas, constltuem Casos’
‘ partlcu.lares de somas sub-directas. -

' Na deﬁmqao de soma sub-directs, convém observar que,

" em geral, nfio pode afirinar-se pertencer a essa soma um
. -deterrainado - elemeni:o de ©. Em particular, podem néo
= pertencer 3 sofna snb-directa os proprios Bp. Se, qualquer

que seja.p, for BpEF, a soma sub-directa -diz-se soma -
sub-directa especial. Km taI ‘caso,.o8 By sio 1deals b1laterals

" de €. Exemplos de somas sub-directas’ especiais sfio dados
L amda pelas somas directas completas e discrefas. :

Relativamente; ao problema de représentar um anel 2.
‘por uma .soma sub- -directa, devantam-se as dias questoes
‘seguintes: 1.%) é dado um anel ; trata-so de saber se ele

- admite tais represantacﬁes, além de representagﬁes banais;

9.2} dado ou niio o anel. 2, procura-se saber a.que condi-

-, Ghes deve satisfazer 2, a fim de que possa ter nma repre-

gefitaciio eomo soma sub- directa de andis de certo tipo. -
Respostas .a estas questSes podem sor tentadas pelos

- teoremas de que ‘vamos agors OCUpAr-nos, 08 guaig jogam
' com, as diferentes deﬁnlqﬁes de soma a que acabamos de

nes referlr :

. R . v

TEOREMA 1 —E condzgao necessdnia e suficiente; para -

gue um ‘anel U seja  dsomorfo dumia soma. sub-directa - dos

“anéis D, que tenham - lugar os. komomorﬁsmos A~ Qp.,

‘peM), e que, para cada aF o, periencente’ a A, existw um
NeM para o qual a-—q, Fo. Be A & 1somorfo da soma-

* . sub-directs, tém lugar; por de_ﬁmqao, os_homomorﬁsmps L

-do teoram’a; e o facto.de.a representacio de ¥ ser imagem

2



~Um andl primitivo com ideais direitos pognimos tesliza

. F % (o) estd, entdo, contido em todo o .ideal '~b_i1_,9-téral"‘ nfo”

-aeq, the American Mathematical Sosiotys, vol. 50; 1944 P4E

’ de ..9.11(.518 q‘, .'A'De resto, pode ver-se isto xﬁ'éé,ﬁié"'dl’?e
. raclocinando’ do modo seguinte. Tomeriios. & &%
: mgs ‘@=a,b,. A correspondéncia q.-5 a, -
;:gnqrﬁsmo.._se for ato, 6 a¢TIb,, pelo qae;
-Hnt80, pondo g==ay 4By, tem-se a4y +0. C .
~ Barante agora o que se quer. Resta ver qué:se: frata. de
‘soma snb-directa especial. Tomemos 'd,i'élfakg 4. .0-corre
_‘pOI}dente dq @) no isomorfismo U ~v & § determinado-te
om conta as igusldades o) =a, 4.0, g} =08y, Col

.“a“:‘"'—‘a’ 6 Y . )\ . YR o

rax,gf?‘” » 58, v:[:?L A a@rmagﬁ,o. fiea provada.

ctamen

A ',-.‘ L el

_. 8) Anéis_sub-directamenis irredutivels —
diz que wm .anel' U 6 sub-directaments irredu
uma - representaciio qualquer de ¥ co'mol"s()"h:ia“.ﬁ_ufb"
de andis Q,, alguns dos homomorfismos: %% ~» ik &
-morfismos, Entfio, ao escrever-se Y, o 9/ a -, cOrtos ap
aulos, ‘verificando-se, domo em geral, Il 4y == (0); Todavia
a 1ntersecodio dos ideais bilaterais nig nulzB' de. ¥ 1o pode
Ser. nula, visto que, .de contrério ~poderia. obter-se . -ums
representaco de -9 como- soma sub-directd, Sem’ gue’

nf"?h“m ay fosse nulo. Podemos dizer: .  ~ -

e T P
- TEOREMA B: — H condighiv necessdria o suficientts
um anel A (0) seja subsdiréctamente irreduitvels 446 &
secglo dos seus ideats bilaterais ndo nulos sefo ()~

O anel (o) ‘considera-se sub-directamente irredutivel..

também um caso particular de irectamente irr
: m caso parficular de anel sub-directamente:l
dutivel. Basta ter em qonta, com’efeito, que O antl ad:
nulo do anel, - : o o
" Representaremos por J 3 (oh “lon] Bilateral Minimo, -
. o 8 por J(v) o ideal Bilateral IMINIMO,
interseccdio de todos os ideais 'bi)latérai's nio nulos dum-anel -
sub-directamente irredutfvel, - . - . - .. -

—

(1) G. BIRkHOSF — Subdirect imions in universal algebra;

. i —_ AN

. Bis aqui um enunciado geral, devido a,BlRKHOEF_ﬁ'" ._J :

* TEOREMA 6 -— Todo o anel S 4 um isomorfo duma somad

‘sub-directa de anéis sub-directamente  trredutiveis.. Tomemos - . -

ot ae®, o consideremos ‘oz ideais bilaterais de & que
nio contdm a. 0 conjunto- désses - ideais ¢ indutivo

(Cap: xiv, § 5),. podendo. aplicar-ge-lhe o principio de :

 Zory; segundo_o-.qual existe um ideal bilateral m4-
" ximo ag,, em. S, entre os ideais. bilaterais que nfo con-
‘'t8m @. Entdo, valerdA &/a,=* V., Hagz=(0), de-#orte

gue & 6 isomorfo duma soma sub-directa de anéis By, -
' . Pard se conelnir que &/a, ¢ sub-directamente irreduntivel,

consideremos 0 homomorfismo &'~ S/as. A cada ideal
bilateral -a 4 (e}, do.anel cogiente,  corresponde um ideal
.bilateral bem determinado a Day, pelo que @ e a. Assim,

ter-se 4, ¢ a, se-@ +0 & o correspondente de ¢ naguele homo- - -
morfismo, B daqui se conglui. Ha¥ (0), como se deseja. -

LA cai_‘acter'izagio"do's'anéis-'f-sﬁb-direcﬁaiﬁbnte irreduti-
veis: por propriedades simples, em.face do que acaba: de

ver-ge, oferece grande interésse. Para o caso comutativo,”

o problema foi resolvido por N, H. McCoy, [18], em ter-
mos que constam “dos tecremias 7 e 8, que vém a seguir.
!-- - . =~_.:‘ . .A N R '_" v ] . . _'7 LT ..‘x ) \
" 0. teorema 7 vai assentar num lema de BIRKHOFE.-

7. LEMA 2:— Um anel c‘omﬁﬁa'fivps subsdirsctamente frreduti-

" wel &, sem elementos nilpotentes,-6 wm corpo. Tomemos J+ (o).
Se oFjed, tem-se (j)=/J. Determinemos o aniquila-
dor D, pela relicio DJ=(0). Trata-se dum ideal, pelo

que- se terd D= (o) ou JED. Esta=ultima relagio impli-

caria J2= (o), 0 que.nfio pode’ter lugar, Portantoy ¢ D=
—(0). Supondo dgora oFa e S, o ideal ¢ J verifica. a rela-.
 gho aJ=J, dado que ¢ J==(0) implicaria D % (o). Deste -

modo,. para cada elethento.a, nio nulg, do anel, existe =

tal que @2 ==j. Provaremos, em seguida, & resolubilidade .
da equagio cy=ua, para cada c¢Fo. Como c¢j+o0, existe ®» -
tal que ¢jz=yj. Entio ¢cjza=ja, (cza —a)j=o0,0.que -
d4 cza=—=a. A equagfio ein causa ¢ resolvida pondo y ="

~==za, 0 que demonstra o lema.

7., TEOREMA - 7:— E mnecessdrio e basta, para que um anel
comutativo S, 'com certos elementos gue ndo -sdo divisores de

e * .l . e . . ’
zero, seju sub-directamente irredutével, que tenhiom lugar as

L} . - t
f . ) '

- B



- - - - [

?_seguzntes P oprzedades dé 6 1) se Déo conjunto dos diviso-

“ " ves de zero, 0 amgmlador de D é oideal 2r tneipal (j)= " o
o =T :i:(o), 2).J e D sdo amguzlacloaes ‘re¢eprocos, de sorte . '

=+ que D& ideal; -8) S/D ¢ um. corpo; 4) para eada d; e D,
~supondo dy 4T, existe dge D, com dgé.]' tal gue dyds=7j.

A condigio 6. necéssdria: Se,& &0 anél- sub-dlrsctament&

~irredutivel referidoe no teorems,- admltamos gue nio. tem -
" elementos nilpotentes. Entsio, © 8 um corpo, o as proprie-

‘dades tém lugar. Teremos -inicamente’ que : ‘considerar” 0.

cas0 em gue hd. nllpotentes Tomemos, entdo, (j)=J%(0)

. © Procuremos. o sew amqmlador A CGomo no lema, ou serd — !

A=(0) ou JEA. . Se Gé & nHo & divisor zero, tem-se. aj+ o,
e aJ J; se a 8 divisor de zero, ¢ ideal anigmilador de @
é :|:(o), 8, portanto, 4J= _(0) Deste ‘modo, o aniquilador:
de" J' 6 precisamente D; o:que ‘também -prova ser~D ‘um

ideal, A proprledade 2) foars. demonstrada, logo- gue-se

prove 1)." Interessa-nos. “passar ‘a.38), que resultard’ ‘da solu-
" bilidade da - congruéneia . ax=b(D); sempre que- g ¢D,-
Mediante esta Miltima h:pétese, & ajdo, é o idesl a 36

~ “.nfio pode ser nuld, por haver em & elenientos gue nfio-sho.
" divisores .de-zero. Valerd a 1gua.1dade aj&=J, pelo gue *

“existird & & tal que ajt=7j. Entio, ajtb=jb, on

_(atb—b)j—-o -0 que. leva'a concluir-se atb— bed), ou R
“geja atb=d (D). A cohgrudncia’ em gquestio & resolwda.

com e=1t0b. A propnedaﬁe 1)'resulta do modo. segumte
' sabemmos’ que J D =(0); de-sorts_qne hi elementos ndo-

~~ nulos pertencentes ao amqullador de D.Se a & um tal ele- o

mento, o, simples facto- de. n&io ser nulo d4 a@DJ exig- -
" tindo, portanto, um elemento m.verificando ¢ x==7. Tira-se -
‘ r'daqul, se b'¢ D, awh=">b7+0, e, consequentemerite,’ mb¢D
" pois a D= (o). ‘BEm’ virtude: de -3), pode escrever:se agora

wbs=b4d, com 63, de D. Bm'seguida, tem- seawbs._x-"

re=abd-ad=ab. Por ser az=j, ¢ também. jbs=ab,
~donde a=j s, por n#o ser b um divisor de zero. Qualguer .

elemento que aniquile "D ‘pertence, pois, .a J. Relativa-. _';5--1 s
_ mente-a 4), tomomos d4 nas condig8es do teorema. Do d; G2 -

- 2, tirase dyr =4, para um certo re &, reJ; Ser¢ D,
entﬁo, de djr D==4D=="0), conclui-se d; D__ (0), dyed,
" 0. que & absurdo. Sers r=dseD;ea parte dlreeta do’ teo-
- rema fica demonstrada. . °
A ‘condigiio 8 suﬁczente Se asg quatro proprledades de 6
t8m. lugar, Vamos provar ‘que, sendo 0oFae®, é sempre
. J2(a). ‘Quando @ ndo ¢é divisor- de zero, também a? nio 6

!

dnnsor de zero, a0 facto de ge ter a“qéD em face da pro- L =

13

'prledade 3), leva 2 a.i"t-—a—{—d (deD), donde se_-con-.
olui u¥tj=aj; pois ¢j =0, em virtude de 2) Visto que a '
%o, ¢ -divisor de zero; a lei de orte d4 atj=4, (a)2J. "

" Beiato ¢ divisor.de zéro; dlstlngmremos dois” easos: ou

aéd ow aéJ. No. 2.° caso, tem-se z €D, pelo qué existe, |

em face de 4), be D, com b¢J, tal quoe ab== =4, 0 que leva.. .

© também a concluir (a)DJ No-1.° easo, a demonstragio de

N."H: McCoy é am _pouco mais comphcada Poisqueae,
o

escreveremos a=>5j4nj, onde be S e né mtmro-Depms,

srrponﬂo f um elemento que nfio é divisor de Zero, poremos

L af= (bf—]—nf)g:l:a Entao, bf -+ nf nio é divisor de zero,
* asgim -como o ndo & (b f4+nf)f. Em face de 8), existe te'S -
-tal que t(bf—i—ﬂf)f*f-]—d donde se tira t(df +nf)fj= -

=3, 107 )y ==+ af) = tef. Bainda ()2

: DJ ‘como se quer

_ Demonstrado 0 teorema 7 resta. consr.derar 0 ¢ago dos

‘énéls comutntlvos que’ apenas 1] compﬁem de leISOI‘BS de

Zero. E vé,hdo o

TeoREMA 82— K necessdrio ¢ basta, para gue am anol

'comutatwo S, composto tntcamente de divisores de zero, seja

sub- directamente . irredutével, -que tenham lugar as, seguintes

'prop'rwdades 1) ewiste umi ngmero primo determinado. Py tal

. que, supondo 2 ®=(o0); pode ‘determingr-se_um tnteiro k,
- fung@o de a, por forma que p¥a="0; 2) ewiste um ideal prin-
etpal J={j)* (o), tal que, para. cada aelJ, e apenas para
. os-elementos-de.J | se tema ©= (o), pa==0; 8) suponde aG#
- F(0), existe be & tal. que ab=j. A condn;:ao & necessdrig :

' Se S 6 anel sub- directamente -irredutivel,” tomemos J—=

={(7) (o). Admltmdo que é 0+aeS, 0 a.mqmlador de a
é mm ideal A2J, pois & § divisor de zero. Da condi-

- cao aJ=(0); para cada @, corclui-se S J="0), e, por-
tanto, & j—(O) O ideal (. j) compGe-se dos elementos da
- forma: mj, onde m ¢ inteiro. Se 245F0, é.(j)= (23) pelo

que existe um inteirc i verificando a relacio 2mj =7, ou

(Sm——-- y=v0. Em qualquer-caso, portanto, existe um inteiro

minimo p tal que pj=o0, tendo-se (j}=10, 4,27, ...

oy (p.—1)jl..Para qualquer elemento kje () (o<k<
Zp—1), existe um 'inteiro y por forma que %2yj=j,
(ky——l)j—o ou ky=1 (mod p). Conclui-se dagui que p
é primo, po:s uma decomposigio da forma p—gr; ond g-
o » se supfem diferentes de 1 e de.p, darid, para certos

'1nte1ros z e 0, gz_l—[—cg'r‘,g(z-—-aa)——l o que. é



*

\ _absurdo Posto isto, "provemos 1) Seja o:l:a e o aG=

: —(a) O ideal gerado por'a 4 da forma }aa}, onde os az -
gio inteires. Sendo (¢)2J, h4 um inteiro -minimo B tal -
que fa=4: Tendo em conta ser p j =0, deduz-se pfa=q,

de sorte que existe um-inteiro m1n1mo 7 tal que ya=o.

'Entao, serd (a):iaa}—}o a,2a,4.,(f—1)al, devendo :

precisar-se que se tem B<7. Para cada inteiro d verlﬁcando

_ as condigBes o< dZ 71, existe um inteiro @ dando dwa=
~=4=0_§ & B, sendo, (8m~—ﬁ) a=o0, ocbtém-se 3 x=p (mod ).’

Imaginemos agora gue poderia. ter-se 1=%Ag?, onde}, g,0

~ sio inteirog, com A>1egq ‘primo. Tomando B_QP seria

’.

vélida a ignaldade ¢° w=f -4 py, com certos infeiros @ e P
Entho, por ser y =1 9%, a relagiio (z— A) g° =B mostra-

ria que todas as peténcias dos elementos primos da decom- -
_ posicsio de y fignrariam em B. Como isso é absurdo, 6

pode ter-se A=1, T-—g(’ Mas, entho, depﬁ—tg_? ﬁ<g9

tlrﬂ*se;p—g, ]3—1:99 . Por consequéncia, é ya=p° a._.o, _

o gque prova 1), pondo p——k Quanto a 2), tomemos o ae
Ter-se-d ,a==07, pa==opj==0, e também’ aGmch

=(o)}: InVersamente, se 0Fae® 6 tal que pa==o, « &=

=(0), 0 ideal (a) = |aa| conterd j e existird um inteiro p

tal qué pa==4j. Podemos supor p<_p, pelo que existirio
- inteiros m-e m satisfazendo & igual mpfap=1. Con-

clui-se daqui mpa=a, ou mj=a, pelo que ¢ € J. Resta
a propriedade 3). Ora essa é 1med1ata, visto que, supondo
aG+(0),8 aG2J. ~

A condigdo. 6 suficiente : Medmnte a8 proprledades 1),
2) e 8), vamos provar, com efeito, que todo o ideal prinei-

pal #(0) confém J. Seja o a6 6 e -comecemos pelo caso

e &4(0). Por 3), ‘tem-se B1mplesmente, ab=j, e, por-
tanto, je&(a). Reldtivamente ao caso ¢ ©=(o); por 1),
6 p¥*a=o0, podendo 1mag1nar so- b=pF—lazto, Katdo,

b6 =1(0), pb=0; o, por'2), beJ. O facto de ser pj=o. _
mostra que se tem-(j)=10,7,27;...,(p —1)j}, desorte

que b=dj, (o<Ta<p—1) Exnstem inteiros B e y verifi-

cando a’ relagio Batyp=1, e por isso, tem-se PBaj+
+i1pi=4, ou seja Bb.__j Deste- modo, éj&(b),JG (a),
como ge afirmou.

4

4) Sobre o radical — J. Anéls sem'i-‘-s'lmples——Nesfé §,&

.representard um anel e 9N um médulo—~&, Quando falarmos

de sub modulos de AN, estardio em- causa sub mddulos—-@

¢ k.,'i : . . 15 -

 =mgédulo £+ M, méximo em
em £, é o ideal nulo.
- Vése imediatamente que, supondo M (o) primitive

~ Suponhamos; & dlferente do seu radmal———J (6 n#io 6
anel radlcal) Existe um médulo SN+ (o) que tem um sub-

© . -médulo midximo £+ M. Basta observar, com efsito, que
* hé, em &, um ideal direito méximo 3, [5, § 9,.e Cap.x1v,

§ b). Entao, podemos tomar £ = S prewamente consuie-,

 rado’ S como médulo — S.

Quaisquer que sejam M o S, tomemos uwm sub-mé- -

. .dulo N; de IN. O conjunto dos olomentos de & que apli-
ceam M ‘dentro de 9 diz se contrastor de M, em N. E um

ideal bilateral de &. . .
" Para todo- o sub-médale N, o modulo dlferenca gﬁ/ RN.

. ¢ ainda médulo — S. A classe &+ N, onde x e‘-IR serd

representada por =. Se Ae S, a correspondencla w>Z A

_ 6 um endomorfismo de 9M/N . Se o representarmos por 4,
0 con]unto dos : endomorﬁsmos 4 § um anel &, tendo e .

S~ S 6/ ) onde aé premsamente 0 contractor de M,

em M. -

‘ED?:I:(O) diz-se um mddula primitivo — &, se tlverem'
lugar as duas proprmdades segumtes 1).existe um sup-
2) o contractor de M,

— O, este anel é irredutivel e estd coneretizado como anel -
de endomorﬁsmos de M/L. Inversamente, so G+ (o) 6 um:

anel irtedutivel onn primitive; [B, § 10, e Cap. xvi, § 3],
. existe um ideal direito miximo J#F S, em &, para o qual

o ‘anel cociente (J:&) & nulo: & 6, nessas condlcﬁes, mdédulo
primitivo ~&, porque 0 ideal bilateral (3: 6) e con- -

' ~ tractor de S em™GF.

Na hipdtese de ser 6—4 (o}, a emsteucm de mddulo pn—
mltwo — G é ev1dente Logo ‘

TEOREMA 9:—E condzgao necessdrin ¢ suficiente, para ‘
que & seja um anel primitivo, que ewista um mddulo ﬁe?

3 M+ (0), 0 gual considerado como mddulo -—6 SGJG primi-

two —_

Se a nocao de anel’ prnfmtwo sugere_a de mddulo pr1-

- mitivo, anoglo de anel semi-simples no sentide de JACOBSON
(isto &, de anel com radical —J nulo) sugere a de mddulo

_ guase-semz—szmples—@ dada aos mddulos M nas segumtes- _
condigBes: 1) hd, em M, sub-médulos £p+ M miximos; -
2) o0s-contractores by, de M, nos. Ey., venﬁcam o igual-

i
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' daldé"ﬂbgz—-—"(é_) . Na .vefdade‘a a su-ge_ét‘é,o;qqn:l.pfé_ende-se a

& face do seguinte. S ~

I

" TEOREMA -lO_':_ﬁ—-'-EZ" condigdo ‘necessdria. e suficiente; para -
- que wm anel & seja semi-simples; que contenha ideais bilate- -
- rais ap- tais que os anéis coctentes Sfay sejam primitivos e

s tenha Il ap==(0). 86.& = (0), extio S 6 semi-simples ¢ 0

teorema § verificado. Suponhamos & = (o). Nesse caso; 5 ©

6 semi-gsimples, n#o & anel radical, Hxistem elementos que :
" nfio sfo quase-regulares_direitos, e, conforme o feorema a7 .
“do Cap. XIv; existem ideais direitos méximos J. O radi- -
- eal — J 6 a intersecciio I (3:©) dos ideais bilaterais (J:8)

e cada ansl S/(J:5) ¢ irredutivel: Assim, pois que, por .

hipdtese, I (J:&) == (o), a condigio enunciada ¢ efectiva- .
‘mente necessiria. Inversamente, -do homombrfismo. S~

~&/ap, na hipbtese de o “anel cotiente 'ser primi-

tivo, comcluimos Rux (S)Sap; o de Map=(0), tiramos.

R (1) ==(0). O teorema estd provado..

COROLARIO 2:— Um ideal bilateral dum anel semi-simples

é semi-simples (2). Seja a3 (o) o idesl bilateral em questio.
Os ideais afTe,=aj sho ideais bilaterais de a para os

. __qﬁais_ oy =(o ),."Por' outro lado, sendo cl/cmvpL o (-.:t,'aF‘) fay, e

gendo. eate -iltimo anel codiente -am-ideal bilateral do anel

~ primitivo Sfa,, e § ele préprio um anel primitivo [ teor. 10,
| Cap. XVi!_,]," p'e%o ‘que afa;, serd l'primit.ivo,' Q;_'cqfo_lé,rio.'ﬁcé._'_._ :
~ estabeleeido. -7 . -¢ T :

-

. Volternos- a0é modulos’ qﬁé’éa—seﬁi,—si“mﬁles'—6.- Se

Mi#(0) é um tal médalo, os médulos ‘M_/gp, acima refe-
ridos, sio simples—&. O- anel & induz. endomoxfismos
nos médulos diferenca, tendo-se e I

S~B=&b,, b =(0).

: -’ViStO'qﬁe o &/ b, sio énéis'-priniitiﬁos, resulta do teorema
" anterior que © 6 um anel semi-simples. ‘B imediato, de

—_—

E—

) Riu= Ron (S), de-_harrdonia- ¢om o Cap. XIv, representa o
rac’lic:a.l—-f, de®. .. - : - ' :
(®). Veja-s6 o Cap. xvr1, § 1.

-

. 'intersecghio, pelo que serd Ry, =IIb.

’a

.:résﬁ"o,-:qﬁé‘-M-”é-_ fiel .—'6'..'.I:h‘i'érsaﬁne.njte,"gsé 6':_;:(6) 6 um. 'l

- anel semi-simples, existem ideais direitos méximos J, =S,

-~ -Bimoples,. . . SR N D T S
=+ " Na-lipbtese de ser S=(0}, a existéncia de mddulo
- quage-semi-simples — G fiel é eviderite. Assim: - .~ -

o '-,f‘TEC)I{E:M'A,;l_l . = B condigllo. necessdria ¢ suficiente, -pcwd -
gue’ S séja um anel semi-simples; que exista um médulo’ fiel -

M:!:(O), 0. qual, considerado como. mddulo — &, seja guase-- -, T
- -semi-stmples. Tste-resultado pode ligar-se a nma proposigio . -~
~ mais geral, ‘velativa a uma nova-definigio do.radical —J.. -

-

7 Num anel S, :.tjr'ﬁa.lq-ﬁérﬁ,-__: nm ﬁ.ideal'_‘l_:;'ﬂatera";'l b dizse

" 'lugaro seguinte . -

‘ o primitivo, se Sfb '_for,_anel':.irredutivél!_ [Ctr,"20]. Tem - :

-

2

o de. &, € a interseccdo. dos séus {deals. bilalerais primiti-
" wos b£&. Em primeiro lugar, dum idesl direito méximo g,
‘de &, passa-se a um ideal bilateral (3:8), que é primi--.
- tivo. Pelo facto -de se ter. Ru,=1(J:S), concluimos

o “IBER4,. Por outro lado, do estudo do homomeorfismo I

& ~S/b, infere-sé que o radical — J estd contido naguela ~

" . 8e observarmos que & i‘nig_e_rse_éc;iﬁoi, HB nio 'é‘é,_li;éraéﬁ_

.. ‘com s inclusio dos-ideais primitivos iguais a S-eque,
supondo’ & anel radical, todo o .ideal primifivo & ignal a0 - - -

anel, podemos dar este enunciado geral: = -

- TEOREMA 13: — 0 radical — J dum anel é.a intersecgfio .
Lo o dos seus ideats primitivos. o T

o ,S:.éjé.-‘h:!:G um ideal pfih’.ﬁﬁiﬁﬁ.,ﬂnﬁﬁu- 6/5?—"6’:!:(0) é . Lo

. irredutivel. Bm. &' existe ideal. direito maximo {*.tal

D que M =&'/3!=(0) ¢ irredutivel — &', sendo (81:6") =

N -
I -
'

- n

(0) - Definindo &', de modo evidente, como médulo - &,

4’ ¢ sub-médulo — & méximo-em &'. Procuremos o res-

. pectivo contractor. Se 4€S 4 tal que & AEF'i-0 corres-. -
pondente de 4 no homomorfismo G~ &' é um elemento A’
pare-o-qual &'4’'EY, de-sorte que A'e

- em S, tais que 11(F,:8) = ('0)'-_,:"_[:51-_'%-'9',:"bu_Qap.:XIS(,-;‘-_i; e
-~ teor, 281, 6,-co§'sidéi'gdo__gomb ‘médulo -84 Q.ﬁaseéﬁemf—j'; S

- "TEOREMA 127 — 8¢ & ndo.é anel radical, o radical —J, - .

(§:&'), tendo-se




;él =0, Aeb Por ‘outro Iado, gse AeB tem—se G'A—
= G’A‘—(o)cﬂ' “Assim, b & definido como contractor
de &'-ém &', Inversamente, se b= & é contractor dum

. médulo M = (0) num sub-médulo méximo £+M, o mg--. '
. &ulo M/P,:l:(o) é 1rredutwel— 6/5 Portanto :

TEOREMA 14: — It condiglio necessom ia e szg‘icwnteJ pam ,

que o ideal bilatsral b= S seja. primitivo, quue b seja con-
tracior dum mddulo M+ (o) num sub- mddulo mdaim 2 ¥+ M..

OOROLARIO 3:— O mdzcal —J dum ‘angl C-é dzfea onte do

~radical é a dntersecodo de todos os ideais bilaterais b=S que -

‘sdo contractores de: mddulos — S ndo nlos “em sub-fmodulos

C— & mdawimos nagueles modulos ) dzfeo-entes deles. "' ..

A c1rcunstauma de 08 . anéls cooxentes 6{1’3#(0), nos

térmos do . corolario anbermr, serem primitivos, implica a
.. existéncia de. mddnlos M’ (o) _pn_mltlvos—_ &/b. Pode-
mos’ dlzer ' R

»

TEOREMA 15— Sq 6 ndlo ¢

Das conmderacoes faxtas resu]ta também estae

TEOREMA 16: —E necessdrio e basta, paq*a que.. 6 seja wm
'cmsl radical; que se realize uma das condzgoes segumtes

1.%). dado um mddulo — &, com um sub-midulo = S mamzmo,
diferente do mddulo, o conta'actor no’ sub-mgdulo é o paopa'w
- anel; 2.2) ndio existe modulo— S com sub-médulo — 6 mdximo

L™

daféa-ente do modulo o ‘ VT e

Quaisquer que’ sejam . M e 6 tomemos um sub-mé- .
dule N, de M. O conjunto dos elementos de & que anu-

lam N diz-se aniquilador de N. B um ideal bllateml de &. .
Se M $(0) tiver um sub-médulo 9 5(0) minimo com
um ideal aniquilador nulo,” é uma trivialidade -afirmar-

E que & & anel irredutivel ou primitivo. Inversamente, Be & -

-6 irredutivel; existe, por deﬁnlqao, médu_lo—@ mmxmo,

' -nao nulo, com um ideal a.mqmlador nulo

Relat.wamente 208 1dea1s pr1m1t1vos, é vé,hda a paracte-
rizagfo expressa no _enunglado que -VAmoR indicar. -

oL . . v I et

o anel radical, o. seu radi-" _
cal —J é « intersecgiio de todos 08 ideais bzlgtemas B ¥ 6 -tais:
© .que existem mddulos M’:]:(o) primitivos — 6 /6.

19

A -

_ TEOREMA 14— F condzg&o necessdria ¢ suﬁczente, para
“que o ideal bilatéral q + S seja primitive, que o seja anigui-

Tador dum médulo- simples M % (0). De facto, s 0+ & é pn-
mitivo; ©S/a#(0) é irredutivel. Supondo M=*(0) u
‘médulo— G/a fiel, M pode considerar-se como modulo

simples — S, tendo @ como amqullador [nversamente,
- se.ax S é amqmlador“dum médulo — S Slmples_ :i: _(q) ‘
) referldo modulo é irredutivel — 6/ a0 L

[

OOROLARIO B — O-mahcal —:’J dum cmel G dzfe'p ente do

- 'mdzcal é a-intersecclio de tados os ideais bilaterais a &+ & que
-~ sdo amgmladm es de médulos — S simples £(0), [19 e 20]
Bm [19] di-se nma definicio de radical que concebe este

precisdmente como 4. interseccHo referida no corolario.

- A identificagio eom o radical — J; que acabamos\de asm-.; o
' nalar, é dewda aJ ACOBSON, [Cfr 20] :

Quando S & tal que todo o modulo— 6 snnples :I:(o)
ﬁem anlqmladm a =8 (mddulo —& trivial), resulta do
corolirio anferior que & & anel radical Inversa.mente,

dado M # (o), simples — S, se & ¢ anel radical, nio pode-.
_mos sapor-a S o amqmlador de M, pois que, dinda pelo
'corolé.no 3, seria enfao 9?**—0 Deste modo, tem ‘86 0.

"-TEOREMA 16' _ B condzgcw nécessdria ¢ su_ﬁcz'ente, pma e
que S seja anel radical, que todo o médulo— & szmples, ndo

nulo,, seja um mddulo — 6 trivial.

E ¢laro que & existdncia de modulos—@ mmples trl-. _

viais 6 um facto banal, em todos 08 €asos.
/
Suponhamos 6 ¥ (o) um anel semi- mmples Oonsuiera—

mgdalo — & ﬁel pelo seguinte: se 0+ Ae &, nio pode

¢ ter-se MuAdS Ep.,-para cada py visto que, de contrério,
- geria- AGHBu., o, portanto;. 4=o, por ser HBP—(O)

H4, assim; uma . parcala. da soma dlrecta discreta, ‘palo
menos, que nio & anmlada- por 4. Inversamente1 facamos

~ a hip6tess de que &% (o) admite um médulo — & fiel do

tipo duma soma directa discrets de médulos My /€u, como
acaba- de’indicar-se; se, para todos os Mp., fosse M. S S8y,

. .2 soma dxrecba dlscreta sema um modulo & trxvr.al nao

. dos nos. termos do coroldrio -3, todos os ideals. bilateraig: -
Qe ¥ & que contragm os dlferentes mddulos- My em -sub- <
-mddulos | miximos Lp ¥ Mp, a goma . directa - dlsereta-
~[Cfr. Cap. xv, § 11] dos mddulos MP/ Lo representa um



- - L. oo

: fiel. Ha, pois, coutractores de cex:tos Mp, nos correspon-,
- dentes Ly, tais que bk S, fA interseccfio desses by nio
~ pode ser % (o), visto que um elémenfo da mesma ‘anula a B

soma- dlrecfa. Deste modo, & é. seml-smlples, valendo ‘o -

:

TEOREMA 17 -—_E condtgﬁa necessm 168 szqﬁczente, pam

gue S + (o) seja semi-simples, -que existd. wn modulo — © fiel, - o

‘isomorfo  duma’ soma divecta discreta de ‘mddulos My /L5

onde 08 Ep ¥ Mp. s&o sub-modulos mfucczmos aws M. E tam-_.'

bém

TEOREMA A7 L' condzgao necessdria e suﬁczente, pa'm

o gue ‘S (o) sdja semz-szmples, que exista um midulo — S ﬁel ‘
<Y 1s0Mos jo duma” soma directa dzsoe'eta de modulos—@ szm-,,
i_ples kS (0) [19] S .

o ﬁnaI do § seré dedmado a sahentar ‘duas aﬁrmaqﬁes

. feltas jé: " uma, no § 1 do Cap. xv, relativa & teoria de-
~ "WEDDERBURN-ARTIN; a outia, no§ 1 deste Oapftulo, sobre _
T o papel das somas sitb- dn:ectas '

, TEOREMA i8. t.° teor.. de WEDDERBURN-ART!N) — Um

anel.’ semi-simples,’ com condiglo de ¢adeia descendente para

ideais diveitos, ¢ wma soma divecta de andis simples (1) que se .
anulam mituamente. O teor., 23, Cap. XIv, garante-nos que,.
- neste £aso, 0 radlcal—J comc1de com o radical SR. O teo-.

rema “entuinciado &, assim, o teorema 5.°% pdg. 51, de (I).

"Bis aqui a demonsbraqao de J'A(,OBSON 5, § 11] Pelo

facto de & ser seml—smaples, ‘existem - iAeals bilaterais. ‘ap.
tais que Tau=10). Vamos ver que a condigio de cadeia

.descendente permite substituir & intersecgiio considerada.
‘por’ uma. intersecgio finita” Tomemos um“ideal ay, entre .
o8 ap. LK oclaro: que- poderia. dar-se o caso de haver-am -

“qap=(0). Ent#o, & seria primitivo e a condi¢io de ‘cadeis

garantiria tratar-se” dum anel. simples’ idéntico a nm anel -

o e e

. completo de matrizes com elementos dum anel de divisdo,

" 0’'qué demonstraria o teorema (cfr. Cap. xvl;, teor. 15-a).

Deste -mode, para continuarmos;. suporemos’ - 1% (0):
Néo podem todos ‘os au conter a;, visto que Ilap=/o}.
Se a1 niio ests contldo em ag, serd a13a1 N ag Admﬁ:mde

(1) Aqm deve entender -50; ape_l.-,simples, cbmpleﬁamenﬁg ;t'erdut,i.-‘

’ val com’ elemenbo am,

U . —~

_soma .mb dw'ecm de anets pmmztwos. b

“que esta Wltima’ 1ntersecc;ao é nula, ﬁca encoutrada a mter-'
-pecgfio finita Tlap = (o). Ndo sendo 2ssim, existe um a3 que

©. DA contém. ¢y ﬂag, de sorte que alDalﬂazDa1ﬂagﬂ_‘

n aa. 0. procegso- corltmua, _mas como 8 hmltado pela con--.

dmao descen&ente, chega—se forgosamente a H a,..—(o)

Pode ento admitir-se que’ 08 a4, consmtuem um .conjunto
minimo, nenhum deles podendo suprimir-se, para que &

P mtersecqao contmue 8 ser nula. Faremos g a_ =0, it para‘i B

'1.

- ”
‘ ca.da “valot 3_1 2, N O auel factor 6/a ;; de hai-

monia com o teorema 10 -supde-se primitivo; e, como nele
. tem Iugar a - condicho. deseendente, concluimos tratar-se de
anel simples: Nessas condi¢Ges, o-homomorfisind &~ &/ a

‘mostra que a, ;8 1dea1vb11ateral méximo. Seguem se- daqul"-

"as igualdades (a )'—“d —-]—a = ©; para cada j; o, pelo.

teorema 421 do § 10 do Cap xv, conclul-se a-relagio & ="

L =ayF .. —I-aN Do facto" de ser a; NG/a resulta que.
os a s80 s1mples. O teorema estéi demonstmdo i

0 teorema 10, em co:nbmaqao com o teorema: la, per- ’
mlte se ennncie 0 :teorems & saguir, que é uma verdadeira
generahzagao do- 1.0 teorema. de \VEDDERBURN ARTIN' L

‘ '_\._': =
TEOREMA 19 ——'—L' candtgao necessm m e suﬁczente,/ pa'm Sl

gue um. anel S seja - semz-szmples, ~que seja 1somo'rfo duma

S

o~

S . -

08 '§8 ‘finaig do Oapitulo, amda em correlaqao com 08 .'
’ ,-assuntos j&- tratados, ,serfio especmlmente ‘congagrados ao

_contetido de [16]; o qﬂal conjuntamente. com o-conteido . -
~de[11],  desenvolvido -no. Cap. xvI, deve ser posto em -con-~

, fronto ‘com & teona do radmal J tratada -no° Ga.p xw;'. Ll

5) A noqﬁo de radlcaI—F. 0:. autores da teoria (10 . 7
— G .deram. essa; teorla, pela. prlmelra vez, efi Tie; -

' radmal—.G _
§ 4]; em consequéncia de’ raciocinios mais  gerais expostos. .

em [.16; § 8]. E"desses raciociniios que nos vamos-ocupar. .
- Dado um anel S, seja aeS. Imaginemos um progesso;

de construgsa,o dam uldeal bilateral - F(a), cerrespondente
de a, ozando da proprledade segumte 58 6 6 for Lo




R

- se, para cada ae(b), for aeF(a).. “A. propriedade aeF(a)
caracteriza @.como regular— F. Um ideal (direito, esquerdo, = . ..
«: I, e todos os seus elementos :

- cal—F. Bm Np estio contidos todos os ideais bilaterais =
__que sHo, regulares-—-F 6 todos 08 elementos de NF sao'

SR

R S

A

' homomorﬁsmo anular, no qual 12 tem @ como correspon-.
dente, F(a) tem precisamente "F(a)=F(a) como corres-
pondente Precisaments, & (a),. Fy (a) H(a) dao reahza-' ;

¢Bes de F'(a), [Cfr. Cap. xv1, '§ 2],
" Diz-8e que ¢S ¢ um elemesnto, do mdwal—F de (5

bilateral) chama-se regidar =
. forem regulares=— F'.. Representaremos por Ny o radi-

regulares — K.

- & regular— F o o ideal (o) é regular— F. Pelo menos,
* tem-se, {0) € Ny, E fa¢il dar- dois. casos limites na- deﬁmcao

de NF._Suponhamos, priméiramente, F(a)=(0), qual—.‘ ‘

quer que seja «. KEntdo, be Ny significa: se'ae(d),

a¢F(a)=(0). Bm partiounlar, d¢(}), e, portanto, b._o

VAssim; Ny =( o) gualquer que seja &. Em segundo lugar,
. tomemos Fla})=G,

Tem-ge G NF, para tOdO‘O anél 6

Suponhames que & niio ¢ anel radmal 1st0 8, GZI:N 7.

gemelhanca. do que’ g8 foz o Cap. X, teorema 27

demonstraremos a proposmao segulnte
o

i
-dwectamente zavedutwel e tém o mdzcal— P .igual. a zero.

= Tomemos 0" COI]JI]lltO E dos meals bilaterais de.& com as’
1) -contém 0. 1dea1 Fla);

“dnas’ propnedades segiiintes!
2) ndo contém o elémerito . O ideal F(a) é um" exemplo
A aphcacao do: prlnclplo ‘de ZORN a0’ con_]unto Jf mostra-

-nos 'que hd em' B, um’ideal bilateral £ com ag trés pro- .
-priedades segumtes 1) contém F(a); '9') ndo contém &}

-~ 8")'nHo- estd contido noutro ideal de. E Por isso, se um

“ideal bllateral a, do S, contiver £, teré, de satisfazer a co
estas duag cdndlqoes 17 ) conter F(a), PR ) conter a. Posto-' oo
. isto, estudemos-o homomorﬁsmo S~CG/E.8éa s oeors
- respondente de a, como.a¢ L, serd @-0. O anel cociente - - .
‘em -Causa ¢ 112(0) Supondo a:}:(o) umzldeal bllateral do_

- Visto que F(a). 8 um 1deal b11ateral F(o) é um ideal o
- bilateral: Entéo.o. e F(0)é selpre. reahzado, de modo que o

para cada . Hintdo, be Ny mgnlﬁca
sg ae(d), dae F(a) =&. Isto sucede qualquer que- se;]a b

TEOREMA 20: — Num anel 6, que ndo. é cmel md‘zcal 0 ; .
zdeal F(a), suposta que- 8. ndo é regular — P, pode sempre
emergulkici-se» “num tdeal bilateral © tal que S/L ¢ sub- - -

R \g.ue S /E ndo tem radical —

o ideal- (8),-os S0US . correspondentes stio
~cada @ e (b) hé um @& () que o tem como’ correspondente .
. F(w),oque prova .
. ger ‘b pertencente ao vadical = F, ds &/L. Nag coudmﬁes, -
do teorema, tem-se b_ 0, be L, o portanto, NrEL. '

o bzlatemzs qegulares —F.

N

~

. mesmo, seré 6D E 0 sen correspondente om &. Oomo aea,

S vége que aea, T Asgim @k o pertence a “todos os. ideais: ..
- bilaterais. nsio nulos de S/L e o teorema 5 permite con-

" cluir que este anel cociente é sub-directamente irredutivel.
Quanto ao radical — ¥, de S/R, o facto de ser F(a)EL

-mostra que F(a)_(o) daqm ge tira’ o:}:aq’sF @). O refe-

. vido: radical &, assim, o-ideal nulo, p01s qualgner ideal -
_bilatéral == (o), devendo conter @, ‘niip 6 regula._r-——-_F

O teorema. ﬁea estabelemdo Voo F

o Ao corolano 14 do Gap xw, faremos corresponder_
. ‘aqu1 o . . . -

TEOREMA 21 :— Supondo, & win® ideal’ bilatoral 2 G taz‘ o
T, o radical Ny, de. &, estd con~

“tido em R. No homomorﬁsmo S~ /L, dados beNp &

Ora a. eF(a), de sorte que & & P(a)

ET.S agora a- aﬁrmaqao corresmndente ao teorema 28 do '

:i'eferldo Oap Xv: e S et ~__ ST

TEOREMA 99 ——Se & ndo é: amel md’acal N}p o-eduz -se
‘a IIB, ‘onde £ percorre todos os ideats bzlatemzs de S nas

condzgoes sequintes: 1). ©[L & sub-directaniente zwedutwel
2) G/L tem_um radical —F = (o), [ 16, pag: 49]
O toorema anterior, garante-nos gue. se tem: NyE 1'[53

A _demonstractio’ da igualdade [1L = Np faz:se agora pro- . .
-gando que, sendo béNp, & necessé,mamente b¢IE- Ora, .. -
L \snpondo b em tais condigbes, existe @ & (5) tal que a¢ Fa).
- "Og racioefnios. do. teorema 20 mostraram & existéneia de £

“tal ‘que a-¢ £. Desse- modo, ter—se b aéﬂﬁ, 3 portanto,

- 5¢HE v1st0 que aé(b) ._3 .

OOROLARIO 4= 0 fradwal NF Eum zdeal bzlate'ral Esta

aﬁrmaqao é mdependente do facto de & ser- on nio ‘anel
radical. - E _ _ S

-
R

COROLAR[O 5 —Ng 66 conjunta umdo de todos os wlems

ol . s 7

N (b) Para -




o

t

ol T ger’ Ny um ideal bilateral reoular—F que contem todos
el T o8 1deals bllaterals regulares — F ;

TEOREMA 23

B que um anel S _seja um tinel radical, que nio exista £+ &
e ;pam o qual* 1)

2) /L tanha radical — T =(0): A ‘condigho é necessdria:

- A gondiglio ¢ suﬁczente Se £ nio‘existe, ©'é anel radieal,

cadas

- homomorfismé . & ~ & /Ny, tem-sa E—»B/Np, sahe-sé,

S - "entao, qtie & /L2 (S/Nr)/(2/Nr). Na hipbtese. Np=§&, "3'.,':.' .
o teorema esté démonstrado. ‘Admitindo- 8D N, -0 ds0- . . -
" morﬁsmo referido;, combinade. com. o toorema. 21, mostra-.

.que_.0." ‘radical do-anel cocients . estd contido- om £/Np.

de estabelecer 0 temema.

-~

S " sigho quej nesta teona, deve substltmr ‘o teorema 19
LA Tem-se SR S .—." R - :
T - TEOREMA 25

el T que lum, anel S seja "semi-simples, - que seja. isomorfo. dimy

SO sub-dzﬁ'ecm de anéis-sub:divectamente irp edutwezs, cadw

. um dos. quais com wm radical ~

_ <} igual a (o).
© oA condictio [ suﬁczeute

. ciado; 0 homomorfismo & A By determina um isomorfismo -

51,.4:‘?‘, o 'Bp-— 6/[)11, sendo {lep—-(o) Por ser Np CBp., _qualquer 7 -

, T “quesejap, resulta NpE1Ir BpL:(o) A conalgao é necessdrid.
S Admlt',mdo que é Ny = (o), pode: ter-se & = Np'=(o).
e temema _ vé,hdo para. este ¢aso. Se 6:#: NF, entao C‘5

Se S 6 anel radlcal é regular—F. 0 que prova a aﬁr-‘-; )
‘macio; Se & nio.é. anel radical, o coroldrio regulta de. -

s condzgao nece.?sana é. suﬁcaente, pa.m-' L
) S/E seja sub dwecmmente trredutivel;
" Se © 4-anel radical, nfo existe £, visto que, se existisse, -

*'no. homomorfismo &S~ 6/2 0 correspondente deS=Ny -
“geria- (0), o que daria S=£; contra a hipétese £+ &S.

A

vigto que, se o nfio. fosse, exwtlrla. 2 nag condlcoes 1nd1- B

, TEOREMA 24 e O anel 6/ NF é semz-szmp?es Se & é anel- o
radmal G/Nr—(o) e ‘0 ‘teorema é.valido. De contrério,,
tornemos um  dog’ 1deals £ referidos no teorema. 22. No. -

Se b pertencer. & esse ' radical, pode dar-se-lhe ‘a forma s
b_c—]—Np, com ce e = NF E pms,,b.._o o que acaba_._'i_': E :

Esta.mos agora em. conchgoes de demonstrar a propo-l;d'

E condagao necessdria_e szq/' czente, pcwa o

‘Supondo. S 1som01f0 duma 2
soma sub- directa’ de. anéis By, comod-se refere o enuu- -

,_\,,_ . . - - . R

. .-"con]unto de_ 1deals Lp-tais’ que S/Ry 6 sub-directamente
;.1rredutwel “tem - radical — F igual a (o) e I Ep=(0).

dnma soma sub dlrecta dos anéls 6/211

.

Os anéls sub~d1rec amente 1rredut1vels ‘eom tm- radl-

g ~anéls podem caracterlzar-se amda por este outro

EDEOREMA 26 —E condagﬁo ‘necessdria e suﬁczmte, _para.
8 _'-gue um anel’ Ql:f:(o) ‘sub-directamente. mredut{vel tenha radi-

_ S vais pdo nulos: contenha. am_elemento = 0 tal que F (a) ={o0).
AR "] clar, que, supondo U (0) sub-directamente irredu-

Tomemos- b0, em . Como J & minimo, serd (B)==J

e g é Fa). Entdo, F(a)—(o)
e F(e)2J=(d);aeF(a). Inversamente, a exigténcia, em: J,

et L0 de aeo, tal que F(a) = (o) mostra-que J 'nio & ‘regu-

LLose L lar—F, Serd Np-—(o), pois . a- relacio NF:t:(o) darla
By J__Np, ol seJa a regulandade-—-F de J.:

4 "teremos necessldade deste B T

o

o a:l:(o), com uma unidade esquerda e, de S, tem elemento wm,

27‘7",Sendo weqa,dex=ur.0 ideal esquexdo {we = w} é, entiio, -
Cum 1dea1 bllateral contldo em a Aﬂmxtamos g:ce = ws =a.

- Sera, em partlculal Ze~z=e, paia um. ‘corto 7€ i Daqm S
. tira-gé zé — ze=—e=0, o que 8. absurdo Ter-se-a, pois, . -
'{me—mg-—(o), pelo que e Satlsfaz dme=am, para cada L

Cpe &y como; aﬁrma 0" teorema ’j_’:- .

. Dateoria das s0mag directas, sabsmos que S é 1somorfo~- '

' 'cﬁl—F igual'a (o) desempenha.m aqui-und papel anlogo ,
a0 dos anéis primitivos na teoria de. “JKCOBSON. Aqueles L

-eal == T igual-a (o), que ' ‘interseégdo J dos s6us" zdeaas bilate-

. ‘ 0 "ideal *(3) ngo ¢ regular-—F Bxiste ¢ e(d) tal que:‘-'- o
‘pois F(a)(0) acarretaria

B R BT
: Posto 1sto, conforme 0 teorema 26 tomemos -0 anel'-“
&7 ddb-directamente irredutivel Mk(o) o suponhamos nulo«g
" radical =~ G N'={(0). 0 "reforido toorema 26 garante A
| exist8icia,-em  J, de edto, tal que G(e)-—(o) Mas, sendo',' "‘.: e
o G(e)._{ex—- a:-i—):('r €8, —r; si)} ve 20 que, pondo P

: -na.o é- anel ra(hcal X teorema 22 aﬁrma a emshencm dum‘

tlvel e Np—(o), o facto. de ser .J3=(o) leva a J:i:NFV_-;'

A ﬁm “de’ aplma.rmos 08 resnltados anterlores a0 caso
em que a- ‘regularidade — 7 g reduz 4 regulamdade—'G y

LEMA 3 —Num cmel gualguer,' um zdea, "balateml mi- o

-




‘—s-—o 6350-—;0-—0 qualquer que-seja @ e . Por 1550,.'

e é umdade esquerda em . Da relacio e A= %ECJ e do”
-lema’ anferior, resulta ser ¥ =./ um anel mmples com ele-
‘ mento um. Podemos enunclar o segumte

) TEOREMA 27 —E condtgao nece’ssc&ma I suﬁczente, paaa :
- que um- anel A=(0) sefa sub-directamente. irredutivel e fenha
radical — G tgual a (0),.que seju anel szmples com elemento

um.- J4 vimos que. a condigho. é necosSiria. Para se provar -~

que é suficiente, basta ter em confa-os factos seguintes:

1) A £ (o) & sub- dlrectamente irredutivel (t:eor 5); 2)-0 ele-

mento 1eJ=9% & tal que G’r(l).—.gw —w—{—z(r 85—
)}__(o) Entao pelo teorema 26, ¢ —(o)

COROLARIO 6 — Um wnel samp?es °. sem elemento . é
wm anel radieal. S A= (o), a afirmagiio ¢é imediata.
B UE (o)' uio pode ser nqu 0 seu radlcal— . EntaO'

(a)#N S S _,,.

TEOREMA 28 (1 ° teorema de WEDDERBURN ARTIN gane- .

ralizado): — F candzgao hecessdria e suﬁcwnte, pare que wm ..

anel: ©F (o) seja. semz-szmples (N = (0), -que-seju tsomorfo

" duma “soma - $ub-dirvecta de anéis . simples- com elemento um.
‘A condigfio 6 necessdria: Na verdade, 6 SN, por hipé- .
" tege, -0 08 teoremas 25 e 27 (por esta ordem) esﬁabelecem o’
" resultado. A condiciio é suficiente : Ko glie-se. coneluni com— '

bmando 08 teoremas 27 e 25 (por esta ordem)

TeoREMA 99:— Se & ndo & anel radical (S # N ),

;mtetrsecgao de todos os: ideats bilaterais £, de &, tms gue .

"B/ ¢ simples e tem dlemento wm. Hsta aﬁrmaqa.o resulta...
' com"bmando os teoremas 22 o 27 ' .

.\_

COROLARIO s '-- Se S tem elementa um, N éa zntm‘secgao G

_ d¢ todos os zdeazs bilaterais mdximos de S. Visto que- exlste
elemento nm; S nio 4 anél radxca.l Quaisquer gue sejam -
os ‘ideais £ d6 teorema', antérior, S/L- tem elemento um;
- entdio, basta considerar os ideais £ que garantem ser &/ £
‘am-~anel . snnples, e-essos sHo preclsamente 08 1deaus.r bilate-

" rais méxunos : ; : \

.

L * - Teorema. 30: —E condzgao necessdrm e suﬁczente, pcma ‘ '
o :gue N comcada Bom o radical —J, que 6/9?** né’a‘o tenha

- ',
-

.

’

ideal. bzlatea'al fregulae' —G. Se N= g{*,c, é claro - que.

&/R.s nio tem radieal — &. Inversamente; se aguele

-‘anel eociente nfo tem. radical — &, o estudo do homomor- ,
- fismo S ~ S/Ry mostra que todo' o ideal wegular — G
~fem (0) como correspondente BEm’ partncular, serd N=»(0),

0 que- 1eva a Nhg{**, ®; portanto, a N—g{**.

LA condmao ‘expressa no teorema anterlor reahza.—se om

" cada anel &; no qual vale: a ‘condicio de cadeia _descen-

" dente~para ideais direitos, como vamos ver. B claro que;

‘dada uma decomposmaO' dum anel ¥ numa soma directa -
de ideais. bilaterais, sob a forma QI-—a,—!— L P esta‘ .

. ‘goma & também soma directa completa, ‘dos-ap. Pondo agui.
_B =a,+. +0,_1+a,+1+ .+t a,, sio oy ideais’ D, .

que verlﬁcam ‘a” condicdo ILb, —(o), [teor.‘ 42, & 10

Cap xv], além de ge ter a, o ?I/ b,. Posto: isto, admitamos

- yélida & condlgao descendente para. os ideais direitos de S

que.contém o radical —.J. Entao, ‘&[R4 6 um anel semi-
-sxmples no sentido de [(T);

, P ~
TEOREMA 31 ——Se, num amel &, é vdlida a condzguo des-

1. o
- cendente. para os zdems dm'eatos que contem [ mdwal-—J
tem -se. N 9'{** : : o : o

‘

Supondo agora véhda f condmao descendente para todos_. '
‘o8 ideais direitos doanel (on para os ideais direitos que. -
. contém o radical usual R e para:os ideais dlreltos contl-

dos em (R) éN 9{**——9? EntaO' T

R E

TEOREMA 392, (1D teor. de WE_DDERBURN ARTIN) : == - U

: anel sermi-simples (isto é, com N=/{(o0)), no qual sg ;a\mhda 3

@ condiglio de cadeia déscendente para ideats direilos; éuma . -

soma divecta de anéis sam_ples que .se_anulum: mz}tuazmente P

"~ "Na verdade, em [16 pé.g 52} estabelece -se,’ mesmo, 0--'-.."'.‘ .
_ segumta i A S : T

TEOREMA 83 — Um anel semi- szmpies, no: gual seja 'vcﬁlzda"

o condigdo . de cadeza descendente pare ideais - bilaterais,. é

- uma soma divecta de anéis simples. que se anulam migugmente, .
Se &'=1{(0),-0 teorema é vilido. Supondo S (o), ‘como 'se

admite ._—(o) 6 nfio § anel ra.d.lcal tendo se N=MI£=

. 49]. ‘Reduz-fe, por isso, -
a ‘uma soma directa de anéls szmp]es com elémento um,.
sendo nulo o seu radlcal— G Asmm : .

I3
o




~

(o), nos ﬁermos do teorema 29, A condmao descendeute -
~do. ennnciado leva a I, == (o), (z_l 2, ...,'.'), consti-

tumdo 08 B um conJunto minimo -de_intersecgio. = (0):"

Entao, 6 & isomorfo duma soma sub- dnceeta de .andig

6/2‘,(1—1 2,...,9) SeJa o:l:b(-: HE —E Nao‘_.l'.

poderz’i ter 80 beﬁl, de sorta qus’ o elemento correspon-:'

~dente 2 b, naquele 1s0mo1ﬁsmo,rsera (5—1—21,.._ b—[—"

-I—E )—(bl, PN o), com bl#o A totalidade-'dos - ele- '

_ mentos: b1 obtidos por este processo constitui um: ‘idenl

. bilateral n#o nulo de- &/£,. Como. este anel.cocientd d sim-
ples podemos afifmar qne a soma. sub- directa agima refe- -~ -~ L -
-~ rida abrange todos os elementos da-forma (830, .., 0):_‘ g

‘com 1.6 6/531. 0] mesmo ‘se diz dos “vestantes indices 7.

“Deste modo, fazeom parté da soma sub-directa todos: os"';;”:'
‘elomentos ‘da forma (bl, ey B )i qualsquer que’ sejam--‘-“_ o
0806 S/L, A soma ‘sub-directa 6, assim, a-soma direeta - . '

_ completa das C‘:')/E venﬁcando 50 todas a8 condu;ﬁes do
' enuncxado S ‘ . R

OBSERVACKO..‘ A semelhanca do que sucadeu ‘a pro-'="

p651t0 do teorema 10, temos aqui- também, £ o 6/33

£G, Ri4HR=6, B4+ +2,=6 _.Num cago “aomG 3

" ‘no: outro tiata-se -de somas sub: directas especmls multo,“é.r

Bartlculares. Um teorema mals geral é este

-~ -

‘1‘EOREMA 34: -—-E candzgao necessdric 6 suﬁcwnte, pam'."

gue wm.-anel; & seja isomor'fo duma soma sub-directa especial -

“de-anéis stmples com “elemento wm,, qiie ‘todo o ideal bilateral

nio nulo-de & contenha wmideal bilateral samples com elemento -

umy [17; pégs 872 ¢ 873]. A ‘condigio 6 fnecessdma Be S8 -

i “isomorfo “da soma" sub-directa- especial T, de andis: By,” .

;. " simples, e ccom: elemento um, conmderemos o ideal bllate-
Clral bE(0), de § Lo tomemos, ozbeb, Por via:de Q\:"V%p.,': :

-8 b corresponde; “Juando p==}" (por ex. ), um, elemento_—?-

ble%l, com’ b;\:t:o Se-ce X for o elemento para o qual *

“ei=0,salyo ¢} que supoe mle%l, 0 elemento a\—.bceb e

" tem | nulos todos os 4y, salvo “1—-51- 0 conJunto dos - -

; elementos de - %1 coutldos em ‘b 6, assim, um 1dea1 bxlate-"“'

- ral :f:(o),jo que 31gn1ﬁca ‘23;\ = B como 8 deseja

ik

A condxqao 4 suﬁczente Dado 6 00ns1deremos o con-

janto $a,}'dos ideais bilaterais slmples com:- elemento am.. [

- .-, 0, aniquilador de &, como idedl bilateral, ‘6 nulo, wvisto -
. que, de- ‘eontrario; coutena. am.a,, 0’ elemento.um do qual'__

.. nfo antlaria &, por nfio anular @y . A condlqao suplemen:
“ o tar Ao teorema 4 4 verlﬁcada, de sorte que. bastard ter .
‘em conta as proprledades de & referidas no ‘téorema: B
‘0 lema 6.do-final do Cap. xvi garante ter-se, para_ cada ¥ - .
S=4qa, +b,. B como é.4, N ap=(0), por serem. simples. -,
o amhios 08 1dea1s,{ apenas resta verificar que ge tem b _-(o) '
A condlgﬁo 116, 4 (o) arrastaria a- existéncia dum. a3 con- -
_tido na 1nterseccao am segulda, 0 elemento leay daria -
() =LHZLI6, (), pois 15,Sby: O tooroma eath
"provado ' TR

_ LEMA 4: —-Dada w7 anel~ &, se & um ideal bzlateml-‘
. sem nilideal de S, o qual vale @ cmzdzg&o de ‘minimo para

-08 ideats diveitos de & que contém, entdo, supondo r=eSCu,
gaciste wm  ideal direito r':EGDeG zgualmente -contido .

em a. A decomposicio direita.de PEIRCE S =148,

lova a a=eS-+-BNa=eS+1y, onde Tty 6 um - 1dea1‘
direito: de & contido em a. Pels. condigio de minimo do-
enunciado, éxiste nm . idempotente. e’:I:e pertencente a vy

e tal que-ee' =o. Pondo. ¢; =¢; 32—3 —&'e, vé-se que

8,6, = &y 6,7=0, ei==¢,, de sorte que o 1dempotente 7

'—-91“"‘32 da premsamente r’—EC‘B—elG—l— e, ®D1.

[Os - raciocinios S80 - exacﬁamente 08 ~do teorema 2.0 ,\ de'
.pég5Ode(I)] :

LEMA B:— O zdeczl a- do lema anterior & sOma, dwecta de

- {deais diveitos sz,mples de ©. A demonstraqao faz-ge com 08
racmcmms -do teorema 1.° Y de’ [(I), pigs. 49 .80]... .

LEMA 61— o tem-uma 'zmzdade esgue?dm, se as condzgoes

do lema 4 sdo ver zﬁcadas, (I), pag 50, corolano] L

, Amda sobre gomas _ sub- dlrectas espemals, podemos ;
" demonstrar ‘um outro teorema que especializa igualmente .
- o.&nterior. Para isso; comecaremos por” enunciar um derto-

. niimero. de lemas, 0s quais, devem cOmparar-se. coin as
» propomqﬁes correspondentes de pags 4:9 a 51 de (I)




S i

e B0

LEMA 7 — i tem, sempm nas mesmas c(mdzgoes, ele-

mento um.. Degignemos por « & unidade esquerda .de ‘a ~
veferida no lema anterior e facamos a “decomposigiio  de -
PEIRCE &= 616—1—91 Serd -0 = Gu42ANa, assim como- .~
(AN =ANa, (ANa).u = (o). Tira-se daqui -
(ANna)y=RNa). (AN =(ANa)u. (Q[ﬂa)——(o), T

o que leva a a—@u como se aﬁrma. :

ot

6 wma soma dirvecta. de.anéis samples, cada-wm dos quats iso~
morfo dum enel completo de-matrizes com elemeﬂtos dum, anel
" divisde, [17, pigs. 873 e 874]. Sabemos qué a; por ter ele-

“mento um; é parcela de & [Cap. kvl § 4, leina 6]: S= .
L= a—f—B Deste- modo, n#io s6 todo o ideal de & contxdo :
. em @ ¢ ideal de a, como ainda todo o ideal de a é ideal - -

. "de &. Por'isso, a, como anel, é anel sem1-51mples noethe-
‘riano [(I), pég 51 teorema B. ], S

TEOREMA 35: -E condzgao necessdria, e suﬁcwnte, para

' gue wm anel & seja isomorfo duma soria sub-directd especial
 de ‘andis simples, cada um dos quais isomorfo. dum anel com-
pleto de matrizes com olemdntos dum anel de divisdo, gue todo
o ideal bilateral de. & contenkia win ideal bilateral satisfa-

o~

‘zendo & condzgao “de minimo pare’ o8, {deais direitos de & gue:
contém e .sem nilideal ‘da: 6 A condlcao é mecessdria: Se S

é isomorfo da soma sub-directa especial de anéis By, (sirn-
ples, noetherianos), estamos em condigBes previstas pelo

teorema 34, de sorte que, dado o ideal. bilateral b (o),‘

" de S, hé um By E9. Ora B, satisfaz & condicfio de mi-

nimo para os ideais direitos de CN que contem e nio pos-'.

sul nilideal de &.
A condu;a.o ! suﬁceente Dado 6 conslderemos 05 1deals

- bilaterais £, de S, satisfazendo as condmoes indicadas no-

enunciado, que sfo também as condices a que satisfaz a

no lema 8. Cada £, nos termos desse lema, é uma soma ’

directa de ideais bllaterals a,, de &, que sio anéis sim-

“ ples noetherianos. - Tomando, entéo, o conJunto dos Gys.8 -

demonstragiio faz-se como no teorema 84.

- Para termo das eonmderacﬁes deste Capltulo, provare-
MO8 & proposi¢io a segulr. . , .

LEMA 8: ——Dado um -anel 6, se . 'é um ideal bzlatea al_f o
de &, que néo” contém nilideal de &, e se vale em a a conda-j
gfo de ‘ménimo, para-os ideais direitos deS que ‘contém; entio a.

-

P

|’\ K

Lo a1

TEOREMA 36: —'E cmzdzgao mecessdrio, e suﬁczente, pafra'
. que wih anel & seja isomor fo_ duma soma divecta discreta de

andis -simples com lelemento wm, qué ’O sejo a soma dos “seus -

" ideats bilaterais simples com elemento” wum. A condighio é
necessdria: Se © 4 isomorfo da soma directa discreta. indi-
cada no teorema, tomemos em & os sens ideais bilaterais
que correspondem, por v1a do 1somorﬁsmo, ao0s-anéis sim-
~ples com elemento um. Em face da definicio ‘de soma
* directa discreta, vé-se que aqueles’ ideais bilaterais siio og. .
" tinicos ideais bilaterais simples com elemento um. Asmm,
a condicho -do teorema ¢é necessdria.

A condiggio é suficiente: Se S 4 a soma dos seus 1deals
bllateraxs ays mmples ® com elemento m, tem-se Ay N a,

-__(o) ([J.:i:v), agsim’ come - e—ap.—l—bp., conr um certo
. ideal -bilateral [)p., correspoddente a jt. Suponhamos a ¢ &

“tal que ¢« S =& a =(0). Decompondo a sob a forma

e=a,tag+... +a, (aq eaa,.‘. ), e chamando ¢, o__“

elemento nmdea,, tom-se ape,Sdp N a,,ou seja ape =9,
ge t¥v. Entdo a(e,+ g1 . . ey ) =a=0, conio tam-
.bém resulta da hlpdtese aG--(o) Conclui-gse daqui queé’

o anignilador de & & o ideal nulo. Se supusermos agora . -

acllb,, temse ae,—a,eMNb,Eb,. A. ignaldade "6, N
‘Nb,={(0) d& ¢, ==0, 0 inésmo se dizendo de a,lg,. NIT
pelo que ¢=a,+ .. —|~a)\-.—o nb, —(o) Otemema4'~
¢ aplicdvel, redumndc—se S a um anel isomorfo da soma
sub-directa especial dos a,. O sistema |4, ‘ dos elementos

correspondentes a ae® determma se pelas decowposu-

¢Bes &=ua,+ Dy escrevendo a==a,-4b, e pondo 6—>a,
Vé-ge, deste modo, que, admitindo ser a_.aa—[—a,ﬁ—|— _
---‘l‘“l: a-—>a,=0, 86 pfa, By... k. Asom.a_es_pe-

‘ clal é dlscreta, como ge aﬁrmou.
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